
Intégrale, Longueur, Aire. 

INTRODUCTION. 

I l a n s  ce travail j'essaie de donner des définitions aussi générales et pré- 
cis!~ que possible de quelques uns des nombres que l'on considère en Ann- 
lyse: intégrale définie, longueur d'une courbe, aire d'une surface. 

M.' JORDAN, dans la seconde édition de son Coum d'Analyse, a fait une 
étude approfondie de ces nombres. Il m'a semblé utile cependant de reprendre 
cette étude, et  voici pourquoi. On sait qu'il existe des fonction dérivées non 
intégrables, lorsque l'on adopte, comme le fait M.r JORDAN, l a  d6finition de 
l'intégrale qu'a donnée RIEMANN; de sorte que l'intégration, telle que l'a dé- 
finie RIEMANN, ne permet pas dans tous les cas de résoudre le problème fon- 
damental du calcul intégral : 

Trourer une fonction connaissant sa dérivée. 
II peut donc sembler naturel de chercher une autre définition de  l7in- 

tégrale, telle que, dans des cas plus étendus, l'intégration soit l'opération in- 
verse de la dérivation. 

D'autre part, comme le remarque M.' JORDAN, l'aire d'une surface n'ay- 
ant pas des plans tangents variant d'une façon continue n'est pas dbfinie; 
et les énoncés que l'on serait tenté d'admettre comme aiialogues à la défi- 
nition de la longueur d'une courbe ne peuvent être ridoptés (*). 11 y a donc 
lieu de chercher une définition de l'aire et peut être aussi de modifier celle 

(%) Voir SCHWARZ, lettre à G E X O C ~ H I .  Cette le t t re  e s t  reproduite dans l'édition litlio- 
graphiée du  Cours professd u In Facullé des sciemes par C H .  HERUITE, pendant le  second 
semestre de 1882. (Second tirage, page 25.) - Voir aussi PEAXO, Atti della Accadcmin 

dei Lincei, 1890. 
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de la  longueur de f q o n  que ces deux définitions soient aussi analogues que 
possible. 

Dans l'étude des questions relatives à la  théorie des fonctions de varia- 
bles réelles on reconnait souvent qu'il serait commode de  pouvoir attacher aux 
ensembles de points des nombres jouissant de certaines des propriétés des 
longueurs des segments ou des aires des polygones. On a proposé diffkrentes 
définitions de ces nombres que l'on appelle les mesures des ensembles (*); 
celle qui a été le plus souvent adoptée se trouve exposée et étudiée dans le 
livre de M.' JORDAN. 

Dans le premier chapitre je définis, avec M.' BOREL, la  niesure d'un en- 
semble par ses propriétés essentielles. Après avoir complété e t  précisé les in- 
dications un peu rapides que donne M.' BOREL (**), j'indique quelles rela- 
tions il y a,  entre la  mesure ainsi définie et la mesure au sens de M? JORDAN. 
La définition que j'adopte s'applique aux espaces à plusieurs dimensions; de 
la notion de mesure d'un ensemble dont les éléments sont les points d'un 
plan, on déduit celle d'aire d'un domaine plan; si les éléments sont des points 
de l'espace ordinaire on en déduit l a  notion de volume, etc. 

Ces prkliminaires posés, il n'y a plus d'inconvénietits à définir l'intégrale 
d'une fonction continue comme l'aire d'un domaine plan; et  même cette mé- 
thode a l'avantage de conduire à. une définition de l'intégrale d'une fonction 
discontinue bornée comme niesiire d'un certain ensemble de points. C'est cette 
définition géométrique que j'adopte a u  chapitre II; on peut d'ililleurs la rern- 
placer par uiie définition analytique, l'intégrale se présente alors comme étant 
la  limite d'une suite de sommes assez analogues A celles que l'on considère 
d a m  l a  définition de RIEMANN. Les fonctions auxquelles s'applique cette dé- 
finition géométrique sont celles que j'appelle so~nntuhles. 

J e  ne connais aucune fonction qui ne soit sommable, je ne sais s'il en 
existe. Toutes les fonctions qu'on peut définir à l'aide des opérations aritli- 
rnétiques et  d u  passage à l a  limite sont sommables. Soutes les fonctions in- 
tégrables au  sens de RIEMANK sont soir mahles et les deux définitions de I'in- 
tégrale conduisent au  même nombre. Toute fonction tlériv6e bornée est som- 
mable. 

(") Voir au sujet de ces définitions S O H ~ N F L I E S ,  JilhresOerichl dei. dezctscheia Ma- 

thernatiker- Vel-eiiziguizg, 1900. 
("") Leçons sur ln théorie des Fonctions. 
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L' in téynle  d'une dérivée bornée, considhée cowrne fonction de ln limite 
szllpérieu~-e d'intdgration est une fonction primitive de la dérivée donnée, le 
problème fondamental du calcul intégral est donc théoriquement résolu toutes 
les fois que la fonction dérivée donnée est bornée. 

Pour  obtenir des résultats plus généraux il est nécessaire de donner une 
définition de l'intégrale s'appliquant h des fonctions non bornées. Il est facile 
de trouver une telle définition, mais celle qui m'a paru la plus simple et  la 
lilus naturel!e ne s'applique pas à toutes les fonctions dérivées non born4es; 
de sorte que pour les fonctions non bornées, le problème de la recherche des 
fonctions primitives n'est pas résolu dans tous les cas. Avec mes définitions 
je trouve que la condition nécessaire et szc@sante pour qu'une fonction dé- 
rivée ai t  une intégrale est que sa fonction primitive soit à vaviation borde .  
Toutes les fois que Z'intéyu.de existe elle fuit coîincl2tve zlne fonction p~i.mitive. 

Le calcul effectif d'une intégrale dépend essentiellement de la facon dont 
est donnée la fonction à intégrer. Dans le cas où la  fonction est définie à 
l'aide de séries on pourra se servir de cette propriété, dont un cas particu- 
lier a été obtenu par M.' Osa-OOD (*) : Une série dont les termes ont d t s  in- 
tégrales et dont ?es restes sont, en valeu?. ubsoltle, inf4rieurs à u~z no id re  
Jixe est intégrable ferme à terme. 

L a  d4finition de l'intégrale s'btend immédiatement aux  fonctions de plu- 
sieurs variables. 

Dans le premier chapitre j'ai développé une généralisation de la notion 
de l o ~ g u e u r  d'an segment, une généralisation faite dans un sens différent 
donne la notion de longiieur d'une courbe. Dans le troisième chapitre, où je 
m'occiipe de cette notion, j'adopte la définition suivante : la  lotzgzreirr d'ritle 
courbe C est la  plus petite liqnite des lonpezirs des lignes polyyonctles qu i  
tendent anifo~.~nhzent vers C. Cette définition est exactement équivalente à 
la définition classique (**). Une courbe à longueur finie est dite rectifiable. J e  
retroure rapidement les principaux résultats relatifs à ces courbes 01)teiiiis 
par M.' JORDAN. 

La recherche d'une expreseion de la longueur d'une courbe ayant des 
tangentes conduit B une nouvelle application de l'int6grale définie au chapitre 
précédent. Si f ' ,  y', $' existent, ln conclition /zécessaire et suflzsnnte pozw pue 

(*) Amel-ican Journal, 1897. 
!+*) SCHEEFFER,  Acta Mathematica, 5; JORDAN, Cours d'Analyse. 
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soit rectifiable est que l'intégrale de \ f ' t  + + #'2  existe. Toutes les foie 
que cette intégraie existe elle représente la longueur d~ la courbe. L a  défi- 
nition qu'adoptait P. Du BOIS REYMOND t*) est donc un cas particulier de la 
définition classique, même en étendant comme je l'ai fait le sens du mot in- 
tégrale. 

Dans le quatrikme chapitre j'appelle aire d'une surfnce L la  plus pe- 
tite limite des ai7.e~ des surfaces polyédrales qui  tendent uniformément 
vers L. On peut déduire' de là une dkfinition de l'aire analogue à celle de 
l a  longueur d'une coui3be définie comme limite des longueurs des poljg ones 
inscrits. 

L'étude de la représentation de  l'aire à l'aide d'une intégrale double 
n'est abordée que dans le cas très pai,ticulier où la surface admet des plans 
tangents variant d'une façon continue; on retrouve l'intégrale classiqiie 

[J\IE ~ - ~ z d u d ~ .  

Les deux derniers chapitres sont consacrés à d ~ s  recherches assez dif- 
férentes. Il s'agit de voir, sur des exemples, si l'extension donnée aux sens 
des mots longueur, aire n'entraine pas des modifications correspondantes dans 
les énoncés ou les raisonnements de la géométrie des surfares. Dam ces rai- 
sonnements on suppose généralement les surfaces et les courbes analytiques, 
ou tout au moins définies à l'aide de fonctions ayant un certain nombre de 
dérivées. 

L e  premier problème que je me propose est celui des suifaces appli- 
cables sur le plan : Chercher les surfaces correspondant point à point à un 
plan, de façon que les longueurs soient conservées. J e  trouve d'une part 
qu'il existe des surfaces applicables s u r  le plan et ne contenant aucun seg- 
ment de droite, d'autre part qu'il existe des courbes gauches ayant en chaque 
point un pian osculateur et dont les tangen.tes forment une surface non ap- 
plicable s u r  le plan. Les procédés élémentaires que j'ai employés ne m'ont 
pas donné toutes les surfaces applicables sur le plan, mais ils m'ont fait con- 
naître les conditions nécessaires et  suffisantes pour qu'une surface cylindrique, 
conique, une surface formée par les tangentes d'une c,ourbe gauche, une sur- 

(*) Mathematische Annalen, Bd. 15, pag. 287 et Acta Mail~ematica, 6. 



face de révolution soient applicables sur le plan; enfin ils montrent que l'ap- 
plication conserve les aires. 

L e  second problème est celui de LAGRANGE ou de PLATEAU: étant donné 
un contour fermé trouver une surface limitée à ce contour et dont l'aire soit 
minima. J e  montre que ce problème est toujours poscible et admet une infi- 
nité de solutions. 

Il serait très intéressant de snvoir si, parmi toutes ces surfaces solutions, 
ne se trouve pas une surface analytique. L a  néthode qui se présente im- 
médiatement à l'esprit et  qui consiste à démontrer successivement I'exis- 
tence de chacune des dé r i~ées  nécessaires à l'établissement de l'équation aux 
d6rivées partielles des ~;ui>faces minima, paraît fort difficile ii appliquer. Ce- 
pendant des raisonnements très élémentaires m'ont permis dans un cas par- 
ticulier de démontrer l'existence des plans tangents à l'une des surfares so- 
lutions. 

Les méthodes de ce dernier chapitre sont analogues à celles qui ont 
permis à M.P HILBERT (*) de reprendre l'étude du problème de DIRICULET par 
le procédé de RIEMANN. Les résultats obtenus par M.' HILBERT et ceux que 
je viens d'indiquer, si incomplets qu'ils soient, semblent montrer qu'il y a 
avantage B laisser de côté, au moins momentanément, les équations aux dé- 
rivées partielles que donnent les méthodes ordinaires du calcul des variatioiis, 
et à raisonner directement sur l'intégrale qu'il s'agit de rendre minima. 

J 'a i  indiqué les principaux résultats de ce travail dans différentes notes 
des C'onzptes Rendzcs de l',tlcadémie des Sciences. (19 Juin et 27 Novem- 
bre 1899, 26 Novembre et 3 Décembre 1900, 29 Avril 1901.) 

CHAPITRE 1. 

Mesure des  Ensembles. 

1. Un ensemble de points est dit borné si la distance de deux de ses 
points est limitée supérieurement. Deux ensembles sont dits égaux si, en dé- 
plaçant l'un deux, on peut les amener à coincider. Des ensembles E,, E,, ... 

(") Nouvelles Annales de Mathé>natipes. Août 1900. 
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Qtant donnés, l'ensemble somme E est fornié des points appartenant à l'un 
au moins des E i .  Nous n'aurons jamais à considérer qu'un nombre fini ou 
une infinité dénombrable d'ensembles Ei e t  nous poserons 

Si tout point de E, est point de El ,  on dit que El contient E2 et l'on 
appelle diffC.rence de El et .E, (E l  - E,) l'ensemble des points de El qui 
n'appartiennent pas à E,. II faut bien remarquer que E, contenant &, les 
ensembles 

E,+(E,-E,) et (E, + E,)-E, 

diffèrent s'il existe des points communs à la fois à El, E, et E,. 
Ces définitions posées : 
Nous nous ps.oposons d'attacher à chaque ensewlble botené un uornlwe po- 

sitif ou nul p e  nous nppellerons sa mesure et satisfaisant aux conditions 
suivuntes : 

1.0 I l  existe des ensenzbles dottt la nzeswe ?t'est pas nulle. 
2.0 Deux ensembles égaux ont même mesure. 
3.0 L a  nzesure de la somme d'ull nombre fini ou d'une i@nifé détiom- 

hubie  d'eme~lzbles, suris points conzmuns, deux à deux, est la somme des me- 

swes  de ces ensembles. 
Nous ne résoudrons ce problèltie de la mesure que pour les ensem- 

bles que nous appellerons mesurables. Ce problème admet d'ailleurs des so- 
lutions différentes suivant que l'on se borne aux  ensembles dont tous les 
points sont sur une droite, ou à ceux dont tous les points sont dans un 
plan, etc. Pour distinguer nous dirons, quand il sera nécessaire: mesure l i-  
ndaire, mesure superficielle, etc. 

Remarquons que si le problème de la mesure admet une solution, en 
multipliant toutes les mesures obtenues par un inême nombre on a un autre 
système de mesures. Nous ne considèrerons pas comme différentes de telles 
solutions, de sorte que, saris nuire à ln généralité, nous pourrons attribuer la 
mesure 1 à un ensemble quelconque de mesure non nulle. 



2. Supposons possible le problème de l a  mesure. Un ensemble formé 
d'un seul  point a une mesure nulle car  un ensemble borné contenant une 
infinité de  points doit avoir une mesure finie. L'ensemble des points d'un 
segment M N  a donc même mesure que M e t  N fassent ou non partie de 
l'ensemble; d'ailleurs M N  ne peut avoir une mesiire nulle sans qu'il en soit 
de même pour tout ensemble borné. 

Choisissons un  segment MN e t  attribuons lui 1 pour mesure. 011 sait qi ic 
si 1'011 prend MN pour unité de  longueur on peut attacher à clinque seg- 
ment P Q un nombre, sa longueur; ce nombre est aussi la mesure de l'en- 
semble des points de P &. Pour  s'en convaincre il suffit de se. rappeler que si 

0: 

la longueur Z de P & est commensurable e t  égale il existe un segment R S  
P 

contenu a fois dans P & et fois dans M N  et que si Z est incornmenaurable, 
B tout nombre h inférieur à 2 correspond un segment contenu dans P Q,  et  dc 

longueur A et à tout riombre h supérieur R 1 un segment contenant P & et 
de longueur 1. 

P o u r  que la 3e condition d u  problème de la mesure soit remplie il faut 
que l a  longueur d'un segment somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
d'autres segments, n'empiétant pas leu uns sur les autres, soit la somme des 
longueurs d e  ces segments. 

Des propriétés des longueurs il rhsulte qu'il en  est bien ainsi si les ses -  
ments composants sont en  nombre fini; cela est encore vrai  s'ils sont eii 
nombre infini. (Voir les Legons sur la Théorie des fonctions, de M.' BOREL. 

3. Un ensemble E étant donné, on peut d'une infinité de manikres en- 
fermer ses points dans un nombre fini ou une infinité dhombrab le  d'inter- 
valles. L'ensemble E, des points de ces intervalles contient E donc In nie- 
siires ?tz (E) de E est a u  plus kgale à celle ln (E , )  de E,, c'est à dire a u  plus 
égale à l a  somme des longueurs des intervalles considkrés. La limite inférieure 
de cette somme est une limite supérieure de ~n ( E ) ,  nous l'appellerons la  me- 
sure extérieure de E, me (E). 

Supposons que tous les points de E appartiennent à un segment A B. 
Nous appellerons complémentaire de E par rapport à A B, CAB (E) ,  l'ensem- 
ble .4 B - E. Puisque la mesure de CAB ( E )  est au plus me [CAB (E ] celle 
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de E est au moins ??z ( A  B) - me [CAB (E j ] .  Ce nombre ne depend pas de 
celui des segments A B contenant E choisi; nous l'appellerons la mesure 
intérieure de El In; (E ) .  Deux ensembles égaux ont des mesures intérieures 
égales et des mesures extérieures égales. D'ailleurs puisque l'on a: 

la mesure extérieure n'est jamais inférieure à la. mesure intérieure. Si le pro- 
blème de la mesure est possible, la  mesure d'un ensemble E est comprise 
entre les deux nombres rn, (E), (E) qiie nous venons de définir. 

4. Nous appellerons ensembles mesurables (*) cezm dont les mesures es.- 

tériezwe et  idériezwe sont égales, la  valeur comrnune de ces deux nombres 
sera la mesure de l'ensemble, si le problème de la mesure est possible. Des 
propriétés qui suivent jl  r8sultei.a que le nombre m ( E )  ainsi défini satisfait 
bien aux conditions du problème de  l a  mesure si l'on s'ustveint à ne consi- 
(1éve1. que des ensembles ~îzesu~ables. 

Ln définition des ensembles mesurables est éqiiivalente à celle ci : Un 
eiisemble E est dit mesurable s'il est possible d'enserrer ses points dans des 
intervalles a, et ceux de son cornplérnentaire dans des intervalles b de ma- 
nière que la somme des longueurs des parties communes aux a et aux fi soit 
aussi petite que l'on veut. 

Soit un nombre fini ou une infinité dénomhraEile d'ensembles mesurables 
E,, A', ,... montrons que l'eriserrible somme E est mesurable. 

Nous supposons tous les ensembles Ei formés des points d'un segment A B 
par rapport auquel nous prendrons les complémentaires. Enserrons les points 
de E, dans des intervalles a ,  n'empiétant pas les uns sur les autres et C(E,) 
dans des intervalles f i , ;  les parties communes aux a,  et aux 0 ,  étant de lon- 
gueur totale choisie arbitrairement E , .  Enserrons E, dans des intervalles a ,  

et C(E,) dans P, ayant en commun une longueur totale c,. Soient a', et B', 
les parties des a, et B, communes aux p,. A E, correspondent des intervalles 
cc,, P3 et un nombre E S ,  soient a', et f i ' ,  les parties des a, et 0, communes 
aux B', et ainsi de suite. 

r I Les points de E peuvent être enfermés dans les intervalles a, ,  a ,, a ,,... 
Ceux de C ( E )  peuvent être enserrés dans les intervalles P ' i ,  quel que soit i. 
Or ces deux séries d'intervalles ont des parties communes de longueur totale 

(") En adoptant cette définition nous modifions le langage qu'adopte M.' BOREL. 



ht&grate, Longueur, Aire. 239 

au plus égale à 

L a  série 2 m (ali) est convergente, si donc on a choisi les ~i de façon 
que la série 2 soit convergente et  ait E pour somme, on pourra prendre i 
assez grand pour que Z i  soit inférieur à 2 E .  

Donc K est sommable. - L a  somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d'ensembles sornmables étant un ensemble sommable, cela a 
bien un sens de poser le problème de la mesure seulement pour les ensemlîles 
mesurables. 

Si les E,,  E,,. .. n'ont deux à deux aucun point commun, les points 
de Ei sont intérieurs aux intervalles de sorte que m (ali) - m (Ei) est au 
plus égal à ci. OP m (E) diffère de 

et  In 3.&me condition du problème de la mesure est remplie. 
5. L e  problème de la mesure est donc possible pour les ensembles 

mesurables; et  il n'admet qu'une seule solutiori, car les raisonnements qu i  
nous ont servi à définir les deux nombres I H ,  et  mi, appliqués à un ensemble 
mesurable, ne font intervenir que des ensembles mesurables. 

I l  n'est nullement démontré que le problème de la mesure soit impossi1)le 
pour les ensembles (s'il en existe) dont les mesures intérieure et  extérieure 
sont inégales. Mais dans la suite nous ne rencontrerons que des ensembles 
mesurables. En effet les procédés que nous emploierons pour définir un en- 
semble pourront toujours se ramener aux deux suivants. 

1." Faire la somme d'un nombre fini ou d'une infinit6 dénombrable 
d'ensembles précédemment définis. 

2.' Considérer l'ensemble des points communs à un nombre fini ou une 
infinite dénombrable d'ensembles donnés ; 

e t  ces deux procédés appliqués à des ensembles mesurables donnent des 
ensembles mesurables. Nous l'avons vu pour le premier, démontrons le pour 
le second. 
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Soient El, E,. . . les ensembles donnés; l'ensemble cherché el peu.t être 
défini comme ayant pour complémentaire la somme des complémentaires de 
El, E,. . . , ce qui démontre la proposition. 

Soit ei l'ensemble analogue à el, relatif à la suite Ei, Ei+, . . .; l'en- ' 

semble somme des ei est formé des points communs à tous les Ei, au moins 
à partir d'une certaine valeur de à, variable d'ailleurs d'un point à l'autre; 
comme somme d'ensembles mesurables il est mesurable. 

Voici une autre application du 2""" procédé. Soit E, contenant E,, 
El - E2 est l'ensemble des points communs à El et C (E,), donc si El et 
E, sont mesurables, El - -E2 l'est. D'ailleurs, puisque l'on a: 

JJ'i (El - E2) + 3 2  

m ( E l  - E,) = m ( E l )  - m (E,) 

6. Puisque nous connaissons un ensemble mesurable. celui formé de 
tous les points d'un intervalle, les deux procédés précédents appliqués un 
nombre fini de fois nous permettent d'en définir de nouveaux. Ceux que l'on 
peut obtenir par cette méthode et  leurs complémentaires sont ceux que 
M.' BOREL appelle mesurables (7 et  que nous nomraerons ensembles meswa- 
bles (B). Ils sont définis par une infinité dénombrable de conditions, leur en- 
semble n la puissnnce du continu. Parmi ces ensembles il faut citer ceux qui 
sont des sommes d'intervalles et  les ensembles fermés, c'est-à-dire contenant 
leur derivé ("), dont les complémentaires sont sommes d'intervalles. 

L'ensemble E formé des points d'abcisses : 

oh les ai' sont égaux à O ou 2, étant parfait est mesurable (23). Son com- 
1 

plémentaire est formé d'un intervalle de longueur - de deux in- 
3 

1 
les de longueur -,  etc, donc a pour mesure 

3 3 

(*) Leçons sur la théoteie des fonctions, pages 46 à 50. 
(**) Oe sont ces ensembles que M.' JORDAN appelle parfaits et M.' BOREL relativement 

parfaits. Un tel ensemble contient sa frontière (laquelle sera définie plus loin). 
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et par suite E est de mesure nulle. E a la puissance du continu, donc on 
peut former avec les points de E une infinité d'ensembles qui tous, ayant 
une mesure extérieure nulle, sont mesurables. L a  puissance de l'ensemble de 
ces ensembles est c.elle de l'ensemble des ensembles de points; il existe donc 
des ensenlbles mesiirables qui ne sont pas mesurables (B), et  la puissance de 
l'ensemble des ensembles mesurables est celle de l'ensemble des ensembles 
de points. 

7. Soit E un ensemble mesurable. Choisissons des nombres E ,  E ,  . . . dé- 
croissant jusqu'à zéro. On peut enfermer E dans une infinité dhombrable 
d'intervalles ai de mesure m (E) + E ,  . L'ensemble 3, des points qui font 
partie à la fois des ensembles r ,  a , .  . . est n~esurable (B), il a pour mesure 
nz (E ' )  et contient E. L'ensemble E, - E est de mesure nulle. On peut l'en- 
fermer dans des intervalles $i, contenus dans les ai et de mesure ci. L'en- 
semble e des poir~ts communs à tous les Pi est mesurable (B) et  de mesure 
nulle. L'ensemble E, =El  - e est donc mesurable ( B )  et de mesure m ( E ) ;  
de sorte que tout ensemble mesurable est contenu dans un ensemble El et 
contient un ensemble E,, E, et E, étant mesurables ( B )  et  de mème mesure. 
L e s  ensembles que nous appelons mesurables sont donc ceux que les procédés 
de M.' BORET, permettent de mesurer, à condition de tenir compte des re- 
marques énonc6es à la fin de la page 48 (*) (Ioc. cit.). 

D'une manière analogue on démontre que la mesure extérieure d'un en- 
semble E est la  limite inférieure des mesures des ensembles mesurables con- 
tenant E et qu'il existe ~ffectivement un ensemble mesurable (%) conteliant E 
et de mesure me (E).  De même, ?ni ( E )  est la limite supérieure des mesures 
des ensembles mesurables contenus dans E et  il existe effectivement un en- 
semble mesurable (B) c.ontenu dans E ayant mi ( E )  pour mesure. 

8. Dans son traité d'Analyse M.' JORDAN donne les définitions sui- 
vantes. Un point dd est point intérieur d'un ensemble E s'il est intérieur à 
un segment dont tous les points sont points de E. La frontière de E est 
l'ensemble des points qui ne sont intérieurs ni à E, ni à C(E). 

Divisons le segment A B qui porte E, en intervalles partiels. Soit 1 la 
somme des longueurs de ceux de ces intervalles dont tous les points sont in- 

(*) « Cependant, si  un ensemble E contient tous les  éléments d'un ensemble mesura- 
ble El, de mesure a, nous pourrons dire que la mesure de E est supérieure a z, sans 
nous inquiéter s i  E est mesurable ou  non. Inversement , .  .. L e s  mots supérieure e t  infé- 
r ieure o'excluent d'ailleurs pas l'égalité », 
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térieurs à E et L la somme des longueurs de ceux qui contiennent des points 
de E ou de sa frontière. On &montre que, lorsque l'on fait varier d'une ma- 
nière quelconque la division de A B, de façon que le inaximum de la lon- 
gueur des intervalles partiels tende vers zéro, les deux nombres 1 et  L ten- 
dent vers des limites déterminées les étendues intérieure et extévieure de E. 
De cette definition il résulte que l'étendue extérieure est au  moins égale à 
la mesure extérieure et que l'étendue intérieure est au  plus égaIe à la me- 
sure intérieure. M."ORDAN appelle mesurables les ensembles dont les deux 
étendues extérieure et intérieure sont égales; ces ensembles que nous nom- 
merons mesurables (J) sont donc meslirables au sens que nous avons adopté 
et les deux définitions de la mesure concordent lorqu'elles sont toutes deux 
applicables. 

On peut encore dire que l'étendue intérieure de E est la mesure de 
l'ensemble de ses points intérieurs, lequel ensemble étant ouvert (*), c'est-à- 
dire ne contenant aucun point de sa frontière, a pour complémentaire un 
ensemble fermé et par suite est mesurable (B). L'étendue extérieure de E est 
la mesure de l'ensemble somme de E et de sa frontière, lequel étant fermé 
est mesurable (B). Donc pour qu'un ensemble soit mesurable ( J )  il faut et 
il suffit que sa  frontière soit de mesure nulle. 
, Un ensemble fermé, ayant pour étendue extérieure sa  mesure, s'il est 

de mesure nulle on peut affirmer qu'il est mesurable (J). E n  particulier l'en- 
semble parfait défini au  $ 6 est mesurable (J); il en est de même de tous 
ceux que l'on peut former avec ses points, donc I'ensemble des ensembles me- 
surables ( J )  a même puissance que l'ensemble des ensembles de points, et il 
existe des ensembles mesilrables (J) qui ne sont pas mesurables (B). 

9. Nous venons d'attacher à certains ensembles une mesure, il nous 
reste à rechercher comment on peut calculer ce nombre. Cela dépend évi- 
demment de la manière dont l'ensemble est donné. 

Supposons qu'un intervalle quelconque ( a ,  b) étant donné, on sache re- 
connaître s'il existe dans (a,  b )  des points de I'ensemble doriné E ou de sa 
frontière, et s'il y existe des points de C (E). Nous pourrons alors, pa.r un nombre 
fini d'op6rations; calculer un nombre quelconque de termes des deux suites 
(que l'on peut supposer l'une décroissante, I1:iutre croissante) dont les limites 
sont les étendues extérieure et intérieure de E. L'habitude que nous avons 
de manier les séries conduit à considérer les étendues comme bien définies. 

(W) Tous les points d'44 tel enserilble sont intérieurs a l'ensemble, 
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On sait donc calculer la mesure d'un ensemble rnesurable (J) et la considé- 
ration simultanée des deux suites permet d'avoir une limite supérieure de 
l'erreur commise en s'arrêtant à un terme quelconque. 

Il cst beaucoup plus difficile de calculer me (E) et ttzi (E) pour un en- 
semble quelconque. Ces nombres sont en effet définis par la considération 
d'une infinité non dénombrable de nombres; pour trouver une suite de nom- 
bres tendant vers m,(E) il faudrait considher des divisions du segment A B 
portant E, en intervalles partiels qui dépendraient de l'ensemble E. 

Si un ensemble est mesurable (B) et est défini à l'aide des deus  opk- 
rations que nous avons indiquées à partir de suites d'intervalles, il est fa- 
cile de calculer sa mesure en s'appuyant sur la 3"e condition du problème 
de la mesure et sur cette propriété : l'ensemble E des points communs à 
tous les ensembles mesurables E, .E, . . . qui sont tels que chaci~n contient 
tous ceux qui le suivent, est la  limite inférieure de la suite ?n (E,), t~z  (E,). . . 

E n  effet C ( E )  est la somnie des ensembles, sans point commun, deux 
à deux, C (E,), [C (Es) - C (E,)], [C (Es) - C (G)] . . . 

Donc 

m [C(E)]  =m[C(E,) ]  f m[C(E, ) -C(E , ) ]  + . m .  

et  

m ( E )  = m ( E ) +  [ m ( E , )  - m(E,)] f-. 

II. LES ELEMENTS DE L'ENSEMBLE SONT LES POINTS D'UN PLAN. 

10. Les considérations précédentes s'étendent sans peine aux ensem- 
bles dont les éléments sont les points d'un espace <r plusieurs dimensions; 
nous nous bornerons au  cas du plan. 

E n  raisonnant comme au 9 2 on voit que tout ensemble borné de points 
sur une droite a une mesure superficielle nulle e t  que l'ensemble des points 
d'un carre ne peut avoir O pour mesure. Attribuons donc arbitrairement 1 
pour mesure à un carré M N  P Q. 

Les raisonnements que l'on emploie en géométrie élémentaire pour trou- 
ver l'aire d'un triangle, prouvent que la mesure de l'erisemlile des points 
d'un triangle ne peut différer de In moitié du produit des nombres qui me- 
surent son côté et sa hauteur, M N  Btant l'unité de longueur. 



La mesure d'un triangle étant ainsi definie, il faut démontrer que la 
mesure d'un triangle, somme de triangles n'empiétant pas les urcs sur les 

a u t ~ e s ,  est la somme des mesures de ces triangles. 
Les-raisonnements exposés par M.' HADAMARD dans la note D de sa 

Géométrie élémentaire prouvent qu'il en est bien ainsi si les triangles com- 
posants sont en nombre fini. Le cas oh ils sont en nombre infini se traite 
par un raisonnement semblable à celui qui nous a été utile dans le cas des 
ensembles de points sur une droite (BOREL, Théorie des fonctions, page 42).  

I l .  Xous pouvons maintenant donner les définitions analogues à celles 
du $ 3. 

La mesure extérieure m,(E) d'un ensemble E est la limite inférieure 
de la somme des mesures des triangles (en nombre fini ou infini) dans les- 
quels on peut enfermer les points de E. 

E Gtant intérieur à un triangle A B C, par définition 

CAB, (E) = ( A  B C )  .- E: 

La mesure intérieure de E sera, par definition 

mi (E) = m ( A  B C) - [CABC 

Un ensemble pour lequel les deux nombres ainsi définis sont égaux sera 
dit rnesurable, et la valeur commune de ces nombres sera sa mesure. 

On démontre comme au 3 4 que le problème de la mesure est possible 
et n'admet qu'une solution quand on se borne aux ensembles mesurables; et 
que les deux procédés du $ 5 appliqués à des ensembles mesurables donnent 
des ensembles mesurables. Ces deux procédés, appliqués un nombre fini de 
fois à des ensembles dont chacun est formé des points d'un triangle, donnent 
les ensembles plans que nous appellerons, ainsi que leurs complémentaires, 
ensembles mesurables (E). 

Soit un ensemble ouvert E, chacun de ses points M est intérieur à E. 
Nous pouvons donc à M faire correspondre u;i carré ayant M pour centre, 
de côtés parallhles à des directions rectangulaires données, et défini comme 
étant le plus grand dont tous les points intérieurs sont intérieurs à E. E étant 
somme de ceux de ces carrés qui correspondent aux points dont le8 deux 
coordonnées sont rationnelles, est mesurable (B). 

Le complémentaire d'un ensemble fermé est un ensemble ouvert, donc 
tout ensemble fermé est mesurable (B ) .  
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On définira les étendues extdrieure et intérieure d'un ensemble comme 
dans le cas de la droite, une division de la portion de droite contenant l'en- 
semble en un nombre fini de  segments étant remplacée pa r  uns division en 
un nombre fini de carrés de la portion de plan contenant l'ensemble. De là In 
notion d'ensemble mesurable (J). 

Tous ces ensembles et  tous ces nombres ont entre eux  les mêmes rap- 
ports que les ensembles et  les nombres de mêmes noms rencontrés précédem- 
ment. 

III. LE PROBLEME DES AIRES (*). 

12. On sait que l'on appelle courbe plane l'ensemble des deux équa- 
tions 

x = f (9, Y = Y (t), ( 1 )  

f et cp étant continues dans l'intervalle (a, b)  fini où elles sont définies. A 
chaque valeur de t on peut faire correspondre le point dont les coordonnées 
sont les valeurs correspondantes de x et y. Une courbe définit donc un en- 
semble de points, cet ensemble est parfait (**). Un point est dit multiple s'il 
correspond à plusieurs valeurs de t. Dans le cas d'une courbe sans point 
multiple l a  connaissance de l'ensemble des points de la courbe suffit à l a  
définir, car on ne considère pas comme différentes la courbe (1) et celles qu'on 
en déduit en rempla~ant  t par une fonction 9 (t) toujours croissante ou tou- 
jours décroissante. 

Une courbe est dite fermée sans point multiple si elle n'a d'autre point 
multiple qu'un point double correspondant 9, t = a et  t = b.  On considère 
cette courbe comme définie par l'ensemble de ses points. Une telle courbe 
étant donnée, on sait qu'elle divise le plan en deux régions l'une intérieure, 
l'autre extérieure (***). 

Nous appellerons domaine l'ensemble des points à l'intérieur d'une courbe 
fermée C sans point multiple. C est la frontière du domaine, lequel est un 

(*) JORDAN, Tome 1. - J. HADAMARD, Géométrie E1émentai~-e. 
(**) 11 n'en serait pas ainsi si, comme cela se présente souvent en mécanique, l'in- 

tervalle (a, 6)  était infini. 
(*Y;*) JORDAN, Cours d'Analyse, 2Bme Edition, Tome 1, pages 90 à 100. 
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ensemble ouvert. Nous dirons qu'un domaine D est somme des domaines 
D,, D,, ... en nombre fini ou non, si tout point de D appartient à un et un 
seul des Di, ou bien à l'une au moins des frontières des Di. 

13. Nozts nous p~oposoîzs d'attnc7ter à clmque domaine un nornb~e po- 
sitif que nous appellerons son aire et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1.' Deux donzaitzes égaux ont même aire. 
2 .O L'aire d'un domaine sonime d'un nombre fini ou infini cllaut~.es 

donzaines est la somme des aires de ces domaines. 
C'est le problème des aires. 
Si ce problème est possible, il l'est d'une infinité de manières et l'on peut 

nttrihuer arbitrairement 1 pour aire à un carré M N . P  Q. Les raisonne- 
ments connus de la géométrie élémentaire prouvent que l'aire d'un rectangle 
ne peut différer du produit des longueurs de ses côtés, M N  étant l'unité de 
longueur, c'est-à-dire de la mesure superficielle du rectangle. 

Un domaine étant un ensemble ouvert est, comme nous l'avons vu, somme 
d'une infinité dénombrable de rectangles, dont on peut supposer qu'ils n'em- 
piètent pas les uns sur les autres; donc son aire ne peut différer de la somme 
des aires de ces rectangles, c'est-à-dire de l a  mesure superficielle du domaine 
considéré comme ensemble de points. 

Soient maintenant deux domaines D, et  D, sans point cominun, ayant 
en commun un arc de frontière a 9, et u n  seul. L e  domaine D - somme de 
l'ensemble des points de D i ,  de l'ensemble des points de D,, de l'ensemble 
des points de a p (autres que a et  ',O), - a pour mesure la somme des me- 
sures de ces trois ensembles, qui sont tous trois mesurables puisque les deux 
premiers sont ouverts et que le troisieme est parfait, aux points a et près. 
Pour que la 2ème condition du problème des aires soit remplie il faut donc 
que la mesure superficielle de l'arc a ,4 soit nulle. 

L e  pwblème des aires des t  donc possible que si l'on ne considère que 

les domaines dont la frontidre est de 9nesure superficielle nulle. 
Nous appellerons ces domaines domaines quarrclbkes et les courbes dont 

la mesure superficielle est nulle courbes quawables. 
Soit un domaine q u a r r ~ b l e  D, somme des domaines quarrables D,, D,, ... 

L'ensemble des points de D contient la somme des ensembles sans point corn- 
mun deux à deux D, D,.  . . et  comme aucun des Di n'a une mesure nulle 
ils forment au plus une infinité dénombrable. Les frontières ont une mesure 
superficielle nulle, on peut les négliger dans le calcul de la mesure ou aire 
de D. 
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Le problème des aires est dom possible pour les domaines quawables 
et il  n'admet qu'une seule solution, si l'on fixe l'unité d'aire. 

14. Nous allons supposer maintenant que la 2;me condition du pro- 
blème des aires est ainsi modifiée : 

L'aire d'un doinctijre somrne de deux az4tt.e~ est la sowme des aires de 

ces detm autres (*). 
En reprenant des raisonnement$ déjà employds on verra que l'aire d'un 

domaine D est comprise entre les étendues intkrieure et extérieure de ce do- 
maine. De sorte que l'aire d'un domaine quarrable est encore bien déterminée. 

L'aire d'un domaine D non quarrable, Iimitb par une courbe non quar- 
rable C est comprise entre les nombres m (D) et m (Dj + m (C) (**). 

Montrons que le problème des aires ainsi posé est indéterminé pour les 
domaines non quarrables. Nous nous appuierons sur cette propriété : lorsque 
deux domaines D,, D, ont en commun un arc de frontière a ,!3, on peut trouver 
un domaine D contenant a B (sans peut-être a et B )  et tel que, ou bien tout 
point de D intérieur à D, est interieur à D, et inversement, ou bien tout 
point de D intérieur à D, n'appartient pas à D, et inversement (***). Dans 
le premier cas nous dirons que D, et D, sont du même côté de u 6 et dans 
le second qu'ils sont de côtés différents. 

Soit un arc de courbe a p, sans point multiple et non quarrable, suppo- 
sons qu'il fasse partie de la frontière d'un domaine A. Soit maintenant un 
domaine quelconque D limité par une courbe C. C et a 0 peuvent avoir des 
arcs en commun (nous négligeons les points communs, s'il en existe, ne fai- 
sant pas partie de tels arcs). Soit E l'ensemble de ceux de ces arcs le long 
de~quels D et A sont d'un même côté de a et  E, l'ensemble des arcs pour 
lesquels cela. n'est pas. Choisissons arbitrairement, une fois pour toutes, un 

(*) C'est ainsi que M.' HADAXARD pose le  problème des aires  pour les polygones. (Géo- 
mStrie Elérnentai~e, Note D.) 

(**) Il existe des courbes non quarrables puisqu'il existe des courbes passant  par  
tous l es  points d'un carré. P o u r  former une courbe non qunrrable, sans point multiple 
il suffit de modifier légérement l a  méthode qu'emploie M.' HILBERT pour définir une courbe 
passant p a r  tous les  points d'un car ré  (Mathematische Annalen, Bd. 38 ou PICARD, Traité 

cl'dnrrlyse, Ze Edition, Tome 1). On remplacera chacun des carrés  qui figure dans l a  dé- 
finition de M.' H I L ~ E R T  p a r  un polygone intérieur à c e  carré ,  d'aire assez grande, clioisi 
de façon que les  frontières de deux de ces polygones n'aient en commun que le sommet, 
s'il existe, p a r  lequel l a  courbe passe de  l'un dans 17?utre. 

("Cs*) L a  démonstration n'offre aucune difficulté. 

Anna l i  di Matematica, Serie  III, tom0 VIL 33 
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nombre 6 compris entre O et 1. Nous attribuerons it D l'aire : 

On démontrera très facilement que l'aire ainsi définie vérifie la seconde 
condition du problème des aires, telle qu'elle a été posée au début de ce pa- 
ragraphe (*). 

En résumé le problème des aires n'est à la fois possible et bien déter- 
miné que pour les domaines quarrables. Dans la suite nous ne parlerons d'aire 
que dans le cas d'un domaine quarrable. 

Des raisonnements analogues aux pr6cédents pourront être faits au sujet 
des volumes des dolnaines de l'espace ordinaire, et d'une far,on plus génbrale 
de I'dtendue d'un domaine d'un espace it un nombre quelconque de dimen- 
sions. 

C H A P I T R E  II. 

Intégrale. 

1. INTEURALE DEFINIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 

15. Au point de vue gbométrique le problème de l'intégration peut se 
poser ainsi : 

$tant dofanée une coude C par sort 4quatiott y = f (x) ( f  est une fonc- 
, 

tion corztintie positive, les axes sont rectangulazi.es) trozcver l'aire du do~naitze 
limité par u~z a m  de C, zcn seytnent de O z et deux parallèles h l'are des y 
d'abcisses données a et b,  ( n  < b ) .  

Cette aire s'appelle l'intégrale définie de f prise entre les limites a et b,  
b 

elle se représente par Sa f (z) d x. 

Archimède en quarrant un segment de parabole a résolu un cas parti- 
culier de ce problème. Ln méthode classique applicable au cas généra1 con- 

(*) Il faudra pour cela s'appuyer s u r  cette propriété: Si un domaine est  somme de 
d e u s  domaines D, e t  D,, D, e t  4, ont en commun un a r c  de frontière et un seul, et 
aucun point commun en dehors de cet  arc. 
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siste essentiellemeut à évaluer les dtendues intérieure et extérieure du do- 
maine à l'aide d'une division du plan en rectangles dont les côtés sont pa- 
rallèles à O z et O y. Pour avoir ces rectangles trarons d'abord des parallèles 
à O y, puis divisons les bandes obtenues par des segments parallèles à O x ,  
d'ordonnées variables d'une bande à l'autre. Si l'un R, des rectangles R ainsi 
formés doit être considér6 pour calculer l'une des étendues, tous les rectan- 
gles R situés dans la même bande et compris entre R,  et O x doivent aussi 
être considérés pour le calcul de la même étendue. Les étendues sont donc 
des limites de sommes d'aires de rectangles ayant leurs bases sur O x. 

Soient J , ,  a,.. . les longueurs de ces bases; m , ,  m,. . . , Mi, M,. .. les 
valeurs inférieures et supérieures de f dans les intervalles correspondants. Si 
l'on suppose les d donnés, c'est-à-dire les paraIlEles à O y tracées, et si l'on 
choisit les segments parallèles à O s  de manière à obtenir les valeurs les plus 
approchées possibles pour les étendues, on obtiendra .pour ces valeurs appro- 
chées : 

s=Zdimi S=ZdiMi .  

Ainsi on sait calculer les deux étendues du domaine; on d8moiltre qu'elles 
sont égales, le problème que nous nous sommes posé a donc un  sens et nous 
savons le résoudre. 

Relativement aux fonctions f bordes quelconques M.' DARBOUX a dé- 
montré (*) que les deux sommes s et S tendent vers des limites parfaitement 
déterminées; on les appelle irztégt.aZes par défaut et par excès. Lorsque ces 
deux intégrales sont égales, et cela se présente pour d'autres fonctions que 
les fonctions continues, la fonction est dite intégrable et la limite commune 
de s et S est appelée depuis RIEMANN (**) 2'intégvale dkfinie de f prise entre 
a et 6 .  

16. Pour interpréter géométriquement ces nombres, attachons à toute 
fonction f positive définie dans (a, b) l'ensemble E des points dont les coor- 
données vérifient à la fois les deux inégalités 

(") DARBOUX, Mémoire sur les fonctions discontitzues. Annales de  l ' E d e  Normale, 
1875. 

('") RIEXANN, SUT la possibilité de représentet. uube fonction par une série trigom- 
&trique, 



250 Lebesgue:  

Les deux somm.es s et S sont évidemment des valeurs approchées des 
étendues intérieure et extérieure de E et par suite s et Son t  des limites bien 
déterminées: ces étendues. Ainsi, au point de vue géométrique, l'existence des 
intégrales par défaut et par cxcès est une conséquence de l'existence des 
étendues intérieure et extérieure d'un ensemble borné. - Pour que la fonc- 
tion f soit intégrable il faut et il suffit que E soit mesurable (J); la mesure 
de E est l'intégrale. 

Si la fonctioii f est de signe quelconque, nous lui faisons correspondre 
l'ensemble E des points dont les coordonnées vérifient les trois inégalités 

-2 

a s x 6 b  x f ( x ) k O  O ~ ~ y ~ e f ( x ) .  

L'ensemble E est somme de deux ensembles E, et E, formés des points 
à ordonnées positives pour E, et négatives pour E, \*). L'intégrale par dé- 
faut est l'étendue intérieure de E, moins l'étendue extérieure de E,; l'inté- 
grale par excès est l'étenduk extérieure de E,  moins l'étendue intérieure de 
E,. Si E est mesurable (J) (auquel cas E, et E, le sont) la fonction est 
intégrable, I'intélgrale étant m (E,) - m (E*). 

17. Ces résultats suggèrent immédiatement la généraliscltioii suirante: 
si l'ensemble E est mesurable, (uuquel cas E, et E, le sont) nous appellerons 
intégrale définie de f ,  prise entre a et b, la quantite 

?fi (Et) - m (&). 

Les fonctioîls f correspondantes seront dites sommables. 
Relativement aux fonctions non sommables, s'il en existe, nous dé.finirons 

les intégrales inférieure et supérieure comme égales à 

mi (Ei) - m, (E2) ~6 (El) - mi (Es)- 

Ces deux nombres sont compris entre les intégrales par défaut et par 
excès. 

18. Nous allons définir analytiquement les fonctions sommables. 
Puisque E est mesurable il est contenu dans un ensemble E' et contient 

un ensemble Er' ,  E' et E" étant mesurables (B) et de mesure m (E), 5 7. 
D'ailleurs les raisonnementh gui nous ont donné ce résultat prouvent que l'on 
peut supposer Er et E" formés de segments parallèles à O y et ayant leurs 
pieds sur O 2, c'est-à-dire correspondant à deux fonctions f ,  et f, ( f i  5 f,). 

(*) Il importe peu de considérer les points de l'axe des z comme faisant partie de El 
ou de E,. 
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Soient el er ,  e" les ensenibles formbs de ceux des points de E, E r ,  E" 
dont les ordonnées sont plus grandes qu'un nombre donné m >  0;  e, e', e" 

sont mesurables et  de même mesure. Soient s, sr, s" les sections de ces en- 
sembles par la droite y = In + h ;  sr et sr' sont mesurables (B)  linéairemelit, et  
In ( s ' ) ,  m (sr') rie décroissent pas quand h tend vers zkro; soient S r ,  S" leurs 
limites. Montrons qu'elles sont égales. - E n  effet, s'il en était autrement 
pour h assez petit on aurait toujours 

E t  l'on peut t ror i~~er  h, et h, , h, < h, , assez petits pour que 

Soient e ' ,  , e", les points de e' et e" compris entre y = 1 2 ,  e t  y = hr 
on a :  

m (el,) ( hz - hi) . fn [sr (h,)] 

ce qui eet impossible car er,  et e", doiverit avoir la même mesure. 
Donc s' et  s" ont même mesure linéaire et par suite s est mesurable; 

c'est-à-dire que l'cnsetable des valeurs de x pour lesquelles f (x) est supé- 
rieure à tn > O est mesurable. De même l'ensemble des valeurs de x pour les- 
quelles f ( x )  est inférieu9.e à m < O est mesurable. 

De là résulte que l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f (x) est in- 
férieure ou égale à m > O (supérieure ou égale b m < 0) est mesurable ; donc 
que l'ensemble des points pour lesquels on a soit a 3 f (x j  > b > 0 ,  soit 
O > c > f (x) % dl soit e % f (x) 2 g ( e  g < 0) est mesurable ; et  en faisant 
tendre b vers a, ou d vers cl ou e et  g vers O ou voit que l'ensemble des 
points pour lesquels y a une valeur donnée est mesurahle. En résumé, sans 
qu'il soit cécessaire de s'occuper des signes de a et b, si f est sonwzable, 
l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a :  

> f ( 4 > b  
est mesurable, 
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19. Réciproquement : si quels que soient a et b l'ensemble des ua1eur.s 
de x p02w lesquelles on a a > f (x) > b est meswable, et si lu fom$iotl f (x) 
est bornt'e, elle est soinmuble. 

E n  effet, divisons l'intervalle de variation de f (x); soient a,, a l ,  cc,, .. . a,, 

les points de division. Soit ei (i = 0 ,  1,.  . . n )  l'ensemble des valeurs de x pour 
lesquelles f (x) = cri. 

Soit eti (i = 0, 1, 2 , .  . . n - 1) l'ensemble des valeurs de s: pour lesquel- 
les ai < f (x) < ai+, . 

Les points de l'ensemble E attaché à f (x), correspondant aux valeurs 
de x qui appartiennent à e; fomeiit un ensemble mesurable dans le plan et 
de mesure 1 a; 1 . ml (e,), (ml  (ei) désignant une mesure linéaire). 

Les points de E qui correspondent à ceux de e:; forment uii ensenilde 
contenant un ensemble mesurable de mesure 1 ai l . (ef i) ,  et contenu dans 
un ensemble mesurable de mesure I ai+, 1 m1(e1i). 

E contient donc un ensemble de mesure 

et est contenu dans un ensemble de mesure 

Ces deux mesures ,diffèrent de moins de (a, - a,) en appelaut o: le 
maximum de a i -  ai-,, donc on peut les rendre aussi voisines ,que l'on veut 
et E  est mesurable, donc f sommable. 

De plus on sait calculer la  mesure de E ;  donc, si f est positive I'intk- 
grale est la limite commune des deux sommes 

lorsque ai-, - a i  tend vers zéro. 
Or si f n'est pas toujours positive la limite de la somme de ceux des 

termes de O ou 2 qui sont positifs donne la mesure de l'ensemble que nous 
avons appelé E, § 16, et la  limite de la somme des termes négatifs doniie 
- vfi (E,), donc dans tous les cas o et 2 définissent l'intégrale. 

20. 11 n'est peut-être pas inutile de montrer que des raisonnements 
analytiques auraient pu nous conduire à la  considération des fonctions som- 
mables et de ce que nous venons d'appeler leurs intégrales, 
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Soit une fonction continue toujours croissante f(x) définie entre a et P 
(a  <@) et variant entre  a et b (a < b). Prenons arbitrairement pour x les ' 

valeurs 
T';=a<!CI<X ,...< X n - f i  

auxquelles correspondent pour f (x) les valeurs 

L'integrale définie, au sens ordinaire du mot, est la limite commune des 
deus  sommes 

quand le maximum de xi- xi-, tend vers zéro. 
Mais x;. est donné ~i ai l'est, e t  xi - xi-, tend vers zéro si ai - ai.-, 

tend vers zéro. Donc pour défiltir I'inte'yrale d'une fonction continue crois- 
sante f (x) on peut se donner les ai  , c'est-à-dire la division de l'in te?valle 
de variation de f (x), au lieu de se doraner les x i ,  c'est-&:dire la division de 
l'intervalle de variation de x. 

E n  cherchant à opérer de même, d'abord dans le cas simple des fonc- 
tions continues variables dans tout intervalle, e t  n'ayant qu'un nombre fini 
de maxima et minima, puis dans le cas d'une fonction continue quelconque 
on est facilement conduit à cette propriété. Soit une fonction continue f (2) 
rl8finie dans (a, fi) et variant entre a et b, (a < b). Choisissons arbitraire- 
ment 

a=a,<a,<a ,... <a,=b; 

f ( x )  = a; pour les points d'un ensemble fermé e;, ( i=0,  1 ... n); a;<f(r)<ai+,  
pour les points d'un ensemble, somme d'intervalles, e';, (i = O, 1, 2 . .  . , n- 1); 
les ensembles ei et e'; sont mesurables. 

Les deux quantités 
18 11 n n 

= 2 ai m (ei) f $i ai m (e'i), 2 = 2 ai m (ci) + 2 ai+, m (cr i )  
O O 1 '. 

1 

b 
tendent vers 1 f (z) d z  quand le nombre des ai augmente de f a p n  que le 

. a 

maximum de a;- ai-, tende vers zéro. 
Cette propriété obtenue, on peut ln  prendre pour définition de l'intégrale 

de f (z). Mais les deux quantités o et X ont un sens pour d'autres fonctions 
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que les fonctions continues, ce sont les fonctions sommables. Nous allons dé- 
montrer que pour ces fonctions o et 2 ont une même limite indépendante du 
choix des ai; cette limite sera, par définition, 17intEgrale de f(x) prise entre a et  F. 

Lorsque, entre les ai, on introduit de nouveaux points de division, O ne 
dhcroît pas, 8 ne croît pas, donc G et 2 ont des limiles. Elles sont bgales, 
car Z - a est au plus égal à (P  - a)  multiplié par le maximum de (ai - ai-,).  

Soit maintenant un autre mode de division de la variation de f ( x )  à 
l'aide de pointa bi et soient of et  2' les valeurs correspondantes de o et 2 .  

Soient G" et 8" les valeurs correspondant au mode de division dans lequel 
on emploie & la  fois les a, et bi. Les deux séries d'inégalités 

prouvent que les six sommes U, u', o", 2,  Z', Y ,  ont la même limite. 
L'existence de l'int4grale est donc démontrée. Si l'on adopte cette mé- 

thode d'exposition, d'ailleurs peu différente de la précédente, il n'est pas évi- 
dent que la définiiion de l'intégrale telle que l'a donnée RIEMANN n'est jamais 
en dirsaccord avec la prircédente. Pour le démontrer nous nous appuierons sur 
ce fait: Les points de discontinuité d'une fonction intbgrable forment un en- 
semble de mesure nulle (*). - Soit f (x) une fonction int8grable et soit E 
l'ensemble des points pour lesquels on a 

a et b étant deux nombres quelconqiies. Les points 1imitc.s de E qui ne font 
pas partie de E sont des points de discontinuité; ils forment donc un en- 
semble e de mesure nulle. E f  e étant fermé est mesurable, e est mesurable, 
donc E l'est. Cela suffit pour qu'on en conclut que f est sommable. 

Si dans un intervalle de longueur 1, le maximum de f est M et le mini- 
muni m, l'intégrale (au sens que nous avons donné à ce mot) est comprise entre 
i M et  2 m. D e  plus si a , ,  a,,. . . a, sont des nombres croissants, on a :  

(les integrales ayant le sens que nous avons adopté), 

(") RIE-MANN énonce cette propriété de la facon suivante: Pour qii'une fonction soit 
iiitégrable il faut que « l a  somme totale des intervalles, pour lesquels les oscillations 
sont plus grandes que o, quel que soit  o, puisse être rendue infiniment petite P. 



De 12t résulte que l'intégrale d'une fonction sommable est comprise entre 
les inthgrales par défaut et par excès, et en particulier que les deux défini- 
tions de l'intégrale concordent lorsqu'elles sont toutes deux applicables. 

21. L'iiitégrale prise entre -les limites n et b n'a 6té définie que si a 
est inférieur à, b, nous complèterons la définition par 'l'identité 

De la résulte que l'on a : 

et cela quels que soient a, b . . . 1. 

Nous aurons aussi besoin de la notion d'intégrale d'une fonction f dé- 
finie seulement pour les points d'un ensemble E (*). Soit un segment A H 
conten~nt E, définissons une fonction (p comme égale à f pour les points de E 
et à O poiir les points de C.JB (E). L'intégrale de f prise dans E est, par 
définition, l'jntégralo de .y prise dans A B. Il est évident que 11int6grale de f 
ainsi définie ne dépend pas du choix du segrrient .4 B contenant E. 

Si li: est somme de E,, E,. . . , tous ces ensembles étant mesurables et 
sans point commun deux à deux, et si la'fonction f est sornmahle dans E, 

Remarquons encore que l'on peut dt:fiiiir l'intégrale inférieure d'une foric- 
tion f comme la limite supérieure des intégrales des fonctions g sommables 
non snpérieures à f ;  il existe une d e  ces fonctions O, dont l'intégrale est égale 
8. l'intégrale inférieure de f. On énoncerait une propriété analogue pour l'in- 
tégrale supérieure. 

22. Nous allons maintenant montrer que les opérations arithmétiques 
élémentaires appliquées à des fonctions sommables donnent des fonctions som- 
mables. 

(*) O n  aura i t  pu d'abord définir les fonctions sonimables dans E, puis l eurs  intégrales 
D l'aide des mêmes définitions que précédemment, à condition de faire abstraction de tous 
les points qui n'appartiennent pas  à E. 
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S ~ i e n t  f et rp deux fonctions sommables qui restent comprises entre nî. 
e t  M. Partageons l'intervalle (nz, M ) ;  soient les points de division 

Soit ei (i = 1, 2 .  ;. 1 2 )  l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on 
a :  ??fi-, < f r ~ n p ,  soit eli l'ensemble cori~espondant pour :,. 

Soit eij l'ensemble des points communs à e; et  ej., pour les points de  cet 
ensemble on a :  

Mi- ,  -k nzj-4 < f -t- y 6 mi $ ? j  ; 

e i ,  elj, e ,  sont mesiirables. 
Soient a et  b deux nombres donnks. Soit E l'ensemble somme de ceux 

des eij dont tous les points sont compris entre a e t  6. E est mesurable. 
Augmentons indéfiniment le nombre des rtzi de  faqon que le maximum 

de  mi - mi-, tende vers zéro. Nous aurons une suite infinie d'ensembles E 
dont la somme, qui est mesurable, est l'ensemble de valeurs de x pour 
lesquelles on a :  

a < f + c p < b  
donc f + cp est sommalile. 

L'intégrale de f est la somme des int6grales de f prises dans les en- 
sembles e;j ,  donc on a : 

P - m (e,) mi- 1 <If ( x )  d x < 2 rii (e i j )  mi . 
De même 

2 m (e,) mj-, < y (2) d x < 2 DIZ (e,) mj. S 
Et ,  en raisonnant de même pour ln  fonction f+ y ,  

De 18 rdsulte que : 

1 ((f + Y )  d x -Jf d x  - J i p d r  , < Lm (pif) ( i n i  + r n j -  mi.-, - rnj-,) 

donc 

(*) L'introduction des notions d9inté;grales inférieure e t  extér ieure aoruit permis: de 
se borner à la 2ème partie du raisonnement précedent. 



Cette propriété se 
d'un thontbt-e quelcorque 

généralise itrimédiaternerit, de sorte que : lu s o v m e  
de forzctioris sowtmables est m e  fonction sommable et 

l'iralégrale est  la  somme des intégrales. 
On démontrera de même que le produit  de deux fonctions sornmablus 

est  urle fortction sonzmnble; que l'itiverse d ' m e  fomtion s o ~ ) z v ~ i ~ b i e  f vérif iunt 

l'izzégalité 

O < r n < I f l < i l f  

est une forictiott soinmuble; que la  vacirle miLftte arithmétiytie d'utze foitc- 
iiotz f somtzttible, pour. laquelle cette racirte existe, est sommable; que s i  f 'e t  y 
s o ~ t  deux forzctions so~timables, telles que f (?) ai t  u n  sens, la fonctio~l f (?) 
est sowmable;  de m%ne f (p est sornmahle s i  f et (p le sont, etc. 

Une proposition plus importante est la suivante : S i  zcne fonction f bornée 
est la l imite d'une suite de forzctivizs f i  sonznzables, f est sonzmable. 

En effet soit ei l'ensemble des valeurs pour lesquelles fi est comp~ise etztm 

a et  b. L'ensemble e des points communs à tous les e j ,  au moins ii partir 
d'une certaine valeur de i, est l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles 
f est comprise erztre a et b. Or les ei étant mesurables e l'est, donc f est 
sominable. 

23. Les propositions que nous venons d'obtenir permettent de définir 
une classe importante de foiictions aommables. 

Nous nous appuierons sur ce fait que y = h et y = x soiit des foiictioiis 
summables; alors E x m  est sommable et tout polynome est sommable. 

Depuis WEIERSTRASS 011 sait que toute fonction continue est la limite 
d'uue suite de polynomes, donc les fonctions continues sont sommables. Mais 
i l  e-xiste des fonctions autres que les fonctions continues qui sont limites de 
yolynoines, ce sont les fonctions qu'a étudiées M.' BAIRE et qu'il a appelées 
fonctions de première classe. ( S u r  les fotzctions de variables w'elles, Arinali 
di Matematica, 1899.) Les fonctions de première classe sont donc sommables. 
Les limites de fonctions de première classe ou fonctions de seconde classe 
sont sommables, etc. Toutes les fonctions de l'ensemble que M.' BAIRE dé- 
signe par E (page 70, loc. cit.) sont soiiiiïiables. 

Ces résultats nous fournissent de nombreux exemples de fonctions soni- 
mables, discontinues et non intégrables (su sens de RIEMANN). On peut d'ail- 
leurs obtenir de tels exemplei de le façon suivante. - Le raisonnement qui 
nous a permis au paragraphe 20 de d h o n t r e r  que toute fonction intégrable 
est sominable prouve que : Si: erl. faigant abstraction d'un ensemble de mesure 
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nulle, il reste un enseinble en chaque point duquel une fonction est continue, 
cette fonction est sommable. Donc si f et rp sont deux fonctions continues, 
la fonction F, défiriie comme égale à f sauf aux points d'un ensemble E de 
mesure nulle, pour lesquels oii a 

F= P+ y, 

est sommable. Or si y n'est jamais nulle et si E est dense dans tout inter- 
valle, tous les points sont points de discontinuité pour F qui n'est donc pas 
intégrable (au sens de RIEMANN). 

Ce procédé nous permet de c&struire des fonctions sommables formant 
un  ensemble dont la puissance est égale à celle de l'ensemble des fonctions. 

24. La méthode géométrique qui nous a servit: au début de cc cha- 
pitre, étant basée sur la notion de mesure d'un eiisenihle borné, ne s'appli- 
quait qu'aux fonctions bornées (*). Au contraire la méthode analytique inc  
diquée au 3 20 s'applique presque sans modification à des fonctions noii li- 
mitées supérieurement en valeur a\)solue. 

: Une fonctiotz 8et.a dite somrnable si, cjuels pue soient cc et  b, l'ensemble 
des valeurs de x p o w  lesquelles on a 

est wesurabte. Nous distinguerons les fonctions sommables boïndes, celles dont 
nous nous sommes occupés, jusqu'à présent, e t  les fonctions sommables non 
bornées. 

Soit f ( z )  une fonction sommahle. Choisissons des nombres 

variant depuis - cio jusqu'à + ao et tels que 9ni - tuti-, soit limité suph- 
rieurement en valeur absolue. Soit toujours ei l'erisemble des valeurs de a 
pour lesquelles f (x) égale mi et eli l'ensemble des valeurs de s pour les- 
quelles 

mi< f ($1 < rni+i 

Considérons les deux sommes 

dails lesquelles les signes 2 représentent des somiiies de deux séries l'une B 

(") Il n'y aurait d'ailleurs aucune difficulté A poser le problème de la mesure de$ 

eiisembles de points pour tous les ensembles, bornés ou non. 



termes positifs, l'autre h termes négatifs. Ces séries peuvent litre convergeiitc?~ 
ou divergentes; si celles qui figurent dans o sont coiivergeiites, c'est-à-dire 
si D a lin sens, 1 a un sens et inversement; e t  il en est de même quels que 
fioient les mi choisis. -. 

: En-  raisonnant comme au paragraphe 20 on verra que les deux sommes o 
e t  2 tendent vers la même limite, indépendante des 9 1 2 ~  choisis, quaiid on aug- 
inerite le nonibre des l i t i  de façon que le rnaxi~niim de mi -mi-, tende vers 

- 

zéro..- Cette limite est l'intégrale. 
Avec cette extensiorl du sens des mots fo~zct ion s o r ~ z . m b l e  et  i ~ d e ' y r d e ,  

tous-les énoncés doriiiés précédeniineiit restent exacts ("1. Mais il faut se iap-  
peler qu'une fonction sommable non bornée n'a pas nécessairemerit une iii- 
tégrale (**). 

25. Le calcul de l'iiitégrale d'une fonction donnée présente les mêmes 
difficultés que le calcul de la mesure d'un ensemble donnA. 

. L a  plupart des fonctions discontinues que l'on a considérées jusqu'à pré- 
sent en Analyse étaient définies à l'aidc de séries, il y a donc intérêt à con- 
mi t re  le théorème suivant. 

Si une szcite de fo t tc t iom somnzables,  ayunt d e s  i n t 4 g d e s  f, , f,, f ,  ... 
a urzs h i i t e  f e t  si 1 f -  fn 1 veste, quel que soit 1 1 ,  i t t fér ieure  à 14n ~ t o m b r e  
fixe Ai, f f a  ufze i n i d y u l e  qui tsl lu l im i t e  cles iui6yrales d e s  fonctions f,t(***). 
- En effet on a :  

f = fn + ( f  - fn). 

Les deux fonctions d u  second membre ayant des intégrales il en est 
de même de f et l'intégrale de f est la  somme des intégrales de f ,  et f - f,,'. 
Cherchons une limite supérieure de cette seconde intégrale. 

Choisissons arbitrairement un nombre positif L. Soit e ,  l'ensemble des 
valeurs de x ppur lesquelles on n'a pas, pour toute valeur . . positive ou nulle 

(*) Le premier des énonces du § 22 demande cependant quelques explications. Si f 
et cp sont sommables f -f p l'est et  l'on a bien J (f + y) - J f + J si J f et  ont un sens; 
rnnis (f + y )  peut avoir un sens sans. qu'il en soit de irii?lize dc J f c t  dc  1 y .  

te*) il resterait à examiner le cas oh f devient infinie pour certaines valciirs de.,.,!. 
Si ces valeurs sont en noinbre fini il suffit de définir l'intégrale en faisant alistraütion des 
valeurs qui rendent f infiriie, pour que les énoncés ordinaires ne soient pas cliangCs. 

(***) Le 'cas particulier le plus intéressant de ce tliéoreme, celui où f et  les fi soiit 
des fonctions continues, a déjà été obtenu, U l'aide de considérations toutes différentes par 

JI.' O s ~ o o o ,  dans son Xinoire  sur la, convergence non uniforme (American J o u r i d ,  1891). 



de P 

! f -  f Q + P  1 cc, 
1 

e,, est meaurable. 
Soit E; l'ensemble niesurable dans lequel on prend les intégrales, on a:  

Or chaque ensemble e, contient tous les ensembles dont les indices sont 
plris grands et il n'existe aucun point commun à la fois à tous les e n .  Donc 

1 
va (en) tend vers z6ro avec - et par suite il en de in6iric de 

12 

Lorsque f est bornée 18 proposition peut s'énoncer ainsi: Lorsqu'une 
suite f, f 2 . .  . de fonctions somiiiablee, limitées supérieurement en valeur ab- 
solue dans leur ensemble, a iine limite f l'intégrale de f est la limite des 
int.égrales des fonctions f,. 

Voici une autre forme de l'énonc6 relatif a u  cas général : 
Lorsque I'etzse~nble des restes d'une sdrk convergente de forrctioîas uyatct 

des intég~uies est limité supérzéu~ewlent en valeur absolzte, la série est intti- 

grable terwte à terme. 

Comme cas très particulier on a le théorème sur l'intégration des séries 
uniforrnBment oonvergentes. 

11. INTEQBALEI INDEFINIES ET FONCTIONS PRIMlTlVES 

DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 

26. On appelle intdgrale inddfinie d'une fonction f (z), ayant une in- 
tégrale définie dans un intervalle ( y . ,  @), une fonctioii F (x) définie dans (3, 6) 
et telle que, quels que soient a et  b compris entre a et P,  on ait:  



De cette 6galit.é on tire : 
x 

P (2) =If (2) d 1: + P (a). 

(1 

Donc toute fonction ayant uiie intégrale définie admet une infinit6 d'in- 
tdgrales indéfinies qui ne difirent que par une constante F ( n ) .  

-: L'intégrale ind4finie est u n e  f o ~ z c t i o ~ ~  contint(e (*), cela est évident si In 
fonction f (x) est bornée. Pour le démontrer dans le cas g h é r a l  reprenons les 
notations (111 paragraphe 24; a étant arbitrairement choisi il faut démontrer 
que dès que ?b est inférieui. en valeur absolue à une certaine quantité on a : 

Nous allons, pour simplifier, supposer k positif. 
Il  existe au plus une infinité dénombrable de  nombres 111; tels que ltls 

e n s e m b h  e j  correspondants aient une mesure non riulle, on pourra donc sup- 
poser que les mi n'ont pas été pris parmi ces valeurs exceptionnelles, c'est- 
à-dire que nous ferons m (e;) = Ci, ce qui  simplifie les sommes 7 et 2. 

Alors si l'on suppose I I ? ,  = 0 (**), on peut écrire 

en désignant par efi ( h )  la portion de e'; comprise entre a et a + 11. Consi- 
dérons un système fixe de nombres mi. Les deux séries du second membre 
ne varieront que si Ih .varie et  l'on peut supposer 1b assez petit pour que la 
valeur absolue d'un nombre fini quelconque de termes du second membre 
soit aussi petite que l'on veut. Donc on peut prendre 18 assez petit que les 
deux séries du second membre, qui sont l'une à termes positifs, l'aiitre B 
termes négatifs, soiont aussi petites que l'on veut en valeur absolue. 

(*) On peut aussi ajouter qu'elle a une variation bornée; cette variation étant nu plus 
égale à Il f (x) dx. La démonstration est la même que celle qu'emploie 11.' JORDAS, Cozws 

tl'Analyse 5 81. Ceci explique les résultats obtenus plus loin ($9 30, 31, 32). 
("*) Alors e, ne sera peut-être pas de mesure nulie, inais celn n'n pas d'importance 

pour la suite. 



Mais pour B 1% limite il faut, entre les choisis, introduire de 
nouveaux nombres; cette opération fait diminuer, en valeur absolue, les deux 

séries du second membre; donc il est bien démontré que d x peut être 
a 

rendue aussi petite qiie l'on veut. L'intégrale indéfinie est donc bien une fonc- 
tion continue. 

27. Si  M et m sont les maximum ei, minimum de f (x) dans (a, a + h )  
on a: 

d'où 

donc pour n: = a ,  si f ( z )  cst continue en ce point, F i x )  a une derivre 
6 g d e  h f (a).  

Si f ( x )  est continue pour toute valeur de r ,  F (5, est 17une quelconque 
des fonctions qui adniettent pour dérivée f (Y), c'est-8-dire l'une des f w d i o n s  

pinzitives de f (x). 
Ainsi d ~ n s  le cas des fonctions continues il y a identité entre la recher- 

che des fonctions primitives et l n  recherche des intégrales indéfinies d'une 
fonction donnée. Ce résultat hien connu est encore vrai lorsqu'il s'agit d'une 
fonction dériv6e intégrable au sens de RIEMANN (*). Mais il existe des fonctions 
dérivées qui ne sont pas intégrables au sens de RIEMANN (**); une de ces 
fonctions étant donnée on ne peut pas calculer ses fonctions primitives à ]>aide 
de l'intégration, au sens de RIEMANN. 

Nous allons voir que toute fonction dérivée bornée admet une intégrale 
indéfinie q:ii est u n e  de ses fonctions primit,ives; nous saurons donc calcul~r  
Iri. . fonction . primitive, si elle existe, d'une foiiction bol-née donnée. 

Relativement ailx fonctions dér ides  non bornées, nous dérnontreroiis que 
si elles admettent des intégrales i l  p a identité entre l e m  fonctions primi- 
tives et  leurs intégrales irid6finies. 

(*) Voir DARBOUX, Mémoire sur les fomtions discorltirmes. 
(**) M.' VOLTERRA a le premier donné effectivement un exemple de ces fonctions (Gior. 

nale de Buttagliï~i, t. XIX, 1881). Cet exemple est reproduit plus loin.' 



28. La dérivée d'une fonction f (x) est la  limite qua id  h tend vers 
zéro de  l'expression : 

laquelle, h étant fixe, représente une fonction continue; donc la dérivée est 
limite de fonctions continues, elle est sommable. 

Supposons que la dérivée f '  soit toujours inférieure en  valeur absolue 
à M. E n  vertu du th6orème des accroissements finis y (x) = f' (x + 6 la), donc 
les fonctions f (x) sont bornées daris leur ensemble et par suite l'on a ($ 25): 

donc 
b 

Toute fonction dérivée bomée admet comme idc/grales indéfinies ses fowc- 

t iow primitives; ce résultat est encore vrai s'il s'agit de dériv6e .h droite, 
ou à gauche bornée; ou d'une limite vers laquelle tend (x) pour certaines 
valeurs de i l  tendant vers zéro. 

29. Pour appliquer ce qui précède, nous allons rechercher s'il existe 
des fonctions primitives pour la fonction définie de la manière suivante : 

Soit un ensemble E fermé non dense dans toute portion de (O, 1) e t  de 
mesure non nulle. Soient (a, 6 )  un intervalle contigu à E (*) et  c le milieu 
de cet intervalle. La fonction 

. l -  1 
p (x- a)  = 2 (x- a) sin -- - cos - 

z - -  a x-a 

s'annule une infinité de fois entre a et G ;  soit a + d le point le  plus voisin 
de  c, entre a et  G, polir lequel elle est nulle. 

. 

L a  fonction f ( z )  dont nous allons nous occuper est nulle pour tous les 
points de  E; dans chaque intervalle (a,  b )  contigu à E, elle est égale 91 

y (x - a) entre a. et u + d ,  nulle eiitre a + d et b - d,  égale à - < ( b  - x) 
entre b - d et  b. 

(") C'est-à-dire un intervalle ne contenant pas de points de E et dont les extrémités 
sont points de E. - Cette expression est de M.' BAIRE. 
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Cette fonction est continue dans chaque intervalle contigu à E, discon- 
tinue pour tous les points de E qui sont des points de discontinuité de se- 
conde espèce. 

De plus f(x) est toujours comprise entre - 3 et + 3. Pour que f ( x )  
admette une fonction primitive, il faut d'abord qu'elle admette une intégrale 
définie dans l'intervalle (0, 1). Cette intégrale, si elle existe, est égale à l'in- 
t6grale prise dans E plus l'intégrale prise dans C(E) ,  à supposer qu'elles 
existent. Or l'intégrale dans E existe et est nulle; l'intégrale dans C ( E )  existe 
aussi, car elle est la somme des intégrales prises dans les intervalles contigus 
A E, lesquelles sont nulles. 

D'après cela la fonction F ( x )  nulle pour les points de E, et définie dans 
tout intervalle (a, b) contigu à E par les égalités 

1 
F (x) = (x - a)? sin --- 

x-a  
entre n et a + d 

1 
F' (x) = dz sin - 

d 
entre a + d et b - d 

1 
F (x) - (b  sin ---- entre 6 - d et b 

6 - x  

est égale à f (x) d x. J 
Donc si f (xj a des fonctions primitives, F (x j  est l'une d'elles. 
Pour tous les points oh f (x) est continue, c'est-à-dire pour tous les points 

de C (E), on a évidemment 
F1(x) = f (x). 

Soit a un point de E ;  si n est extrémité d'un intervalle contigu à E, 
situ6 h droite dé a, 3' (x) a 
qu'à droite de a se trouve 
limite. Soient ai un de ces 

évidemment une dkrivée à droite nulle. Supposons 
une infinité de points de E, ayant a pour point 
points, pour x supérieur à cri le rapport 

r (x) = 
F (x) - 8' (al 

x-a 

est en valeur alisnlu~ inférieur à 

donc tend vers zéro quand x tend vers a. 
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E n  tous les points de E, P ( x )  a donc une dérivée à droite nulle, on 
verrait de même qu'elle a une dérivée à gauche nulle, et par suite pour toute 
valeur de x comprise entre O et 1 on a :  

F' (x) = f (xj. 

La fonction f (x) est donc une fonction dérivke; elle n'est pas intégrable 
(RU sen8 de RIEMANN) puisque l'ensemble de ses points de discontinuité a une 
mesure non nulle. 

Cet exemple de fonction dhivée non iiit6grable au sens de RIEMANN est 
db à M.' VOLTERRA, Gionzale de Bat taghi ,  tome X I X  (*). 

30. Les fonctions primitives que nous venons de trouver sont à va- 
riation bornée (**). Nous allons démontrer que : la c o ~ ~ d i t i o ~ ~  tae'cessai~e et 
sz~fisante pour pue Z'intdyrale de la d é h é e  (boîwée ou non) d'une fonctiott 
clérivable existe est que cette fortction soit à vuriution borde. S'il eti est 

ainsi, la fonction est l'une des intégrales indejinies de su dérivée. 
Puisque f ' (z) est sommable, pour rechercher son intégrale opérons comme 

au paragraphe 24. Nous supposerons tous les ei de mesure nulle et de plus 
m, = O, ce qui est yossihle si, au lieu de raisonner sur la fonction donnée 
f (z), on raisonne sur f (x)  + Kx, K ayant été convenablement choisi. 

A chaque point x, de e t , ,  on peut faire correspondre un intervalle (a, ,û) 
tel que si l'on a : 

a < n & ~ , f b < @  
on ait aussi 

Nous définirons (a, B )  comme étant le plus grand intervalle possible de 
lüngueur au plus égale à un nombre donné o et ayant x, pour milieu. 

Si mi - mi-, est toujours inférieur à r ] ,  ( b  - a)  r (u, b )  est à 7 ( b  - a)  

près égal à f' (x,) (b - a), 

(*) Des séries uniformément convergentes, dont les termes sont des  fonctions analo- 
gues a celle que nous venons de considérer, permettent a lf.' VOLTERRA de donner des '  
exemples de fonctions dérivées qui ne sont intégrables dans aucdn intervalle. 

L'intégration terme à terme de ces séries nous donnera les  fonctions primitives. 
(**) Nous nous servirons ici de quelques unes des propriétés de ces  fonctioris (Voir 

JORDAN, Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 1881 e t  Cours d'Ana6yse ohme Edi- 
tion, tome 1). L a  plupart de ces propriétés sont reprises dans le chapitre suivant, de 
sorte  que les  p a r a g r a ~ ~ l i e s  30 à 35 pourraient è t r e  mis dans ce chapitre. L'ordre adopte 
dans le  t ex te  permet  de réunir tout  ce rlui a tr$t a l a  recherche des fonctions primitives, 



Soit E, ( 0 )  l'ensemble somme des intervalles qui correspondent aux points 
de e f P .  Ei (5) peut être considéré comme une somme d'intervalles n'eniyiétaiit 
pas les uns sur les autres; si (a ,  b) est l'un do ces iiitervalles et si l'on a :  

poiirvu que, entre a et f i ,  se trouve au moins un point de  e f i .  
E, (g) contient e ' i .  Faisons tendre o vers zéro et  soit x, uii point aypar- 

tenant à une infinité d'enseHibles E i ( o ) .  f ' ( x , )  est la  limite des valeurs de 
t' (cc, B )  relatives aux intervalles des E' ( O )  qui contiennent x, , donc x, est 
point de ei, de eti ou de ei+, . P a r  suite l'eiisemble Ei, formé des points coin- 
muns à une infinité de Ei ( O )  relatifs à des valeurs de o tendant vers zéro, 
coutient eti et des points de e ,  + ei+, , il a donc. même mesure que e'i .  De 
plus comme chaque EL (0)  contient les ensembles relatifs aux valeurs plus pe- 
tites de u, m (X i )  est la limite de m [Ei (a)]. On peut donc choisir les nombres . 

de manière que la somme D soit aussi pet,ite que l'on veut, 

Ceci posé, remarquons que f '  d x et  1 f '  ) d x existent en même temps 1 I 
de sorte que f '  d x existe si la série J 

8 - -  , - -  

2 l mi I . w1 (eli) = 2 1 mi I . m (E,) 
-03 - w  

est convergente, c'est-à-dire s'il en est de même pour 

On peut toujours, parmi les intervalles formant les E, (ci), en choisir un 
nombre fini de manière que la contribution de ces intervalles A dans TT soit 
aussi grande que l'on veut si V est divergente, et aussi près que l'on veut de 
la valeur de V si cette série est convergente. Supprimons assez de ces inter- 
valles A ,  saps changer l'ensemble somme de ces intervalles, pour q u ' a u c q ~  



des iiitervalles ccmservés ne soit à l'intérieur d'autres intervalles conserv6s. 
L a  contribution dans V des intervalles supprimés est moindre que D. 

Considérons deux intervalles empiétant l'un sur l'autre (a i ,  b,), ( ( ~ j ,  bj) 
relatifs à éi et éj Supposons que l'on ait - 

Entre uj et bi il ne peut y avoir à la fois des points de èi  et de ej. saris 
quoi r (aj + E ,  br - E )  serait à la fois compris entre mi et nt,, ,  et entre nlj 

et mj+,. Ou peut donc trouver entre aj et hi un point c tel qu'entre ai et c 

se trouve uii point de e'i et entre c et hj un point de etj .  Alors on a :  

Donc le premier membre, c'est-à-dire la variation de f (x) entre u i  et hj 
quand on considère la  division 

est égal à la  contribution dans V des deux intervalles ( a ; ,  b,), ( a j ,  bj)  à 
moins de (hi  - aj) ? mj - mi I + rl (bj - ai) près. La quantité (bi -  aj)  nzj - lni 1 
est inférieure à la contribution dans D de l'intervalle ( a j ,  6,). 

E n  continuant ainsi, on est conduit à considcrer une suite de valeurs 
croissantes x, xi x2. . . en nombre fini. L a  somme Z l f (xi) - f (xi+,) i diffère 
de la contribution des intervalles A dans V de moins de D + q 112 (A).  Or 
cette somme est inférieure à la  variation totale de f (x). Donc la limite de V 

c'est-à-dire I f '  I tF x est inférieure ou au plus égale à la variation totale dt: i 
f (x). C'est-à-dire que si f (x) est à variation bornée I f I d x existe e t  est 

inférieure à la variation de f (XI. 
J 

35. Supposons que l'intégrale ' f '  1 d x existe. J 
Enfermons les points de ei dans une infinité dénombrable d'intervalles Ai, 

on peut choisir m (Ai) aussi petite que l'on veut. A chaque point x, de e, 

faisons correspondre le plus grand intervalle (a, f i )  de longueur inf~kieure 
à o ' ~ ,  ayant x,, pour milieu, tout entier à l'intérieur de Ai et tel que 

entraine 



Soit ei (cr ' i )  ,la somme de ces int;ervalles. A condition de choisir conve- 
nablement les u'i et e,, la somme D' sera aussi petite qu'on le 'voudra, 

Chaque EL (ai) ou ei (u',) est somme d'une infinité dénomtirable d'inter- 
valles n'empiétant pas les uns sur les autres. Si  f (s)  est définie dans (a, b ) ,  
chaque point intét'iezw à (a, b) est intérieur à l'un au moins de ces inter- 
valles e t  de plus a et b sont des extrémités de tels intervalles, donc, d'après 
un tliéorème sur les ensembles, on peut choisir parmi les intervalles qui for- 
tnent les & (ai) et les ei ( G ' ~ )  un nombre fini d'intervalles B tel que tout point 
intérieur à (a, b )  soit intérieur à l'un des B. 

' . Nous supposerons ce choix fait de fagon qu'aucun intervalle conservé ne 
soit intérieur à d'autres intervalles conserv8s. L a  contribution dans V des 
intervalles des .EL ki) non employés est au plus égale à D + D,, I), étant 
l'intégrale de I f' I dans l'ensemble des ei (z'~). 

E n  raisonnant sur les B comme sur les A, on est conduit à considérer 
des nombree 

x,= a < ~ , < . r : . .  .<.r,,=b. 

. - -  L a  somme Z f (xi) - f ( x i - , )  1 est égale à la contribution dans V des in- 
tervalles conservés provenant des Ei (ui),  à moins de D + Dr + q (i, - a) près. 

01- deux nombres xi consécutifs proviennent d'un même intervalle appar- 
teiiant à l'un des Ei (oi) ou des ei (G'~), lequel peut être décomposé en inter- 
valles de longueurs au plus égales à 2 oi ou 2 cli, la somme des variations 
correspondantes à une telle division diffère toujours de V de moins de 
2 D + D, j- D' + r]  (b - a). Or par l'introduction de ces nouveaux points de 
division, en prenant le maximum O des oi et G ' ~  assez petit, on rend la somme 
2 i f (xi )  - f (xi-,) 1 aussi voisine que l'on veut de  ln variation totale de f (x) 
dans (a, b). 

De là résulte que si f' (x) d x existe, la fonction f (x) est à variation bor- J 
née, cette variation 6tant égale k la valeur de l'intégrale 1 f '  1 d r .  

32. Nous avons ainsi trouvé la condition nécessaire et suffisante poui 
que l'inkégrale de l f' 1 existe, et nous connaissons sa signification. 

Mais le raisonnement précédent fournit d'autres résultats. Reprenons , en  
elkt ce raisonnement et portons notre attention sur les ensembles e i ,  Ei,  
Ei (a), Ei ,  etc, à indices positifs. 
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Nous voyons que la variation positive t,ottale de f (z) entre a et x est 
égale à l'intégrale de f '  (x) étendue à l'ensemble des points pour lesquels f' 
est positive, c'est-à-dire à l'intégrale 

De même pour ia variation negaiive on a:  

(6 

E t  comme l'on a: 

Ainsi une fonction f jz) étant donnée nous savons reconnaître si elle 
est la dérivée d'une fonction à variation bornée et, s'il en est ainsi, nous sa- 
vons trouver ses fonctions primitives. 

Si f (x) est bornée, ses fonctions primitives s'il en existe sont à variation 
bornée, nous pouvons les trouver. 

Mais l'intégration, telle que nous l'avons définie, ne nous permet pas de 
savoir si une fonction donnée a des fonctions primitives & vnriatioii non 
bornée (*). 

1 
33. La fonction f (x) donnée par f (x) = x2 sin pour r =+ O et 

2 4  

f (O) = O est continue et à variation non bornée. 

(*) Ce dernier résultat était évident puisque (Note du 5 26) toute int4grale indéfinie 
est à variation bornée. 

Ln démonstration qui précède montre que, pour obtenir une fonction f (x) a> 1 nrintion 
non bornée connaissant sa  dérivée, par une méthode analogue a celle que nous avons 
employée quand f est & variation bornée, il faudrait mettre un certain ordre dans les 
termes des séries telles que 2 mi m [Eg (ai)], t j t i  m (ei ' ) .  

La généralisation de la notion d'intégrale indéfinie donnée dans le paragraphe suivant, 
permet dans quelques cas d'obtenir ce résultat; aussi elle donnera des fonctions primitives 
à variation non bornée. 
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En effet 

donc la aomme des variations rst 2 l - série dhergente. 
k z $ L  

2 

Cette fonction admet une dériv6e f '  ( x ) ,  

1 2  f 1 ( x ) = 2 x s i n - -  
1 

COS -, pour x =:= O 
z2 3 xC 

et 
f ' ( 0 )  = O  

f '  ( x )  nous fournit un exemple de fonction non bornée, sommable, n'ayant 
pas d'intégrale. f'(x) étant donnée, les méthodes précédentes ne permettent 
pas de trouver f (x). 

11 est intéressant de remarquer que la définition classique de l'intégrale 
d'une fonction devenant infinie dans le voisinage d'un point, permet de trouver 
f (x) connaissant f l ( x ) .  C'e8t que, dans le cas où la fonction à intégrer n'est 
pas bornée, la définition que nous avons adoptée ii'est pas une généralisation 
de la défillition classique, elle est autre que cette définition, mais concorde 
avec elle lorsque toutes deux s7a.ppliquent. II serait d'ailleurs très facile de 
généraliser la notion d'intégrale définie de fqon  que 1s définition classique 
et celle que nous avons adoptée deviennent des cm particuliers d'une 'défi- 
nition plus générale. Pour simplifier les énonc6s qui suivront, nous conser- 
verons cependant au mot iîztégvale définie le sens précédemment adopté, mais 
nous étendrons le sens du mot i n t é g ~ d e  ind<filzie. 

Nous avons vu que tolite int,égrale indéfinie était continue. Si mainte- 
nant nous considkrons cette propriété comme l'une des parties de la définition 
des intégrales indéfinies, nous sommes conduits à dire que: 

Utze fonction f (x) dkfitzie d a m  ( a ,  0 )  a d a m  cet intemulle trne inté- 
g w l e  itadéjnie F (x), s'il exisie une fonction cotztinue F(a) ,  et wze s e d e  ic 

tivze ronstcrtzte additive près, telle que l'on ai t  : 
b 

F @ ) - ~ ( n ) = / f ( x ) d %  
a 
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pour tous les sys tèmes  de nonzbves a e t  b choisis, entre a e t  6 ,  d e  manière 
qtce te  second menzbre a i t  zr tz  sens (*). 

34. L'intBgrale indéfinie d'une fonction ddrivée est toujours une de  ses 
fonction? primitives puisqu'une fonction primitive est continue et, d'aprSs ce 
que nous avons dit, vGrifie bien l'égalité 

toutes les fois que le second membre a un sens. 
Nous saurons ainsi trouver la  fonction primitive de  la  fonction f '  (:c) du 

paragraphe 30. 
Mais il est facile de former des fonctions dériv6es n'ayant pas d'inté- 

grales indéfinies. 
Soit o, (x) une fonction dérivable définie entre O et 1 s'annulant pour O 

et  1 ainsi que sa dérivée, ayant une variation bornée dans tout intervalle 
inté'riezw à (0, l), ayant une variation non bornée dans tout intervalle dont 
une des extrémités est O ou 1. 

On sait trouver q, (z) quand on connaît y.' (x), car rp ( x )  est celle des in- 
tégrales indéfinies de y' (x) qui s'annule pour x = O. 

Considérons un  ensemble E fermé non dense dans toute partie de (O, 1) 
et de  mesure non nulle; par  exemple, celui que l'on obtient en retrancharit 
de (O, 1) une suite indefinie d'intervalles dont les milieux sont les points 
d'abscisses rationnelles e t  dont l a  somme des longueurs est inférieure B 1. 

Définissons une fonction f (x) continue, par l a  condition d'être égale à 
x - n  

( b  -aj2 dans tout intervalle (a, b) contigu à l'ensemble E .  f  (x) est 

alors nulle en tous les poiiits de E. Cette fonction est dérivable, s a  dérivée 

est nulle pour les points de El @ale à ( b  - a)  pf ( )  pour les points d'un 

intervalle (a, b) contigu A E. 
Cette dérisée f '  (x) n'admet pas d'intégrale indéfinie. E n  effet si elle en 

admettait, ses intégrales indéfinies seraient f (z) + c'y Mais soit # (x) la fonc- 
tion qui représente la  mesure ,de l'ensemble de  ,ceux des points de E qui 

(*) Compwer cette définition avec celle que donne M.' J O R D . ~  de l'intbgrale définie 
d'une fonction non bornée. Cours d'Amlyse,  Le Edition, Tome II, p. 46 à 91. 
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sont dans l'intervalle (0, z); 4 (x) est 'une fonction continue, constante dans 
tout intervalle contigu à E, donc f (xj + + ( r )  satisfait à l'égalité 

pour tous les systèmes a ,  pour lesquels le 
Les définitions que nous avons données 

soit possible de parler d'intégrales indéfinies 

(z) d n: 

second membre a un sens. 
ne suffisent donc pas pour qu'il 
de f '  (XI. 

Le problème de ln recherche des fonctions primitives n'est pas complè- 
tement résolu (*). 

35. Soit f ( x )  une fonction continue; on peut donner à h une suite 
de valeurs tendant vers zéro telles que 

f (xo + h) - f ixo) 
IL 

ait une limito. L'ensemble des nombres ainsi définis, correspondant aux va- 
leurs positives de h,  admet nne limite supérieure Ad et une limite infkrieure 
Ad qui  sont les extrhmes oscillatoires à droite de la fonction f (r), pour le 
point x,. De même on définit A g ,  l g .  Ces quatre nombres sont les nombres 
dérivés; dans certains problèmes ils rendent les mêmes services que la dé- 
rivée ("*). 

Le problème suivant: Trouve!. une fonction connaissant l'un de ses fzorn- 
bres dér.iv& (***)), est donc une gériéralisation du problbme que nous venons 
de h i t e r .  

Quelques cas particuliers de ce problème se résolvent à l'aide de l7inté- 
gration au  sens de RIEMANN (DINI, loc. cit.). L'intégration, telle que nous 

(*) On peut dire que nous savons résoudre ce problème lorsque l'intervalle de varia- 
tion de x: peut  è t re  considéré comme somme d'un ensemble non dense E et de l'ensemble 
des intervalles ( x ,  p) contigus à E, l'enseml~le E étant réductible et  l a  fonction proposée 
ayan t  une intograle indéfinie F ( x )  dans chaque intervalle (sc, p). 

Xdme s i  E n'est pas réductible le  prol~lèine peut &the résolu, ii. condition que, la 
fonction sgit intégrable dans E e t  que 1 s  sér ie  des quantités [F(P) - E'(a)] soit absolument 
convergente. Il  en e s t  ainsi dans l'exemple précédent, mais ce n'est pas  l e  cas  général. 

y*) Voir DINI: Fondamenti per la teorica delle fuiwioni di vcirinhili renli. 

Pa*) Ce problème a un sens; c'est-à-dire que toutes les fonctions qui ont un mEme 
nombre dérivé donné ne diffèrent que p a r  une constante (VOLTERRA. Sui pi-incipii de1 Cnlcolo 

Integrale. Giornnle de Battaglini, XIX). 
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l'avons définie, permettrait de le résoudre dans des cas plus étendus. Nous 
nous bornerons aux indications qui suivent. 

Tout d'abord, si l'un des quatre nombres d6rivés est toujours f in i ,  Ad 

par exemple, c'est une fonction sommable. E n  effet cherchons l'ensemble E 
des valeurs de x: pour lesquelles Ad est supérieur à un nombre dot1116 M. 
Donnons à h toutes les valeurs positives rationnelles inférieures à E , ;  à cha- 

cune d'elles correspond une fonction i ( x  t h )  - i = g i r ,  h). A y (x, h)  
Iz 

correspond un ensemble mesurable E(h)  formé de tous les points pour les- 
quels on a:  

y($, h )  > M. 

Soit X ( E , )  l'ensemble somme de tous les E ( h ) ;  il est mesurahle. 
A E ~ ,  e3 . . . correspondent E (EJ, E ( E ~ ) .  . . 
Si les E tendent vers zéro, l'ensemble commun à tous les E (ci) qui est 

mesurable contient l'ensemble cherché, plus des points pour lesquels on a :  
Ad = M. Cela suffit pour qu'on en conclue que la fonction Ad est sommable. 

Supposons maintenant que l'un des quatre nombres dérivés soit born6, 
auquel cas tous les autres le sont. ('). Ad aura alors une intégrale. 

Considérons une suite de nombres positifs décroissant jusqu'à zéro l t , ,  h,. . . 
et les fonctions 

A chaque valeur de x correspond une valeur n telle que, pour i 2 ~ t ,  on a : 

Soit Er, l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on rt n 5 k. Le 
compl4memtaire C (Ek) pris par rapport à l'intervalle considér6 a une me- 

' 1 sure qui tend vers zéro avec - et pour les points de cet ensemble on a :  
k '  

(*) Car si Ad est toujours compris entre A e t  B, le rapport  - (" est  toujours 
b - a  

compris entre -4 et B. (Voir DINI, Fondamenti, etc.). 
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~i M est la limite supBrieiire de la  valeur absolue de A d .  Donc (*) 

Evaluoris le premier membre 

Lorsque lc augmentc indéfiniment cette quantité tend vers f (b) -  f (a), 

on a donc 
b 

a 

De même on trouverait 
1> 

Donc si les deux nombres dérive's à droite (ou à gauche) d'une fonction 
f (x) sont bornés et otzt wême intégrale,  leurs  intégrales indt?finies sont égales 
à f (ni)  & une constante additive près. 

III. INTEGRALES DEFIRIES DES FONCTIOKS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

36. Il n'y a aucune difficulté à étendre les résultats obtenus aux fonc- 
tions de plusieurs variables. 

TJne fonction f sera dite sommable si l'ensemble des point~i pour lesquels 
on a :  

n < f < b  

est meeurable, quels que soient les nornbres n et b.  

(*) POUP que y (x, hk) d m  ai t  un sens il faut  que f (2)  soit dFfinie dans a, b + hk- i 
a 

I l  suffit de définir f ( x )  comme constante et égale a f (b)  pour x plus grand que 8. 
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Les fonctions continues par rapport à l'ensemble des variables sont som- 
mables. La somme, le produit de deux fonctions sommables, la limite d'une 
suite de fonctions sommables sont des fonctions sommables. Donc les fonctions 
discontinues que M.' BAIRE appelle fonctions de pren~ière classe, de seconde 
classe, etc. sont somrnables. 

Les fonctions de n variables continues par rapport à chacune d'elles sont 
de 14 - lème classe au plus ("), doiic elles sont sominables. 

Soit f une fonction sommable. Considérons des nombres 

tels que nti - mi-., ait un maximum Q. 

f = mi pour les points d'un ensemble mesurable ei; mi  < f < mi+ ,  pour 
les points d'un ensemble mesurable eli. Les deux sommes 

ont en même temps un sens ou n'en ont pas. 
Si elles ont un sens, il en est de même quels que soient les mi choisis 

et ces deux sommes tendent vers une même limite quand ri tend zéro. 
Cette limite est l'intégrale de f. a et 2 ont un sens lorsque f est bornée 

de sorte que toute folaction sorn~~zable bor.rz&e a uzclze intégrale. 
Les définitions qui précèdent s'appliquent, que la fonction soit définie 

dans un domaine ou pour les points d'un ensemble, lequel devra nécessairement 
être mesurable pour que la fonction soit somniable. 

Soit une fonction f bornée définie dans un ensemble E mesurable. Si 
f n'est pas sommable il existe une infinité de fonctions sonimablcs bornées (p 

telles que l'on ait toujours 

f (4 > ? (4- 

Soit y ,  (x), y, (x). . . une série de ces fonctions dont les intégrales ten- 
dent vers la limite supérieure des intégrales des fonctions (p. Soit S, ( x )  une 
fonction égale pour chaque valeur de x, B la limite supérieure des iiombres 
y ,  (xo), rpz (x,) . . . On démontrera facilement que J, (x) est soininable. Son in- 
tégrale n'est pas infhieure aux intégrales des fonctions cpi ($) et comme $ (x) 

(") Voir LEBESGUE. Sur Z 'nppox i~~a t ion  des fonctions. (Bulletin des Sciences Mathé- 
matiques, 1898.) 
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est une fonction y (x) l'intégrale de + (x) est exactement égale à la limite 
supérieure des intégrales des fonctions g (x). 

Donc, étant donnée une fonction bornée f, i! existe une fonction soin- 
mable + non supérieure à f et  dont l'intégrale est la limite supérieure des 
intégrales des fonctions sommablea non supPrieures à f. C'est l'intégrnle h l -  

férieure de f. 

On définirait de même l'intégrale supérieure (*). 
37. Nous allons rechercher si l'on peut ramener le calcul d'une in- 

tégrale multiple à des calculs d'intégrales simples. E n  nous bornant au cas 
de deux variables nous allons essayer de généraliser la formule classique 

L e  cas le plus simple que nous ayons à examiner correspond à f = 1. 
Nous avons alors à évaluer la mesure superficielle d'un ensemble en fonction 
des niesures linéaires de ses sections. Les considérations développées aux pa- 
ragraphes 18 et 19 résolvent un cas particulier de ce problème. 

Soit E un ensemble plan mesurable. Nous désignerons par E (xo) l'en- 
semble des points de E dont l'abcisse est zo, c'est-à-dire la section de E par 

== x , . E (x,) n'est pas nécessairement niesurable, s'il existe des ensembles 
de points sur une droite non mesurables linéairement, puisque tout ensemble 
borné de  points sur une droite est mesurable siiperficiellement. Mais E (x,) 

sera mesurable (B) linéairement si E est mesurahle (B) superficiellement. Or 
on sait que E contient un ensemble mesurable (B) E, de mesure m (E) ,  la 
mesure de E, (x,) sera donc au plus égale i1 la mesure intérieure de E(x, ) ;  
c'est-à-dire au plus égale à l'intégrale inférieure, prise sur x = x,, de 1s fonc- 
tion (p égale à 1 pour les points de E, nulle pour les autres points. Donc 

mr [ E ,  (xo)] 6 [ y  ( ~ 0 ,  y) dy. 
i k  

En se reportant au paragraphe 7 où a été démontrée l'existence de E, ,  
on voit que E, est défini comme formé des points communs à tous les ensembles 
de la suite A , ,  .4,, . ..; l'ensemble .4; Btant somme d'une infinité dénombrable 
de rectangles n'empiétant pas les uns aur les autres et dont les côtés 
parallèles à O x et  O y. Ai contient Ai+., , Ai . t 2  ,... 

(*) Toutes ces définitions s'interprètent géométriquement comme pour le cas 
variable. S'il y a n variables, il faut considérer un espace & n + 1 dimensions. 

sont 

d'une 
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Or ml [A, (x)] est la somme des mesures des sections par la droite d'ab- 
cisse x: des rectangles Cij qui composent A i .  On a donc 

In1 [A; (x)] = '8' [Cij (x)]. 
i 

Dans cette série les restes sont limités supérieurement en  valeur ab- 
solue, car  El étant borné tous les Ai sont situés dans un même domaine 
borné; e t  par  suite l'ensemhle (par rapport à i et à x) des nombres f i lr  [Ai(x)] 

est borné. Cette série est donc iritégra1)le terme à terme, 5 25. 
L'intégrale de rnl [C, (x)] est l'aire de Ci;, donc 

Or les limites pour i infini des nombres ?}il [ A i  (rc)], m, (A,) sont ml [EI(x,]  
e t  m,(E,) et comme I'enseinlile de ces nombres est borné, on a :  

!"ml [E, (x)] d 2: = li rn 111,~ [ A  (x)] d x = li m I ~ S  ( A , )  = (E,) (*). J" i= xi i=m 

On peut donc en conclure q u e :  

e t  aussi que 

?"dE.)5j" (j+, y P y ) d x .  
inf. inF. 

De, la même façon on démontrera que : 

De là on conclut que l'on a :  

(") Ce raisonnement peut è t re  interprété de la fai;on suivante: na, [El (L)] est  une 
fonction de seconde classe au plus. 

(**) Jusqu'ici les intégrales sont étendues i certains segments des a s e s  Oz e t  Oy. 
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Pour la fonction f - 1 définie seulement dans l'ensemble sommable El 
dont les sections ne sont peut-être pas toutes mesurables 

l'intégrale par rapport à z étant étendue à l'ensemble e projection de E 
sur O :cl la seconde A l'ensemble E (x) .  Mais ces deux ensembles ne sont peut 

être pas mesurables linéairement. L e  signe indique la limite siip6rieure des i 
inf.int. 

intégrales inférieures de f étendues aux ensembles mesurables contenus dans A .  

L'égalité précédente peut encore s'écrire 

38. L a  formule trouvée pour exprimer f d x d y est générale, elle 
h' 

s'applique à toutes les fonctions soinrnables bornées. 
Désignons par y (x, y) une fonction égale à f pour les points de E, nulle 

pour les autres points. Si E est tout entier intérieur au rectangle O A C B 
dont les c6tés O A et  O B  sont portés par o z  et o y, la formule B dérnon- 
trer est équivalente à la suivante 

* A B A B 

y ( " ,  y ) d x d y =  
OAGB U.inf. O,inf. O,SUP. 0 , s u p .  

C'est cette forinule que nous allons démontrer. 
Soient B I , ,  In,. . . nl, les divisions de l'intervalle de variation de y (x, y). 

Désignons par ypp (x, y) la fonction 6 g d e  h rp pour les points de ep (notl C I  t' I O ~ S  

du 3 19), nulle pour les autres points, et  par $> (x, y) la fonction égale h y 
pour les points de elp,  nulle pour les autres points. 

On a:  
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, - IIipp ( r ,  y) d z d y est @le à >np . m (e,) et, d ' a p r l  le paragraphe pr6ei- 

dent, on a:  

I I y>  (2, y) d  x d y est comprise entre nip nz (eb) et <n,+, m (e;); d'ailleurs si 

l'on remplace par mie fonction $J, égale à m, ou mnpt, en tous les points 
où yp  est différente de zdro, nulle quand est nulle, on modifie 17intBgralC! 
de moins de (mp+, -mp) rn (etp) .  De plus les deux expressions 

inf. inf, lof. inf ,  

diffèrent ausside moins de (mp+, - mP)in (e>).Donc, à moins de 2 (nlP + , - s / ~ ~ )  m ( e i )  

près, on a: 

J ' JYxx ,  Y W ~ Y  = J' ( ( ~ ( x ,  y ) d y ) d x .  
inf. inf. 

Soit .q le maximum de r)nP - mp; à moins de 2 r ]  m (O A C B) près on 
aura 

.(JY(X, Y W ~ Y =  Y 3 j ( J e ( x , y ) d y ) d x +  ;J ( I P ' ~ ( ~ ,  y)dy)do:  
iiiî'. ini', iuf. inf. 

.(' (JY(X,  ! d d l l ) d x - ~ [ (  Y (hpk ~ ) d y ) d x +  f (/&(x, y ) d y ) d x j .  
i nL  inf. inf. inP. inf .  iiif. 

On a donc, quel que soit q 

[ ( Y ( X ,  ~ ) d x d y f - J  ( j g ( x ,  y ) d y ) d s + 2 ~ . m ( 0 - 4  B C ) .  
inf, inf, 

Annuli di Malemahka, Serie III, tomo VII. 37 
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De cette inégalité et de l'inégalité analogue relative a u x  intégrales su- 
périeures, résulte la formule annoncée. 

39. Si la fonction donnée est telle que tous les ensembles elp  soient me- 
siirables (E), auquel cas on pourra dire que la fonction est sommable (BI ,  la 
formule se simplifie et devient 

A B 

C'est la forinule classique. On sait que cette formule doit être renlplacée 
pnr u n e  formule plus compliquée, analogue à celle que nous avons obtenue, 
quand on s'occupe de l'intégration, au sens de RIEMANN, appliquée dans toute 
sa généralité ( *). 

Parmi les fonctions soinmables (B) on peut citer les fonctions continues, 
les limites de fonctions continues ou fonctions de première classe, les limites 
des fonctions de premibre classe ou fonctions de seconde classe, et d'une 
nianière gknérale toutes les fonctions de classe 91, qz étant fini. 

En particulier la'formule classique simple est applicable aux fonctions 
de 12 variables continues par rapport à chacune d'elles. 

Cette fwmule est aussi applicable aux fonctions fyp, f, (**) si elles exis- 
tent et  sont bornées. 

Donc on a : 

Cette formule résout le problème qui, dans le cas de deux variables, est 
l'analogue de celui concernant la recherche des fonctions primitives. 

40. On peut Btendre quelques-uns des résultats précédents aux fonc- 
tions non bornées. 

Une fonction non sommable non bornée peut avoir une intégrale infé- 
rieure et ilne intégrale supérieure. Sans qu'il soit nécessaire de reprendre les 
raisonnements précédents on voit que l'on a : 

inf. inf. sup. sup, 

(") Voir JORDAN (10~ .  cit.) $3 56, 57, 58. 
("*) Car elles sont de seconde classe nu plus. 
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toutes les fois que les intégrales qui interviennent dans cette formule ont un 
sens. I l  en est de même pour la formule classique 

Les raisonnements ernployés dans ce chapitre ont conduit à une généra- 
lisation de la notion d'intégrale ddfinie. 

Pour qu'une telle généralisation puisse servir il faut qu'elle satisfasse à 
certaines conditions que l'on aperçoit facilement et qu'on peut imposer a 

. . 
priori. 

Voici quelques unes de ces conditions. I l  faut que l'on ait :  

Il faut que la  définition adoptée contienne comme cas particulier celle 
de RIEMANN. 

11 faut qu'il n'y ait pas de différences notables entre le cas d'une va- 

riable et le cas de plusieurs variables. 
Enfin, si l'on veut que l'intégration permette de résoudre le problème 

fondamental du calcul intégral : trouver une fonction connaissant sa dérivée, 
il faut que l'intégrale définie d'une fonction dérivée, consid6rée comme fonc- 
tion de sa,limite supérieure, soit une fonction primitive de f. 

L a  définition que j'ai adoptée, au moins pour le. cas où l a  fonction à 
intégrer est bornée, remplit bien toutes ces conditions. Mais ces conditions 
ne suffisent pas pour définir l'intégrale d'une fonction bornée, (sauf dans le 
cas où la fonction est une somme algébrique de fonctions iritégrables au sens 
de RIEMANN et de fonctions dérivées,) de sorte qu2 les méthodes du premier 
chapitre (*) n'ont pu être employées. 

(*) Ces méthodes sont analogues a celles de M.' DRACH. (Essai sur une tliéorie gé- 
nérale de l'Intégration - Introduction à l'Etude de la Tliéorie des nombres et de l'Algèbre 
supérieure.) 

Vair à ce sujet l a  note 1, page 48 de l'ouvrage de M.' BOREL. 
Voir aussi HADAXARD, Géométrie Eléinentaire, lère Partie. Note B. 
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Ne pouvant démontrer que l a  définition proposée était la seule reniplis- 
sant les conditions imposées, j'ai essayé de montrer qu'elle était naturelle et 
qu'au point de vue géométrique elle apparaissait presque comme nécessaire. 

J'ai essayé de plus de montrer qu'elle &ait utile : elle permet en effet 
de résoudre le problème fondamental du calcul différentiel dans tous les cas 
où la fonction dérivée est bornée, et, comme conséquence, elle permet d'in- 
tégrer des équations différentielles qui se ramènent à des quadratures. P a r  
exemple, f (z) étant une fonction bornée quelconque, nous saurons reconnaître 
si l'équation : 

~ ' + a y = f ( x )  

admet de:$ solutions'et, si elle en admet, les trouver (*). 
Dans les chapitres suivants, où il est question des noiions de longueur 

et  d'aire, on trouvera des applications géométriques de l'intégration. 

CHAPITRE III. 

Longueur des courbes. 

4 1 .  Nous nous proposons dans ce chapitre de définir la longueur d'une 
courbe plane ou gauche (**;. 

Ces mots - longueur d'une courbe - sont d'un emploi constant dans 
le langage usuel. On sait par exemple mesurer la longueiir d'une route, d'une 
rampe d'escalier. Supposons que l'on effectue cette mesure à l'aide d'une règle 
rigide; le procédél employé montre que l'on appelle ordinairement lorigueur 
d'une courbe, ou plus exactement valeur approchée de cette longueur, la 

(') Cette remarque conduit à des problèmes intéressants. P a r  exemple, f (x) e t  y (x) 
&tant  bornées, toutes les  solutions de l'équation 

sont-elles comprises dans la formule classique y -= 1 <p (x) eJf(x)dx d 3: . e - J f ( ~ ) d x ?  

(*') Une courbe gauche s e  définit comwe une courbe plane à l'aide de trois équations 
a u  lieu de deux, 
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longueur, c'est-à-dire la soinme des loilgueurs des côtés de lignes polygo- 
nales qui se confondent avec la courbe au degré de précision que l'on peut 
atteindre. 

Lorsque l'on raisoime sur la longueur d'une courbe comme sur un rioni- 
bre déterminé, on fait l'hypothèse que, par des mesures convenables, on ob- 
tient des valeurs approchées ayant une limite que l'on appelle la longueur 
de la courbe considérée. 

L a  longueur d'une courbe C 

est ainsi définie comme liinit,e des longueurs de  lignes polygonales tendant 
uniformément vers la courbe, c'est-à-dire que les coordonnées de la pièl l le  de 
ces lignes Cp s'expriment par 

f p ,  v p ,  J/p tendant uniformément vers f, y ,  +. 
Nous dirons que C est la limite des Cp. 
Si, quelle que soit la suite de lignes polygonales tendant vers une courbe C, 

la suite correspondante des longueurs avait une limite, qui serait par cons& 
quent independante des lignes polygonales choisies, ce qui précède suffirait 
à définir la longueur de l a  courbe C. Mais il n'en est pas ainsi et l'on peut 
choisir les lignes polygonales de façon que leurs longueui~s auginmtent indé- 
finiment. 

Donner une définition de la longueur d'une courbe, c'est donc dire quelle 
suite de lignes polygonales on choisit. 

D'après M.' PEANO (*), les postulats qu'admettait Archimède équivalent 
à la définition suivante : 

La longueur d'un arc de courbe plane convexe est la  valeur commune 
de la limite supérieure des longueurs des lignes polygonales inscrites et de 
la limite inférieure des circonscrites. 

Archimède démontre d'ailleurs l'identité des limites dans les cas qu'il 
étudie. 

La définition ordinairement adoptée est la  suivante: 

(*) Atti della Reale Accadmia dei Lincei. Rendicoiiti 1900, 1." Semestre. 
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L a  longueur d'un arc de courbe est la  limite vers laquelle tend la lon- 
gueur d'une ligne polygonale inscrite dans la courbe quand le nombre des 
côtés de cette ligne augmente indéfiniment de façon que la longueur maxi- 
mum des côtés de cette ligne tende vers zéro ("). 

M.' PEANO adopte la première partie de la définition d'ilrchiméde: la 
longueur d'une courbe est la limite supérieure des lignes polygonales ins- 
crites. 

L'identité de ces définitions se démontre facilement, elle résulte d'ailleurs 
des résultats que nous allons obtenir. 

42. Si l'011 veut qu'il g ait quelque analogie entre le sens vulgaire et le 
sens mathématique du mot longueur, i l  ne faut essayer de définir la  longueur 
d'une courbe C, que s'il existe une suite de lignes polygonales ayant C pour 
limite et  telle que la. suite correspondante de longueurs n'augmente pas indé- 
finiment. Nous appellerons c,es courbes, cotwbes rectijables. 

Pour définir la longueur de ces courbes, rappelons d'abord quelques dé- 
finitions. 

Soit un ens2mble de suites de nombres. Les valeurs qui forment l'une 
de ces suites forment un ensemble E, l'ensemble dérivé de E est l'ensemble 
de toutes les limites de la suite considérée. L'eiisemble des ensemt)les E' 
ainsi définis est l'ensen~ble des limites des suites de l'ensemble considéré; la 
limite supérieure de cet ensemble est ce que l'on a.ppelle depuis CAUCHY la 
plus grande des limites. On definit de même la plus petite des limites. 

Ces deux nombres, que l'on appelle aussi quelquefois limites supérieure 
et inférieure d'indétermination, peuvent être infinis. 

Soit une courbe (7, considérons l'ensemble des suites formees des lon- 
gueurs des lignes polygonales tendant uniformément vers C. 

L a  plus grande des limites de l'ensemble est infinie. Il en est de même 
de la plus petite si C n'est pas rectifiable. Au contraire si C est rectifialde 
la plus petite des limites est finie. 

Nous appellerons longueur d'une courbe C, la plus petite des limites 

vers lesquelles tendent les longuezcrs des lignes polygonales tendant zcnzfw- 
mément vers C. 

Une courbe rectifiable a une longueur finie. 

(*) Les conséquences de cette définition ont été particulièrement étudiées par 
LUDWIG SCHEEFFER (Acta Mathematica, tome V) e t  par M.' JORDAN dans la seconde édition 
de son cours d'Analyse. Voir aussi STUDY. Mathematische Annalen, XLV. 
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Une courbe non rectifiable n'a pas de longueur, ou si l'on veut a une 
longueur infinie. 

43. Soit une courbe C d'extrémités A et  B. Toute ligne polygonale 
dont les extrémités tendent wers A et E a une longueur qui ne peut tendre 
vers un nombre inférieur à la longueur de A B. C'est-à-dire que l a  longueur 
d'un arc de courbe n'est pas inférieure 9 la longueur de la corde. 

Marquons sur l'arc A B  entre A et B un point D. L'arc .-1 B est dit la 
somme des arcs A D et D B et  la longueur de l'arc A B est évidemment la 
somme des longueurs des arcs A D et D B. Donc la longueur de l'arc A B 
n'est pas inférieure à A D + D B. 

En raisonnant ainsi on voit que la longueur de l'arc est supdrieure ou au 
moins égale à celle d'une ligne polygonale quelconque inscrite (*). 

Considérons une suite de lignes polygonales inscrites, telles que le maxi- 
mum de la longueur des côtés tende vers zéro. Ces lignes tendant uriifor- 
mément vers la courbe, la plus petite limite de la suite correspondante des 
longueurs n'est pas inférieure à la  longueur de la courbe C. Mais d'après ce 
que nous venons de voir tous les nombres de cette suite sont R U  plus bgaux 
à la longueur de C; la  plus grande limite est au plus égale à cette longueur. 

Donc la suite des longueurs considérées a pour limite la 1o;gueur de C 
et il -y a identité entre la définition que nous avons adoptée et l a  définition 
classique, celle de SCEEEFFER et de M.' JORDAN. 

Nous avons en même temps démontré l'identité de cette dGfinition et de 
celle de M.' PEANO. 

E n  adoptant la définition qui n été donnée, on obtient une analogie 
comyléte entre les définitions des longueurs et  des aires. L'identité de cette 
définition et de la définition nous permet de trouver la longueur par 
iiiie infinité dénombrable d'opérations. 

44. Nous disons qu'une courbe C 

x = f ( t h  Y = ? (th 2 = + (4 (1; 

est la limite d'une famille de courbes Cp 

si f,, y p ,  #p tendent uniforn16ment vers f ,  p, 4. 

(*) On suppose bien entendu que, dans l'ordre oh ils se présentent sur la l igie  po- 
lygonale, les sommets de cette ligne correspondent a des valeurs croissantes de t. 
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De ce qui prbcède résulte que la longueur de (I est au plus égale à la 
plus petite limite des longueurs des Cp; et qu'il existe des familles de courbes Cp 
telles que la longueur de C soit la. limite des longueurs des Cp. C'est ce que 
nous exprimerons en disant que la longueur d'une courbe C est la plus petite 
limite des longueurs des coui-bes dont C est la limite (*). On peut donc poser 
ainsi le problème de la mesure des longueurs des courbes. 

Attachel. à chaque courbe un n~nzbre positif. fini ou infini que l'on 
appellera sa longzrezrr et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1." II existe des courbes ayant une longuezrr jn ie .  
2.' Deux coudes égules (**) ont même longueur. 
3.' Une courbe somme de deux autres (***) a pour longueur la somme 

des longuezws de ces deux a u t ~ e s .  
4." La longzleur d'une courie C est la plus petite limite des longueurs 

des lignes polygo~lales dont C est la linrite. 
43. Soit C une courbe rectifiable, la longueur ( O ,  t )  de l'arc s ( t )  est 

une fonction croissante de t .  Donc les quantités s (8 - O), s (0 + 0)  existent. 
Considérons la courbe C ( E )  formée de l'arc (0, O - e )  de la droite 0- E ,  + E 

et de l'arc (8 + E, 0 + h). Quand E tend vers zéro C ( E )  tend vers C. Or la 
longueur de C ( E )  est 

En faisant tendre E vers zéro, on déduit: 

d'où il résulte 4 (8  + O) = s ( 0  - O )  et s (t) est une fonction continue de t. 

Il existe des courbes dont aucun arc n'est rectifiable. 11 en est ainsi, 

(") Si l'on considére la longurur  comme fonction de l a  courbe, on peut  dire que 
l n  fonction es t  par tout  égale à son minimum ou encore semi-continue inférieurement 
(RAIRE, ]OC. cit.). 

(**) Deux courbes sont égales si' l'on passe des formules qui dbfinissent la première 
i celles qui définissent 13 seconde p a r  les formules du changement de coordonnées. 

(*"*) S i  les d e u s  courbes composantes sont données p a r  x = f ( t ) ,  y = y ( t) ,  z = $ (1)' 

n & t 5 b e t  x = fi ( t ) ,  y = ml ( t ) .  z = '+, (t), al i t 5 b, , avec f (b) = f (a,), y ( C )  = y (a,) ,  
+ ' 6 )  = 4 (a,). Ln courbe somme es t  définie p a r  z = F ( l ) ,  y = @ ( t ) ,  z = W (t) avec P= f, 
@=y,  W=~+,sia~t~OetF(I+b-a,)=f,(t),@(~+b-a,)=y,(t),\Z:(t+b-n~)=+,(t) 

si b ~ t 6 b + b ~  -a, .  
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pour certaines valeurs de a e t  de  b, de la courbe 

Soit une courbe r somme d'une coui*be rectifiable C e t  d'une courbe Cl 
dont aucun a rc  n'est rectifiable. Si CI correspond h l'intervalle (0, 6),  s ( t )  est 
une fonction continue croissante entre O et 8, puis pour t supérieur h B cette 
fonction devient infiiiic. 

46. Nous appelleroris projection de la courbe (1) sur l'axe des x la, 
courbe 

x =  f ( t ) ,  y = 0 ,  z = 0 ;  

et sur le plan des x y l a  courbe 

A un polygone inscrit dans la courbe (1) correspond un polygone ins- 
crit dans l a  courbe projection. 

Chaque côté d'un polygone projection est au plus égal au côté projeté, 
donc les pmjections d'une courbe rec i i jab le  sont rectifiables. 

D'ailleurs un côti! projeté a une longueur au plus égale à la somme 
des longueurs des trois côtés projections sur les trois axes de coordonnées, 
donc s i  urze cozcrbe a des pvojections ~ec t i f iab les  sutn les t rois  axes  de  coor- 
données elle es t  rectifiahie. 

47. Cherchons la, forme l a  plus générale de la fonction f ( t )  pour que l a  
courbe z = f (t)  portée par  l 'axe des x soit rectifiable. 

Coiisidéroris un polygone inscrit dans cette courbe, ses sonimets corres- 
pondent aux  valeurs croissantes a = t,, t ,  . . . tn = b de t.  L a  longueur do ce  
polygone est 2 1 f ( t* )  - f (ti-.,) 1 ,  cette quantit6 s'appelle encore In variation 
de f pour le système de  valeurs t,, t , .  . . t,. 

Cette somme se  décompose en  deux autres Z,, 8 , .  La première corres- 
pondant aux  termes f ( t i )  - f ( t i - , )  qui sont positifs, la seconde a u x  termes 
négatifs. On les appelle rariat ion positive e t  variat ion n6gatiz;e de f pour le 
système t,, t ,  . . . f,. 

Supposons que a et b restant fixes, le nombre des t i  augmente indéfini- 
ment de manière que le maximum de f i -  t i - ,  tende vers zéro. Dès que ce 

(") Voir JORDAN, (ioc. cit.), page 318. 
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maximum est inférieur à un certain nombre v ,  2 ;  + 2,  diffère de la longueur 
de l'arc de a à b  de moins de E ,  si cette longueur est finie, et est plus grande 
que M, si la longueur de I'arc de a à b est infinie; Eans quoi il serait pos- 
sible de trouver une suite de polygones inscrits tendant vers la courbe et dont 
les longueurs ne tendraient pas vers celle de la courbe (*). Donc 2 ,  + 2, a 
pour limite la longueur de I'arc (cl ,  b); cette quanti& s = u s'appelle la va- 
riation totale de f entre a et b. Si cette variation est finie, la fonction f est 
dite à variation bornée entre a et b. Si la variatiori est infinie la fonction 
est à variation non bornée. 

1, - 1, est toujours égale à f ( b )  - f (u), donc a pour limite f ( b )  - f (a) .  
De là il résulte que 2,  et & ont des limites parfaitement déterminées 

p et n que l'on appelle l a  variation positive et la variation négative de f 
entre a et b ;  et l'on a :  

p + n = v  

P - = f ( b )  - f (4- 
Nous avons vu que si a est fixe, v est une fonction continue de b pour 

les fonctions à variation bornée. De ces formules il résulte que p et  n qui 
sont des fonctions croissantes, ou du msins jamais décroissantes, sont des 
fonctions continues. L a  formule 

f ( b )  = IP(4 + p - 12 
montre que toute fonction continue à tariation bornée est la  différence de deux 
fonctions continues non décroissantes. 

Pour une fonc t i~n  continue croissante n est nulle, donc une fonction 
croissante est à variation bornée. D'ailleurs si 

donc la différence de deux fonctions à variation bornée est une fonction à 
variation bornée. 

Il y a donc identité entre les fonctions à variation bornée et les diffé- 
rences de fonctions continues nor, décroissaiîies (*"). 

(*) E n  d'autres termes si des polygones inscrits T tendent vers  C l a  longueur de T 
tend uniformément vers  celle de C. 

(**) O n  peut dans ce t  énoncé supprimer le  mot contitiues, (voir à ce sujet JORDAN, 

loc. cit.'. 
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sont les équations d'une courbe vectifiaOle, f, y, + sont des différences de 
deux fonctioizs continues ?ton décroissantes et itzve~sement. 

48. Voici des exemples de fonctions à variation bornée. 
Soit dans l'intervalle (0, 1) un ensemble dénombrable de couples de  points 

ai ,  b; (ai < hi), tels qu'entre a; et hi ne se troiive aucun point a ou b d'indice 
inférieur h à. 

Désignons par f ,  ( r )  la fonction x,  et par f p  (x) la fonction continue qui 
admet a , ,  a ,,... a p ,  b , ,  h ,,... b, pour maxima ou minima, q i i i  entre deux 
de ces points est de la forme f x $ h et qui est égale à f,, (z) entre O et le 
premier des points d'indice au plus égal à p. 

On voit immédiatement que le maximum de 1 f p  (x) - fp.., (x) 1 s'obtient 
pour x = bp et est égal à 2 1 f p - ,  ( u p )  - f p - ,  (bp) 1 = 2 c p ,  si cP désigne la lon- 
gueur ap bp. 

Donc si la série 2 cP est convergente f p  (x )  tend uniformément vers une 
limite f (x); et comme fp (x) a. entre O et x une variation totale égale à x,  
celle de f  (x) est au plus x. 

Pour les points d'indice au plus égal à p on a :  

L a  variation de f (x) pour le système a , ,  . . . ap,  b , ,  . . . bp est donc supé- 
rieure à 

x - 4p  2 Ep+h 

1 
donc si 2) 2 sp+h tend vers zéro aveo - , f (x) a x pour variation totale 

P 
entre O et  x. 

Soit un intervalle (a, p), si, les conditions précédentes étant remplies, 
l'ensemble des ap est partout dense on peut trouver dans (a, f i )  un intervalle 
(ap, b,). Supposons qu'entre ap et hp fp ( x )  soit de la forme x + h , ,  oii a: 

donc si, au moins à partir d'une certaine valeur de p, on a :  
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f (z) n'est pas toujours décroissante de a, à hp et a fortiori de n à p. Mais 
de même on prouverait qu'elle n'est pas crojssarite, donc dans tout  ilztervalle 
f (x) admet des mlrsiniu et des rnini~.~za. 

Pour réaliser toutes ces conditions prenons pour l'ensemble des milieux 
des (ai, bi) l'ensemble des nombres rationnels rangés dans un ordre quelconque. 
Prenons pour e l  un nombre irrationnel quelconque, tel que a, et  O, soient 

- 1  EL-i 
compris entre O et 1. Prenons pour le plus petit des nombres --, -- r 

1 2 
Z i - [  

3 
--. . . tels que a i  et bi soient compris enti;e O et 1 et qu'cntre ai et hi n e  

se trouve aucun des points a , ,  a,, . , . al-, , O , ,  b, . . . bi- l  . 
Nous d6finirons ainsi une fonction dont la variation totale entre O et x 

est x et  qui a d:ins tout intervalle des maxima et des minima. 
Traçons par rapport à deux axes rectangulaires la droite x = x, Soient 

A , ,  Bi les points de cette droite dont les abscisses sont ai, bi. 
Plions la feuille de papier sur laquelle nous avons tracé x = x  d'abord 

suivant la parallèle à O x passant par A ,  puis suivant la parallèle à O z pas- 
sant par BI,  nous réalisons l a  courbe z = f ,  (x). E n  pliant de nouveau le 
papier aiitour des paralll'les à Oz passant par A, et  B, on réalise x = f i (%)  
et  ainsi de suite. 

Donc, avec une précision qui n'est limitée que par la possibilité d'ef- 
fectuer le pliage, on peut. réaliser les courbes x -  f (x) que nous venons de 
définir. On peut même démontier qu'en choisissant convenablement les A i ,  Bi 
on peut réaliser toute courbe x = f (x) de variation totale entre O et x 
6gale à r .  

49. On sait que, dans le cas simple OU les fonctions f ,  r p ,  + ont des 
dérivées continues on peut représenter la longueur par une intdgrale. Voici 
une première généralisation simple. Nous supposons que f', y', +' existent, 
soient bornées et intégrables au sens de RIEMANN. 

Soit A B une corde, dont les extrémités correspondent aux valeurs t j ,  

ti,., du paramètre. On a ;  

Désignons pnr m l ,  Ml;  In,, M , ;  9n,, M, les limites inférieures et sup& 
rieures de 1 f ' ( t )  1, 1 >' ( t )  1, 1 $' ( t )  1 entre t i  et ti+, . 

(7 Nous supposons les axes rectan~ulaires. 
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L e  théorème des accroissements finis montre que 

( t ic l  - t ; )  \'mi $ rn: $ mi 5 Long A B r  \ 'Mi  $- M i  $. M i  ( t i + ,  - t i ) .  

Soit une division t , ,  t , ,  ... t, de l'intervalle de variation de t ;  il lui 
correspond un polygone inscrit P et l'on a :  

1 (ti+ , - t i )  \'m: + mi + rn; r Long P r  2 ( t i+ ,  - ti) , M i  + M i  + M ;  . 
Si  entre les t j  choisis on intercale de nouvelles valeurs de t, la première 

somme augmente la troisihme diminue, donc elles tendent vers des limites 
quand on fait tendre vers zéro t i + ,  - t i ;  d'ailleurs ces deus  limites sont égales 
car la différence entre le premier et le troisiérne membre est au plus 

quantité qui  tend vers zéro car 1 f '  1, 1 y' [, 1 $' 1 sont intégrables 
y', +', le sont. 

L'expression 

, i - i )  \ f f 2  ( t  + ( 1  t l 2  7 i t  = 

puisque f', 

est comprise entre la prernière et  la  troisième somme, sa limite est l'intégrale 

qui représente donc la longueur de la courbe. 
50. Servons nous maintenant des résiiltats obtenus dans le chapitre 

précédent. 
S i  f', y', 4' existent et  si la courbe est rectifiable, ces dérivées admettent 

des intégrales et il en est par suite de même de \ i f '+ cp + + O. Réciproque- 
ment si cette quantité admet une intégrale, il eri est de même de f ' ,  y', +', 
car l'on a: 

\If"+y"++'"Iffll,  
et la courbe est rectifiable. 

Nous n'avons donc A nous occuper de  l'intégrale de \/ f'* + + +'O que 
pour les courbes rectifiables. Pour dhiontrer  que cette intégrale représente In 
longueur. de la courbe nous raisonnerons comme daris le chapitre précédent. 

Divisons les iiitervalles de variation (finis ou non) de f ' ,  y', 9' A l'aide 
de nombres mi. I l  en résulte une division en ensembles de l'intervalle de va- 
riation de  t. , . 



Pour ceux que nous nommerons eijk on a: 

Pour ceux que nous nommerons eLJ.,, la première de ces indgalités est 
remplacée par: 

mi = f '. 

Nous aurons de même e!#, e;,; dans ces expressions a est un symbole 
indiquant celle des in8grilités qui est remplacée par une égalité et non l'un* 
des nombres entiers. 

Nous aurons encore les ensembles e p ,  Ies deux premières inégaliths sont 
remplacées par 

mi .= f ' ,  1 

1nj = y .  

Enfin nous aurons des ensembles eGk pour lesquels f ' ,  y ' ,  +' rzeront égales 
à m i ,  q, wzk. 

Tous ces ensernhles sont mesurables; en choisissant convenablement les 
nti tous ces ensembles, sauf les e,, ,  seront de mesure nulle. 

A chaque point t, de e,,, nous pouvons faire correspondre le plus grand 
intervalle possible (a, P )  de longueur inférieure à aGk, ayant t, pour milieu 
et tel que 

n < a ~ t , b < B  

entraîne 

Soit Eijk ( G ~ ~ ~ )  la somme de ces intervalles. Faisons tendre a,,, vers zéro, 
l'ensemble Eijk des points communs à tous les E j j k ( o Q k )  a même mesure 
que ei,~, . 

A chaque point t, de e i jk  nous pouvons faire ccmespondre le plus grand 
intervalle possible (a, P )  de longueur infkrieure à a",&, ayant t, pour milieu 
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e t  tel que 
a < a r t , ~ . b < B  

entraîne 

Soit Enjk (O,;IjR) la somme de ces intervalles. 
Faisons tendre simu1t:inément G& e t  ~ h ~ . ~  vers zQro, I 'ensetn~le EEtik formé 

des points communs à tous les E~,j~c(o~j,), a même mesure que e$k. On dé- 
finira de même ET (DY), Eijk (oijk). 

Si mi+, - mi est, quel que soit i, infdrieui à q l'intégrale de \ f"' + + t+ * 
est égale à 

il;: + mj + rn; [m (eijk) f m (e,$ldi. . . + m ( e u k , ]  Y 
Gk 

à moins de 2 V I  pi.ès, l'intégrale étant étendue 3 un intervalle de longueur Z. 
Or on peut choisir les nombres D et t assez petits, pour que cette somme diffilre 
aussi peu qu'on le veut, de  moins de D, de 

v== 5 + mj + nt: [ni [ E  (oJk)] + 111 [E:ik (cLjh)] $ . , . 4- i)t [EGk ( ~ ~ j ~ ) ] ]  
+k 

Parmi les intervalles formant les E on en peut choisir un nombre fini 
de manière que tout point de l'intervalle considéré soit intérieur à l'un des 
intervalles coriservés et  que les extrémités de l'intervalle considéré soient des 
extrémités d'intervrtlles conservés. 

Nous supposerons ces intervalles conservés A choisis de failon qu'aucun 
d'eux ne soit à l'intérieur d'un autre. La contribution dans V des intervalles 
non conservés est inférieure h D. 

Considérons delm intervalles conservés (a, b) ,  (a,, b , )  empiétant l'un sur 
l 'autre et  soit 

, a < a i < b < h ;  

supposons qu'ils c.orrespondent à Eijk ( D ; ~ ~ )  e t  E,p* ( c T ~ ~ ~ ~ ) .  Entre a, e t  b or1 
peut trouver un point c tel que entre a et c se trouve un point au moins 
de e i jk  et entre c et b ,  un point au moins de  el5,k ; en effet s'il en était au- 
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trement c'est que tous les points de e;jk et eiylkf contenus dans a b ,  seraient 
entre a et  b (ou entre a, et b,)  et en prenant dans a, b deux points a et. 
suffisamment voisins de a et b on aurait à la fois 

. ., 
et les inégalités analogues. Or on n'a pas à la fois i = i ', J = j  , k = k'. 

Nous remplacerons les intervalles (u, O ) ,  (u,, b,) par ( C I ,  c ) ,  (c, b,). On 
aurait pu faire de même pour des intervalles correspondant à Eijfi ,  ELY'". . . 

Il n'y a de difficulté que si les trois indices sont identiques, c'est-A-dire 
par exemple si les deux intervalles correspondent à E & ,  h';jk, auquel cas 
on prendra comme point c  un point quelconque de (a,, b). 

E n  continuant ainsi on remplace les intervalles A par des intervalles A' 
n'empiétant plus les uns sur les autres. La  contribution dans V des interval- 
les A - A' est infkrieure à D. 

Considérons maintenant la ligne polygonale inscrite dans la courbe et 
dont les sommets correspondent aux extrémités de A'. 

Le c6té de cette ligne qui correspond à l'intervalle ( a :  B )  a une longueur 
égale à (P - cc) + mj' + mi à moins de 

près, suivant que (a, pj correspond à Eijk, EYik, Ep. . . 
Si donc les E sont choisis assez petits, la longueur de 1,2 ligne polygonale 

diffère de la contribution de A' dans V de moins de 3 12. 

Ainei, en choisissant convenablemtmt les nombres q, a, c, le procédé que 
nous venons d'indiquer conduit à considérer une ligne polygonale inscrite 
dans la courbe, dont les côtrs sont aussi petits que l'on veut, et dont la  
longueur est aussi voisine que l'on veut de l'intégrale 

Cette i d é g w l e  représente donc la  louyzreur de la cozwbe. 
51. Les raisonnements pue nous venons d'indiquer sont analogues à 

ceux des paragraphes 30, 31. D'une fapon plus générale, à tout raisonnement 
de la deuxièrne partie du chapitre II, on peut faire correspondre des raisonne- 
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ments relatifs à la rectification des coiirhes. Nous allons indiquer ce qui est 
l'analogue de la proposition du par3graphe 35. 

Dans ce paragraphe il. a dté démontré que si les nombres dbrirés d'une 
fonction f (t) sont bornés et si les hi sont des nombres positifs tendant vers 
zéro on a : 

Un raisonnement analogue prouve que, si I'on désigne par Dd et dd la 
plus grande et la plus petite der deux quantités 1 Ad 1 et  1 1.d 1, on a :  

et aussi que les limites de 

sont inférieures h J(D,-J - 4) d t .  

Ceci posé soit C(7ri) la courhe 

F ( t ) ,  @ ( t ) ,  \V ( t )  étant les fonctions primitives de f ( t ) ,  rp ( t i ,  # ( t )  dont nous 
supposons les nombres dérivés bornés. C(lli) a pour longueui. 

Quand hi tend vers zéro les limites de li sont comprises entre 

Nous supposerons que ces deux intrZgrales ont la même raleur, alors ?i 

tend vers une limite déterminée que nous allons démontrer être la longucur 
de C. 

Si ces deux intégrales ont la m6me valeur c'est que les couples d'inté- 

grales ( ~ d  cl t et  fid ci t  ont aussi les m h e s  valeurs et ces intégrales re- 

présentent les variations totales de f, y, +. D'ailleurs comme I'on a :  

D d - d d f  A d - À d f  2 D d ,  

AnnaEi di Male~natz'ca, Serie III, toirio VII. 30 
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les couples d9int6grales (Aa d t e t  1 id d t ont aussi les rnênies valeurs e t  

récipoquemen t. 
D e  sorte que l'on a : 

Considérons une ligne polygonale inscrite dans  C i h i )  correspondant B 

e t  la ligne analogue inscrite dans C. Soient Ai Bi d'une part, A B d'autre 
part  deux côtés correspondants ( f a ,  f a + , ) .  Les projections du premier sur les 
trois axes sont 

celles du  second sont 

La différence entre les longueurs de ces deux côtés est donc au plus 
égale à l a  somme des valeurs des trois intégrales analogues h 

Donc la différence des longueurs entre les deux polygones considérés est 
au plus 

Or chacune des trois intégrales de cette somme tend vers zéro avec hi 
donc l a  longueur de Ci a pour limite la  longueur de C. 

Pour  énoncer ce résultat donnons la définition suivante: Soit f (1) une 
fonction continue, nous appellerons d6rivée B droite f ' d  ( t )  une fonction définie 
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pour t = t ,  comme kgale à l'une quelconque des limites vers lesquelles tend 

quand h tend en décroissant vers zéro. 
La dérivée droite est en gbnéral indéterminée. Nous venons de dé- 

montrer que : 
S i  les dérivivées à droite f f d  ( t ) ,  yrd ( t ) ,  + I d  ( t )  sont b o r d e s  et si l'in- 

tégrale 

a une valeur. bien déterminée, indépendunte des dk iv4es  à droite choisies, 

cette intkgrale est la longueur de la courbe 

52. Ln proposition précédente est une généralisation du résultat clas- 
sique concernant la représentation de la longueur d'une courbe ayant des tan- 
gentes variant d'une façon continue. 

Ce résultat classique étant connu, -si l'on s'était proposé de généraliser 
analytiquement l a  notion de lo~igueiir, l a  proposition précédente aurait pu être 
prise pour définition; on voit que la longueur ainsi définie ne dépend par du 
choix des axes de coordonn6es et, en particulier, reste la m&me si l'on rem- 
place les dér ides  à droite par des dérivées à gauche. 

Cette définition ne i'applique qu'à des courbes rectifiables. Il serait in- 
téressant de rechercher à quelles courbes rectifiables elle s'applique ou si elle 
concerne toutes les courbes rectifiables. Si, pour exprimer les points d'une 
courbe rectifiable, on prend comme paramètre t la longueur de l'arc, on a des 
fonctions f, y,  JI dont les nombres dérivis sont bornés; la proposition du para- 
graphe précédent s'applique toutes les fois que l'ensemble des points pour les- 
quels l'une des différences telles que Ad ( f )  - 2d ( f )  est différcrite de zéro 3 

une mesure ~ u l l e ,  



CHAPITRE IV. 

A i r e  d e s  S u r f a c e s .  

53. Les mots aire d'une surface désignent dans le langage usuel l'aire, 
c'est-à-dire la somme des aires des faces, de surfaces polyédrales confondues 
avec la surface considérée nu degré de pr6cision que l'on peut atteindre. 

Eii géornétrie on considére souvent l'aire d'une surface S comme la li- 
mite des aires de certaines surfaces polyédrales ayant 8 pour limite; défiiiir 
l'aire c'est alors dire quelle suite de polyèdres l'on considère. 

Pa r  analogie avec la d4finition de la longueur d'une courbe, on a tout 
d'abord considéré les polybdres inscrits. C'est ainsi que, d'après M.' PEANO (y), 
les postulats qu'admettait Archimède équivalent à la définition suivante: 

L'aire d'une surface convexe est la valeur commune de l a  limite supé- 
rieure des aires des surfaces polyédrales convexes iiiscrites - et de la limite in- 
férieure des circonscrites; - d'.ailleurs, dans les cas qu'il étudie, Archimède 
démontre la coïncidence des deux limites. 

Pendant longtemps on a. admis que l'aire d'une surface pouvait être dS- 
finie comme la, limite des aires des surfaces polyédrales inscrites (**), le  ma- 
ximuni de l'aire des faces et le maximum de la longueur des arêtes tendant 
vers zéro. Mais SCHWARZ dans une lettre à GEN~CCHI a montré que les aires 
des surfaces polyédrales inscrites dans un morceau fini de cylindre de ré- 
volution n'avaient pas de limite supérieure. La même observation a été 
faite par M.' PEALVO, dans ses lecons de l'Université de Turin en 1881-82, avant 
la publication de la lettre de SCHWARZ dans le cours professé à la Faculté des 
Sciences pendant le second semestre 1882 par CH. HERMITE (second tirage, p. 25). 

Si l'on veut définir l'aire par la considération de polyèdres inscrits il 
faut donc assujettir ces polyèdres à des coiiditions supplémentaires. On s'est 

(*, Alti clella Reale Accndeinia dei Luzcei, Rendiconti 1890. 
(*.+) Aux sommets d'une surface polyédrale inscrite on peut  faire correspondre les 

points du p l in  (u, v) auxquels correspondent les  sommets en tan t  que points de la sur- 
f t c e  ~roposée .  A clinque face du polyèdre correspond ainsi un polygone du plan (u, v), 
nons supposons ici e t  dans tout ce qui suit que ces  polygones n9empiétent pas  les uns 
sur les  autres. 
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quelquefois astreint à ne considérer que les polyèdres dont les angles des 
faces ne tendent pas vers zéro ou des polyèdres dont les angles des faces 
avec les plans tangents tendent vers zéro (*). La plupart des restrictions que 
l'on a ainsi considérées se sont t roudes  insuffisantes pour qu'il ex' ,ste une 
limite; d'ailleurs elles sont si particulières que, seule, l'existence de la limite 
légitimerait leur considération. 

54. Il nous reste à citer deux définitions ("*) dues à HERMITE et h 

M.' PEANO. Elles présentent ce caractère commun de  ne plus reposer sur la 
considération de polyèdres inscrits et d'admettre, comme gén6ralisation de la 
division d'une courbe en arcs partiels, la division d'une surface en morceaux 
par des contours fermés. 

HERMITE ("*j considére une surface x = f (Y, y) ayant des plans tangents 
variant d'une façon continue. Soient un contour d du plan des x y, In un point 
intérieur à ce contour, M le point de la surface qui lui correspond, I)' le 
contour situé dans le plan tangent en JI B l a  surface qui a pour projection d 

et  D le contour de la surface qui se projette en d. A D on fait correspondre 
l'aire de D' (on suppose d quarrable). Ceci posé on divise la surface en riior- 
ceaux; la somme des nombres attachés aux contours employés est une raleur 
approchée de l'aire. L'aire est la  limite de ces valeurs lorsque le notiibre des 
morceaux augmente indéfiniment de manière que le diamètre maxiinuni de 
ces morceaux tende vers zéro. (L'existence de la limite suppose que le con- 
tour considéré limitant la surface n'est pas quelconque; il en était de même 
pour les définitions précédentes.) 

L a  définition ~'HERPITE fait donc intervenir explicitemeiit les nxcls de 
coordonnées, de plus elle n'est pas l a  généralisation de la définitioii de la 
longueur par la considération des polygones inscrits. 

(*) Voir au sujet de ces essais de définition 13 note dbjà citée de 211.' PEANO. 
(**) Dans un article récent (Ueber die Beyrifi LGnge, Oberfliiclie und Jolimen - 

Jnhresbericht der Deutschen Mathcrnntiker- Vereirzipng 1001) 11.' RIINICOWYKI adopte pour 
la longueur et l'aire les définitions suivantes. 

De chaquc? point d'une courbe C comme centre traçons une sphère de rayon t. l'en- 
semble des points intérieurs à l'une au moins de ces spliéres est iiiesurnl~le, soit P ( r )  sa 

mesure; la limite, si elle existe, du rapport - '(') uand r tend vers zero est dite la 
n 1'2 

longueur de C. De même si V(r)  est la mesure de l'ensemble des points dont la distance 

V('-) définit l'aire de S. à l'un des points d'une surface S est inférieure & Y, la limite de -- 
2 7. 

p**) Loc. cit. 
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La définition de PEANO ne présente p a ~  ces inconvénients. Soit une 
courbe gauche fermée C, on démontre, au moins dans les cas simples, qu'il 
existe une courbe plane fermée c telle quo sur tout plan les projections or- 
thogonales de C et c limitent des aires égales (*); à chaque courbe C on 
attache le nombre qui représente l'aire du domaine plan limité par c. De 
même dans l a  dkfinition de la longueur, & chaque arc partiel on att:iche la 
Iongueiir du segment qui joint ses extrémités, c'est-à-dire la longueur du 
segment qui sur toute droite a même projection orthogonale (**) que l'arc. 
Ceci posé divisons une surface par des contours fermés ; à chaque division 
nous faisons correspondre l a  somme des nombres attachés aux contours em- 
ployés. M.' PEANO appelle aire la limite supérieure de la somme de ces 
nombres. 

55. Toutes ces définitions, celle due à M.' PEANO exceptée, supposent 
l'existence de la limite d'une suite de nonibres et l'existence de cette limite 
n'est d6montrée que pour les surfaces ayant des plans tangents variant d'une 
faqon continue. Or, dans ce cas, il ne s'agit pas d'attacher à chaque surface 
un nombre, mais bien d'attacher à chaque surface des domaines placs dont la 
somme des aires définisgent comme limite ou limite supérieure ou limite infé- 

rieure un nombre égal à l'intégrale double J'J , E G - F t d t r d v ;  toutedé- 

finition géométrique qui ne conduirait pas à. ce nombre consacré par l'usage 
serait en effet rejetée. Une définition de  l'aire qui ne s'applique qri'aux sur- 
faces ayant des plans tangents variant d'une façon continue, peut faire con- 
naître une propriété géombtrique intéressante, mais n'est pas une véritable 
définition de l'aire, le nombre à définir étant connu avant la définition. 

56. L a  définition due à M.' PEANO s'applique à toutes les surfaces dont 
la frontière est un de ces contours C auxquels on peut faire correspondre 
des contours plans c, comme il a été di t  plus haut. Mais cette définition n'est 
vraiment intéressante que si l'on peut sur la surface tracer assez de ces con- 
tours C pour qu'il soit possible de diviser la surface en morceaux de dia- 
mètres aussi petits que l'on veut et dont les frontières sont des courbes G ;  

(*) Si la projection de C a des points multiples, l'aire limitée par C doit être comptée 
1 

comme si elle était eaprirnCe à l'aide de l'intégrale curviligne - fs dy - y  d r .  
2 - 

(* .) Il ne s'agit pas ici de la courbe projection mais de la distance des deux extrémités 
de l'arc projection. 



intdgrale, Longueur, Aire. 301 

dans ce cas seulement l'aire dépend de la forme de toutes les parties de l a  
.surface. Cette condition est remplie par exemple si la surface a des plaris 
tangents variant d'une façon continue. 

Prenons ce cas, les courbes C forment un ensemble dont la puissmce 
est celle du continu, alors l'aire est définie comme limite siipérieure d'un 
ensemble de nombres dont l a  puissance est celle du continu. 

Pour calculer l'aire il faut, dans cet ensemble, isoler une infinité de- 
nombrable de nombres tendant vers la limite supérieure; on peut dhmontrer 
que si l'on considère une suite de divisions de la surface par des contours C, 
le diamStre maximum de ces contours tendant vers zéro, les nombres corres- 
pondant à ces divisions tendent vers l'aire. Mais il n'est pas évident que 
l'on puisse toujours atteindre par une infinité dénombrable d'opérations le 
nombre que définit M.' PEANO; ajouto~is qu'on ne connaît rien d'autre sur ce 
nombre que son existence. 

57. 'Une surface étant définie par 

x = f (u, v), y = 9, ($4, v', X = tJ, (u) v )  

(u, v) étant un point d'un domaine plan D. 
On ne considère pas comme différentes celles que l'on obtient en expri- 

mant 2 1 ,  v en fonction des coordonnées z i , ,  v, des points d'un domaine D,; 
entre D et  D, existe une correspondance ponctuelle biunivoque et continue. 
On dit que l'on a deux représentations paramétriques de l a  même surface. 

L'ensemble des points qui corresponde~it à la courbe qui limite le do- 
maine D forme la courbe frontière de la surf:ice (#). 

Deux surfaces sont dites égales si l'on passe de l'une à l'autre par les 
formules du charipemerit de coordonnées. 

Une surface S est dite somme de surfaces Si, en nombre fini ou non, 
si le domaine D du plan des (zi, v )  auquel correspond S est somme des do- 
maines Di auxquels correspondent les Si et  si la portion de S qui correspond 
à Di est identique à Si. 

Une surface S est dite la limite de surfilces Sp données par des fonctions 
fp,  'pp, si fp ,  'pp, qp sont définies daris le même domaine que f, y ,  I(/ et  
tendent uniformément vers f, y ,  JI. 

(*) Nous réservons donc le nom de surface à ce que l'on appelle ordinairement une 
calotte à un seul contour, simplement connexe. - Il faudrait réphter pour les  points 
d'une surface c e  qui a été  di t  nu c l i q i t r e  1 pour les  points d'une courbe. 



Ceci rappelé, par analogie avec le problème de la mesure des courbes, 
nous posons ainsi le problème de la mesure des surfaces. 

Attacher ù chuque surface un nombre positif filai ou infitzi que l'on ap- 
pellera son aire et satisfaisant aux con,ditions selivantes : 

1.' Il existe des s-urfaces plmîes ayant une aire finie. 
2.' Deux surfaces égales ont même aire. 
3." Une szcrface somme de plz~sieurs atrtf.es a pour aire ln sotrtme des 

aives des surfaces composantes. 
4.' L'aire d'une surfixe S est lu plus petife l i~n i fe  des aires des szir- 

faces polyédrales dont S est la limite. 
Les trois premières conditions suffisent, nous l'avons VU, quand on ne 

considbre que des domaines plans. L e  problème n'est possible que pour les 
domaines limités par des courbes qunrrables. 

Remarquons d'ailleurs qu'il 'importe peu de modifier ainsi la troisième 
condition du problème : 

3 bis. Une surface somme de deux autres n pour aire la somlze des 
uires de ces deux autres. 

Les conditions 1, 2, 3 bis suffisent en effet pour les domaines quarrables. 
Soit maintenant un domaine non quarrable, il est limite de domaines qunr- 
rables dont les aires tendent vers la mesure des points du domaine ("); avec 
M.' JORDAN noug appellerons cc nombre l'aire intérieure du domaine non 
quarrable. L a  condition 4 montre que l'on doit appeler aire l'aire intérieure, 
mais alors la condition 3 bis n'est pas remplie (**). 

Le problème des aires ainsi posé n'est donc possible que pour les domaines 
quarrables. Il est bien entendu que cela ne veut pas dire que le problème 
des aires est impossible pour tout autre famille de domaines que celle des 
domaines quarrables. I l  est bien évident par exemple que le problème des 
aires est possible pour toute famille comprenant un nombre fini de  domaines 
déterminés en grandeur et en position, que ces domaines soient quarraliles 
ou non. Nous voulons dire seulement que le problème n'est pas possible pour 
l'ensemble de tous les domaines, mais qu'il est possible pour les domaines 
quarrables. 

(*) Rappelons que nous avons appelé domaine l'ensemble des points i7ttérieuî.s à la 
fi.onli&e. 

(*") Dé même il importait peu dans l a  3 h o n d i t i o n  d u  problème de l a  mesure des 
courbes de parler  d'une courbe sorriilze de deux autres  ou d'une courbe somme de plu- 
s ieurs  autres. 
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On démontrera facilement que, si l'on pose le problème avec les condi- 
tions 1,  2, 3, 4, il n'existe aucune famille de domaines formée des domaines 
quarrables et d'autres domaines, pour laquelle le problème des aires soit pos- 
sible; au contraire il existe de telles familles si l'on pose le problème avec 
les conditions 1, 2, 3 bis, 4 et  que l'on ne considère que les domaines plans. 

Retenons seillement que le problème des aires n'est possible dans le 
plan que pour certaines familles de domaines, dans l'espace il ne sera donc 
aussi possible que pour certaines familles de surfaces. 

. 58. Nous dirons qu'une surface 3, correspondant au  domaine D du 
plan ( t r ,  v), est ferm6e si ?t tous les points de la frontière de D correspond 
le m h e  point pour S. 

Nous dirons qu'un arc de courbe o! p est intérieur à une surface fermée ,,' 
s'11 est impossible de ti-acer une courbe rencontrant a p ,  ayant une branche 
infinie et  ne rencontrant par S. 

Nous dirons qu'un arc a p  est quawa.ble s'il est possible de trouver 
une suite de surfaces pol-yédrales fermées S, , S,, . . . contenant u p, dont les 
aires, sommes des aires des faces, tendent vers zéro et qui ont pour surface 
limite une surface dont l'ensemble des points est identique à l'ensemble des 
points de u 6.  

Une courbe fermée sera dite quarrable si chacun de ses arcs est quar- 
rable. Nous ne résoudrons le problème des aires que pour les surfaces limi- 
tées par des courbes quarrables (*). 

Pour donner un exemple étendu dc  courbes quarrables montrons que 
toute courbe rectifiable est quarrablc. Soit C une courbe rectifiable de lon- 
gueur 1, partageons-ln en arcs dc longueur a. 

Soient a p, 0 y,, 7 3' .  . . ces arcs. Considérons les cylindres de révolution 
dont les axes sont les cordes a @, P . / ,  7 8 . .  . et dont les rayons sont Bgaux 
à a. Nous limiterons le cylindre a fi aux deux parallèles dont les plans pas- 
sent par a et @ et de même pour les nutres cylindres. 

Deux cylindres consécutifs, a p et B y par exemple, seront reliés par l'un, 
convenablement choisi, des deux fuseaux que les parallèles limites de ces deus  . 
cylindres détachent sur la sphère de rayon a et de centre P. Nous tecmine- 
rons les cylindres estvêmes par des demi-sphères. 

(*) Dans une nots des Comptes Rendus de Noveinl~rc 1533 je me suis occiipé de ln 
d&flnitioii de l'aire d'une classe pwticiilière de surf ices, les surfaces rectifinl~les. J'ni p u  alors 
adopter une notre  définition dos courbes quarrallcu. 

Annali di i l lntonnticn. Scrie III, toino VII. 40 



L'ensemble de ces surfaces est une surface fermée contenant C. L n  
somme des aires de ces cylindres et  sphères, le mot aire ayant le  sens qu'on 
lui attribue en géométrie élémentnire, est au plus égale à 

E n  remplaçant les cylindres par des prismes inscrits e t  les sphères par 
des polyèdres convexes iiiscrits on a une surface polyédrale fermée contenant C 
et d'aire au plus égale B 6 x a Z; quand a diminue ces surfaces tendent vers C 
qui' est quarrable. 

Nous verrons plus loin que toute coiirbe quarrable dans le plan est quar- 
rable dans l'espace. 

59. Soit une courbe fermée Cl nous uppellerons aire  min.ima de C lu 

l h i s  petite l imite des aires  des s u r f m e s  polyédrales dont  les fi.ontièt.es ten- 
dent uers C. 

Soient trois courbes fermées formées des arcs (a, fi) pour la première, 
( P ,  y) pour la seconde, ( a ,  y) pour l a  troisième. Supposons 0 quarrable; on peut 
l'enfermer dans des surfaces polyédrales fermées B I ,  B , .  . . dont les aires 
tendent vers zéro et dont les points tendent vers ceux de f i .  Soient ,4,, A , .  . . 
des surfaces polyédrales dont les frontières tendent vers (a, P )  et dont les 
aires tendent vers l'aire minima de (a, p). Soient de mênie les surfaces C,, C,. . . 
relatives à (B ,  y). 

Si i est assez grand et j assez petit, Ai e t  CI. rencontrent Bj suivant 
des courbes. 

Supposons A i  définie à l'aide de fonctions des variables u, v ; le point 
( z r ,  v)  étant dans un c,ertain domaine D indépendant de i; soit b la partie 
de frontière de D qui correspond à 6. Les points de Ai intérieurs à Bi cor- 
respondent à un certain ensemble de points du plan (u, v) lequel contient 
un domaine dont la frontière comprend h. Supposons ce domaine dij pris le 
plus grand possible et soit b ,  la partie de sa frontière qui ne fait pas partie 
de celle de D. 

L a  courbe B i j  de A;  qui correspond à 6 ,  est sur Bj;  si i et j augmen- 
tent simultanément pij tend vers (*). 

Nous définirons de même la courbe Plij relative à Bj ,  Ci. Sur Bj on 

(") Pour ne pas être entrainé j de trop longs développements, nous adrnettoiis ces 
propriétés. 
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peut joindre les extrémités de p j j  et  p l i j  qui tendent vers l'extrémité i n  de B 
par une ligne polygonale m i j  dont tous les points tendent vers nz, de même 
fioit nij une courbe de Bj joignant les extrémités de Bij  et  qui tendent 
vers l'extrémité n de B. 

Soient Alij la portion de A i  correspondant à D - dij et C'ij l a  portion 
analogue de Ci. Ln surface formée de A'ij, C', et de l'une des deux sur- 
faces limitées sur Bj par P i j ,  ,!Yij, mij, ?aij a sa frontière qui tend vers (a, 

et l'une de 'ses courbes qui tend vers 0. Son aire tend vers une quantitb. au  
plus égale à la  somme des aires minima de (a, B )  et ( f i ,  y ) ;  il est d'ailleurs 
évident que la limite ne peut être inférieure h cette somme, donc elle lui est 
égale. 

C'est cette propriété qui nous servira dans la suite. Remarquons qu'elle 
suffit pour prouver que toute courbe plane non quarrable dans le plan n'est 
pas quarrable dans l'espace. 

60. Considérons une courbe rectifiable fermée C de longueur 1 et soit 
une suite de polygones inscrits P,, P, . . . que l'on obtient en divisant C en 
arcs égaux de longueurs a , ,  a,.  . . tendant vers zdro. Soit A l'un des som- 
mets de Pi, la  surface que nous avons attachée, au €j 58, à l a  courbe C 
considér6e comme ouverte et d'extrémités A ,  A et  à Pi, moins les deux 
demi-sphères qui la  terminent, constitue ce que nous appellerons une surface 
annulaire. En remplaçant les cylindres et fuseaux qui la composent par des 
polyèdres nous avons une surface annulaire polyédrale S i .  

Considérons sur Si un contour fermé formé, sur les prismes, de parallèles 
aux arêtes des prismes, sur les polyèdres qui remplacent les fuseaux, de lignes 
polygonales inscrites dans des grands cercles de ces fuseaux, soit ri; la  lon- 
gueur de l'i est évidemment inférieure à 

Considérons l'ensemble E des polygones comprenant: 1.' les trapèzes dont 
les bases sont les axes des cylindres et les parallkles aux génératrices faisant 
partie de r i ;  2." les triangles que l'on obtient eii joignant chaque sommet 
wi de Pi aux sommets de ri situés sur la sphère de rayon ai et de centre m. 

La somme des aires de ces polygones est au  plus 
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Ceci posé, nous avons V U  au paragraphe précédent que l'on peut con- 
sidérer l'aire minima de C comme la liniite I R  plus petite des aires de sur- 
faces polyddrales A i  dont les fi-ontiéres Ci, portees par les surfaces Si, ten- 
dent vers C. 

Considérons la surface formée de l'enseni'tile E, de l 'un des ensembles 
de  polygones de Si dont les frontières sont les côtés de Cfi et dc ri, et de 
la eurface A i  (*); son aire diffère de celle dc Ai de moins de (n $. 1) ui 1 aug- 
mentée de la somme des aires des polygones qui forment Si. Donc l'aire mi- 
nima de C est la limite des aires minima des contours Pi, et l'aire minima 
de Pi est la limite inférieure des aires des surfaces polyédrales dont Pi est 
IR frontière. On sait donc trouver l'aire minima de I'i par une suite dénoni- 
brable d'opérations, donc l'aire minima de C peut être obtenue à l'aide d'une 
infinité dénombrable d'opérations. Mais il faut bien remarquer que ce n'est pas 
une suite dénombrable d'opérations; en d'autres termes l'aire minima d'une 
courbe rectifiable n'est pas définie à la  facon de la somme d'une série mais à 
la  façon de la somme d'une série dont les termes sont des séries. 

Les polygones Pi sont de3 polygones particuliers inscrits dans C, on 
peut remplacer cette suite de polygones par une suite quelconque de po1-j- 
gones inscrits dans C et tendant vers C. E n  effet, soient deux polygones P 
et  & de longueurs inférieures à 1 qui se correspondent point par point, les 
points homologues étant distants de moins de e; en raisonnant sur P e t  & comme 
sur ri et Pi, on voit que les aires minima de P et & diffkrent de moins 
de 1 c.  

GL. L a  plus petite limite des aires des surfaces polyédrales. qui tendent 
vers une surface donnée d cst ce que nous appellerons l'uire itztériezwe de S. 

1)'aprbs la condition 4 du problème des aires ce nombre doit être l'aire 
de S. Avant de rechercher s'il vérifie la condition 3 de ce problème, nous 
allons 6tudieï les surfaces dont l'aire intérieure, est finie. Ces surfaces sont 
les swfnres quawables, elles correspondent aux coiiibes rectifiables. 

Soit a l'aire intérieure de S. Supposons que l'ensemble des projections des 
points de S sur le plan des x y contienne un domniiie. Soit un rectangle 
A B C D  de côtés parallèles à o x et  O y et  contenu dans ce domaine. 

Soit une série de surfaces polyédrales Si, S?.  . . qui tendent vers 8 et 
dont ies aires a , ,  a , .  . . tendent vers a. L'ensemble des projections des points 
de Si sur le plan des x y contient un rectangle Ai ni Ci Di de côtés paral- 

(*) Nous adtnt?ttons ici que tous ces polygones forment bien une surface, 
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Mes à O x et O y. On peut supposer que A i ,  Bi, Ci, Di tendent vers 8, B, 
C, D, quand i augmente indéfiniment. 

Soit l i  (y) la  somme des longueurs des lignes polygonales sections de Si 

par y =y;, l i ( y )  sera indéterminée si dans le plan ?'ordonnée y se trouve 
une face de Si, nous ne nom occuperons pas des valeurs de y pour lesquelles 
cela a lieu. Soit li la limite inférieure de li (y) quand y varie de y i  ordonnée 
de B i  Bi à yri  ordonnée de Di Ci. On a évidemment 

Or ni tend vers cc, y'j - yi tend vers In longueur du cUté B C, donc l a  
n 

plus grande des limites vers laquellc tend li est au plus long. B C' quantité 
- 

finie. D'ailleurs J i  (y) étant continue la valeur l j  est atteinte pour une valeur 
ai de y. 
. La section de  Si par le plan y = a i  se cdmpose d'un nonihre fini de li- 
gnes polygonales qui décomposent Si en un nombre fini de morceaux. 

Supposons choisis sur 5' deux points JI et N se projetant sur le plan 
des xy de part et d'autre de la bande comprise entre les droites indéfinies 
A B et C D ,  et soient Afi et Ni des points de Si qui tendent respectivement 
vers fil et IV. Les projections de Mi et Ni sont, dks que i est assez grand, 
de part et d'autre de la bande comprise entre les droites indéfinies A i  Bi et  
Ci Di;  Mi et Ni appartiennent alors à deux morceaux différents de &; d6- 
signons par Li l'une des lignes compomnt la section de Si par y = cri et  clioisie 
de façon que Mi et Ni soient sur Si de part et d'autre de Li. Li est de lon- 
gueur au plus égale. à li. 

Nous verrons, $5 95 et 96, que certaines des L, ont une courbe limite L 
n 

dont la longueur au plus égale à 
long. B C 

L est d'ailleurs une courbe plane située dans le plan y = u,  u étant la 
limite des nombres ai correspondant aux courbes Li considérées. De plus L 
divise S en deux morceaux, l'un contenant Ji, l'autre contenant N. 

Donc t o u t e  swfuce qziarvnble peut ét1.e divisée e n  deux morceaux pcy. 
une courbe recf$trble, on peut de plus supposer que cette courbe est dam 
un plan parallèle à un plan P donné. Mais la démonstration précédente sup- 
pose qu'il existe un plan perpendiculaire à P sur lequel l'ensemble des pro- 
jections des points de S contient un domaine. Les seules surfaces pour les- 
quelles cela n'a pas lieu sont celles qui sont sommes de surfaces portées par 
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des plans paralléles à P et  de  surfaces dont l'ensemble des points est aussi 
l'ensemble des points d'une courbe dont l a  projection ne remplit aucun domaine. 
Des raisonnements longs mais simples, analogues à, ceux que nous venons d'em- 
ployer, permettent de montrer que le théorème précbdent s'applique aussi à 
ces surfaces, donc toute surface qua~rable peut être ddcomposée à l'aide de 
couri5es rectifiubles en un novn6î.e $lai de swfaces dont les aires intérieures 
sont aussi petites que 1701a vezlt. 

62. Considérons une surface quarrable S et  soit une suite de  divisions 
de S en un nombre fini de surfaces R l'aide de courbes quarrables. D e  telles 
divisions existent toujours d'après ce qui précède; de plus on peut supposer 
que, dans l a  ibme division Di,  le maxirnum de la  distance de deux points d'un 

1 
même morceau soit E ~ ,  c i  tendant vers zéro avec ,-. Soient A ,  B, C... les f i  

2 

morceaux qui proviennent de l a  division Di; a, b, c . .  . les contours de ces 
morceaux. Soient a, p, y . .  . Mes surfaces polyédrales dont les aires diffèrent 

E 
de moins de -des aires minima de  a, b, c . . . e t  dont les frontières diffèrent 

12 

de moins de E~ de  ces frontières. On peut enfermer A dans un cube de côté 
c i  et nous pouvons supposer que u est tout entière dans ce cube. 

Ceci posé, le raisonnement du  fj 59 nous montre qu'il est possible de 
construire une surface polyédrale Si dont l'aire soit aussi voisine que l'on 
veut de la somme des aires des U, B ,  . . . , c'est-A-dire dont l'aire soit plus 
petite que l a  somme des aires minima des a, b . . . augmentée de a ou du 
moins aussi voisine que l'on veut de cette somme. 

Si 1'011 fait correspondre point à point u et  A les points correspondants 
sont distants au  plus de 3, donc on peut supposer que Si e t  S se corres- 
pondent point à point, le maximum de l a  distance de. deux points homologues 

- 
étant aussi voisin que l'on veut de  E~ 1 3. 

Les surfaces Si ont donc pour limite S e t  par suite la plus petite limite 
de leurs aires est a u  moins égale à l'aire intérieure de S. 

Attachons h chaque division Di le nombre somme des aires minima 
des contours a, b . , . L'aire intérieure de S est au plus égale à l a  plus petite 
limite des nombres 112;. 

Considérons une suite de surfaces polyédrales % tendant vers S et dont 
les aires tendent vers l'aire intérieiire de 8. Traçons sur  clles des courbes 
qui tendent vers a, 6, c . . . On divise ainsi Z p  en n morceaux qui tendent 
respectivement vers A,  B,. . . et dont la somme des aires tend vers une li- 
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mite supérieure à la sommc des aires minima de a, b . . . Donc, quel que 
soit 2, mi est inférieur à l'aire intérieure de S. 

Donc quelle que soit la, suite de divis iom Di, les tzo~îzbres nzi cowes-  
po~zdants ont zme limite: l'aire i dé r i eure  de S. 

D e  cette définition de l'aire intérieure résulte que si l'on divise une 
surface S en deux surfaces S,, S, par une courbe qiiarrable, l'aire intérieure 
de S est la somme des aires intérieures de S ,  et S,. Donc si l'on pose le 
problème des aires avec l e s  conditions 2, 2, 3 bis, 4 i l  est possible et d'une 
sezile manière pour Zes surfaces limitées par des cowbes quawlzbles, l'aire 
d'une surface étant son. aire intirieiwe. 

63. Nous dirons qu'une courbe C tracée sur une surface S est quar- 
rable sur cette surface s'il est possible de l'enfermer dans des morceaux 
de S dont la somme des aires est aussi petite que l'on veut; le mot aire 
ayant le sens qui vient d'être indiqué. 

Supposons tracée sur S une courbe C fermée qui partage S en deux 
morceaux. L'un d'eux est intérieur à C. Dans ce morceau nous pouvons 
tracer des courbes quarrables Ci divisant S en deux morceaux et tendant 
vers C; Ci limite sur S une surface Si, il est évident que l'aire de Si tend 
vers l'aire intérieure du niorceau 2 limité par C. Au contraire si l'on con- 
sidère des courbes Ci tendant vers C, mais extérieures à 2, il se peut que les 
aires des surfaces Si que limitent les Ci ne tendent pas vers l'aire intérieure 
de celle limitée par C. Un raisonne.ment tout-à-fait identique h celui qu'em- 
ploie M.' JORDAN pour le cas où S est un plan (Cours d'Analyse, 2" édition 
5 36) montre que les aires des Si tendent vers une limite déterminée, l'aire 

extérieure de Z sur S. 
Dans le cas où C est quarrable sur la surface et  dans ce cas seulement 

ces deux aires (intérieure et extérieure) sont égales. - 
On voit qu'une courbe de S quarrable dans l'espace est quarrable 

sur S. Ceci revient à dire que si l'on considère sur S une famille de courbes 
quarrables dans l'espace C(A) variant d'une façon continue avec A, l a  courbe 
C (1.) limitant sur S une surface S o.), l'aire de S (1) est une fonction con- 
tinue de A. 

64. Nous pouvons maintenant démontrer que l'aire d'une surface satisfait 
à la condition 3 du problème des aires. Soit une surface S divisée par des 
courbes en morceaux S,, 8,. . , Nous pouvons remplacer chaque surface Si 

par une surface Sri  qui l a  comprend de faqon que la diffhence des aires 
entre Sfi  et Si soit inférieure A un nombre choisi arbitrairement 
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Pour démontrer que la somme des aires des Si, qui n'est pas supérieure 
à l'aire de S, ne lui est pas iiif&rieure, il sufiit donc de démontrer qu'il en 
est de même de la soinme des aires des SIi. Chaque point de S étant inté- 
rieur à I'iin dcs S i  cela serait évident si les Si étaient en nombre fini, à cause 
de ce qui précède. Or, en reprenant le raisonnement que M.' BOREL emploie 
à la page 42 de ses Leçons sur la théorie des forictions et qui nous a déjh 
étt! utile, on voit qu'il suffit de choisir convenablement un nombre fini de 
s u r f ; ~ c ~ s  Si pour que tout point de S soit intérieur à l'rrnc d'elles. 

L e  p o b l è ~ n e  des aires  posé avec les conditions 1, 2, 3, 4 est dom 

possible et d'une seule manière pour les surfaces limitées par des cou~.bes 
quawables ,  17ni~.e d7tuie surface é tan t  son aire  i)ztériezwe. 

On verrait aussi que dans In définition de l'aire intérieure à l'aide des 
divisions Di du €j 62, il est inutile que ces divisions ne fassent intervenir 
qu'un nombre fini de morceaux. 

Remarquons que cette définition de l'aire inthieure d'une surface est 
analogue A la définition de la longueur d'une courbe comme limite des pé- 
1-iinètres des polygones inscrits. Un polygone inscrit définit en effet une divisioii 
de ln courbe à laquelle nous faisons correspondre une division de la surface 
h l'aide de courbes quarrables. A la longueur d'un côté a b  d'un polygone, 
c'est-a-dire à la limite inférieure des longueurs des courbes qui joignent les 
deux points de division cons6ciitifs a, b, nous faisons correspondre la limite 
inférieure des aires des surfaces limitées par C l'un des contoiirs quarrables 
qui intervient dans la division de la surface. 

L'analogie se poursuit plus loin encore, car il est possible de démontrer 
qu'étant donnée une courbe fermée C il existe une surface limitée à C et ayant; 
pour aire intérieure l'aire minima de C'(*) .  Ces surfaces correspondent aux 
côtés des polygones inscrits. 

65. En ghmétr ie  élémentaire on définit les nirei des surfaces cylin- 
driques, des surface8 coniques et des surfaces convexes; il nous est facile de 
légitimer ces définitions. _ 

Soient un cylindre limité à deux sections droites e t  A ,  B deux de ses gé- 
nératrices, elles découpent sur la surface un morceau D. La projection sur 
le plan de A et B d'une surface polyédrale qui tend vers D couvre un do- 
maine qui tend au moins vers le rectangle limité par A ,  B ;  donc l'aire de 
cette surface polyédrale tend au moins vers l'aire de ce rectangle. De lh 

(*) Toir cliapitre VI. 
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résulte que l'aire d'un cylindre est au moins celle de tout prisme inscrit. 
Mais si les faces d'un tel prisme tendent vers zéro le prisme tend vers le 
cylindre et par suite son aire tend au moins vers celle du cylindre, donc 
exactement veps cette aire. 

L a  même d6inonstration s'applique nu cône. 011 voit que les cylindres 
de directrices planes rectifiables et que les cônes de directrices sphériques 
rectifiables sont seuls quarrables. 

Soit une surface S fermée convexe, c'est-à-dire ne rencontrant aucune 
droite en plus de deux points; et soient S,, 8,. . . des surfaces polyédrales 
fermées tendant vers S et dont les aires tendent vers l'aire intérieure de S(*). 

Soit O un point intérieur à S. Prenons pqr rapport à O les homothé- 
tiques S',, S', . . . de S,, S, . . . les rapports étant tels que Si n'ait aucun 
point intérieur à S. 11 suffit pour cela que le rapport relatif à Si soit 
R 

si deux points correspondants de S et  S'; sont distants d'au plus c i  
R - ~ i  
et si R est le minimum de la distance de O aux  points de S, et puisque 

1 
tend vers zéro avec l'aire de S est la limite des aires des SIi. 

O 

Ceci posé considérons un polyèdre convexe P inscrit dans S; tous les 
points de P dtant intérieurs à S e t  par  suite à Si l'aire de P est inférieure 
à celle de Sr , ,  c'est-A-dire au plus égale à celle de S. Si donc nous consi- 
dkrons une suite de polyèdres convexes inscrits dans S et tendant vers S on 
voit, d'unc part que la plus petite limite des aires de  ces polyèdres n'est 
pas inférieure à l'aire de S, d'autre part que la plus grande limite ne lui 
est pas supérieure, c'est-à-dire que l'aitse de S est la limite des aires des 
polyèdres cbnvexea inscrits t e d a n t  vers S. 

Si l'on ne considère qu'un morceau de S limité par une courbe quar- 
rable le même résultat est vrai, comme il résulte de la démonstration prh- 
&dente. Remarquons d'ailleurs que toute section plane de S 4tant convexe 
est rectifiable et par suite quarrable. 

(*) Puisque nous avons défini une surface fermée comme ayant  tous ses  points 
frontières confondus en un point A, nous pouvons seulement aiIirrner que les frontiéres 
des Si, tendent vers  A, e t  non pas que les Si sont fermées. Mais en coupant Si p a r  une 
sphbre X i  de centre A, ce qui détermine autour  de la frontibre de Si une courbe Ci e t  
en fermant l a  portion de Si extérieure a Xi par  l'une des portions limitées p a r  Ci s u r  
Xi, on remplace Si p a r  une surface fermée, laquelle es t  polyédrale si l'on emploie 
la place de Xi un polyèdre convenalde inscrit dans - p .  
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On voit aussi que si une surface convexe S enveloppe une surface 
convexe S' l'aire de S est supérieure à celle de Sr ;  de là résulte que l'aire 
de S' est finie si celle de S est finie et comme on peut prendre pour S un 
cube, toute surface convexe est quarrable. De plus son aire peiit être définie 
comme la limite supérieure de celles des polyèdres coiivexes inscrits. 

Les exemples de ce paragraphe montrent que l'on pourrait en géométrie 
élémentaire définir d'une manière générale l'aire d'une surface S comme la 
plus petite limite des aires des surfaces qui tendent vers S. 

66. Pour les surfaces simples que nous venons d'examiner l'aire se 
calcule par une suite dénoinbrable d'opérations. Dans le cas génkral, pour 
calculer l'aire de la surface par les prochdés précéderninerit indiqugs, il faut 
d'abord diviser la  surface en morceaux aussi petits que l'on veut par des 
courbes quarrables. Nous savons obtenir une telle division si la surface est 
donnée comme limite de surfaces polyédrales dont les aires n'augmentent pas 
indéfiniment. 

Supposons la surface S donnée par:  

z - f (u, v), y = y ( 2 ,  v X = S, (u,. v) ; . 
u, v décrivant un domaine D. Coupons cette surface par x = A, ce qui donne 
sur S un rionibre fini ou infini de courbes. Soiect sur S deux points LW, N 
que iious supposons de part et d'autre de x =A; nous appellerons CO.) l'une 
des courbes sections de S par x = 1, qui sépare S en deux morceaux, l'un 
contenant M, l'autre N. A C (A)  correspond dans le plan (zc, v) y (A). Soit D, 
une partie de D balayée par y(?,). 

Inscrivons dans y (A) un polygone de côtés égaux à 1, et soient P\A, 1,) le 
polygone correspondant inscrit dans C ( A )  et 1 (Z, 1,) sa longueur. 1 (IL, 2,)  est 
ilne fonction continue de ?,, on peut donc la définir par ilne infinité dénom- 
brable de valeurs, celles qui correspondent aux valeurs rationnelles de A; et 
par suite trouver son minimum In (1,)  et  la  valeur ?,, pour laquelle il est at- 
teint. 

Soient I l ,  l , , .  .. tendant vers zéro, les valeurs A , ,  i,, ,.. correspondantes 
ont une valeur limite A,; C(A,) a pour longueur la limite de m (l,), m(1, ) .  . . 
et c'est la courbe de plus petite longueur parmi les C (1). Donc si Tn (ZJ, 
m (1,). . . augmentent indéfiniment S n'est pas quarrable; sinon on sait diviser 
S en deux morceaux par une courbe quarrable. 

On peut donc par une infinité dénombrahle d1cp8rations savoir si une 
surface est quarrable et, si elle l'est, trouver son aire. 



Intégra le, Longueur, Aire. 313 

67. Démontrons que toute courbe quarrable sur une surface z = f (r ,  y) 
est qiiarrable dans l'espace. Soit r une courbe quarrable sur la surface con- 
sidérée S ;  enfermons-la dans un morceau b de S limité par une courbe 

E 
rectifiable C, soit 1 la  longueur de C. Faisons subir à D les tr~nslat ions - 

1 

parallèles d'une part à o z ,  d'autre part à z o. Les nouvelles positions de D 
et l'ensemble des positions occupées par C c.onstitue une surface fermée dont 
l'aire est deux fois c,elle de D augmentée de E .  Cette aire peut donc htre 
rendue aussi petite qu'on le veut; et  puisqu'une surface fermée peut être 
remplacée par une s u r f ~ c e  polyédrale voisine, l'aire étant changée aussi peu 
qu'on je veut, r est quiirrable dans l'espace. 

Cette propriété s'applique en particulier au plan, ainsi que nous l'avions 
annoncé; mais elle n'est pas générale, c'est-à-dire qu'une courbe non quar- 
rable dans l'espace peut être quarrable sur une surface. 

ConsidQrons en effet une courbe plane fermée non quarrable C et une 
circonférence r intérieure à C. C n'est pas quarrable dans l'espace et cepen- 
dant C est quarrable sur la surface quarrable formQe d'une part de la sur- 
face limitée par C sur le plan, d'autre part de la couronne limitée sur le plan 
par C e t  r. 

68. Nous considérons les surfaces: 

ayant en tout point un plan tangent et telles que f, y ,  + aient des dérivées 
partielles du premier ordre continues. 

Isolons sur la surface un morceau qui, par rapport à des axes converia- 
bles, ait pour Qquation x = f (x, y), le plan tangent n'étant jamais paral- 
lèle à O z. 

Soit D le domaine projection sur O x y du morceau considéré 2 ;  soit d i  
le maximum de la valeur absolue des dérivées du premier ordre. Divisons D en 
carrés de côtés parallèles à. O n: et  o y ;  supposons tous ces carrés de côté a e.t 
soit n le nombre de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à D (nous nbgli- 
gerons ceux qui ne sont pas intérieurs à D). 

Soient a y 8 l'un de ces carrés, C la courbe qui lui correspond sur 2, 
a' p' 7' 8' le parallélogramme qui se projette sur a P 7 $ et  qui est dans le plan 
tangent en un point :', q, du morceau de 3 limité par C. 

L a  différence entre l'aire de ce parallélogramme et  l'aire minima de C 
est au plus l'aire de  la partie du prisme projetant C limitée par cettt! coiirbe 
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e t  a ' p f 7 '  Gr. Si nous d4signons par E le maximum de l a  variation des déri- 
vées partielles dans l'un quelconque dcs n carrés, cette aire est au  plus 
2 a' E . 4 .  

L'aire de .z' fi' à' est 

L'aire intérieure de 8, ou pliitôt de la partie de 2 qui se projette à 
l'intérieur des carrés considtkés, est égale & 

t?i nioins de 8 uZ 12. E près. Or d tend, quand a tend vers zéro, vers l'intégrale 

Btendue au doma,ine D; u S n  est inférieur à l'aire de LI, E tend vers zéro 
avec a, donc l'aire est donnée par l'intégrale 

Il suffit d'un changement de variables pour retomber sur la formule 

Nous avons en même temps retrouvé la définition qu'emploie Mnr HERNITE. 
69. 11 serait intéressant de savoir si, dans tous les cas où 17int,égrale 

précédente existe, elle représente l'aire et dans quels cas cette intégrale existe. 
Les méthodes du § 50 avec lesquellas nous avons fait dans le cas des 

courbes l'&de analogue, permettraient peut-être, bien que des difficultés nou- 
velles se présentent, d'examiner le cas où il existe en tout point un plan 
tangent. Mais il faudrait encore étudier le cas où les dérivées partielles de 
x, y, z existont sans que le plan tangent existe. 

J'indiquerai seulement le résultat suivant dont l a  démonstration est fort 
simple. Si les dérivées de x, y, x, considérées comme fonctions de u ou de v ,  

sont toutes inférieures en valeur absolue à un nombre M l'intégrale précé- 
dente donne une limite supérieure de l'aire, 
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70. Dans le chapitre III nous avons appris à former des fonctions qui 
définissent la courbe rectifiable la plus génArale; nous ne résaudrons pas le 
problème analogue relatif aux surfaces quarrables (*), nous allons montrer seu- 
lement que l'on peut définir une famille intéressante et fort étendue de sur- 
faces quarrables qui jouit de propriétés analogues à celles de l a  famille des 
courbes rectifiables: c'est la famille des surfaces rectlfiables. 

Nous dirons qu'une surface S 

définie pour un certain domaine D du plan ( 1 4 ,  v\, est rectifiable si, à toute 
courbe rectifiahle de D correspond une courbe rectifiable de S. 

Signalons d'abord une différence entre les courbes et  les surfaces recti- 
fiables. Dire qu'une courbe est rectifiable c'est donner une propriété de l'en- 
semble de ses points; dire qu'une surface est rectifiable c'est donner une 
propriété de  l'ensemble de ses points et une propriété de l a  représentation 
particulière qui définit la surface. En d'autres termes, une surface rectifiable 
Peut cesser dc l'étre si l'on change de représentation paramétrique. Par exem- 
ple, la demi-sphère 

n'est pas rectifiable, et  la demi-sphère 

x = R sin û cos y ,  y = R sin 8 sin y ,  z = R cos 8 
l'est. 

11 est d'abord évident que pour qu'une surface soit rectifiable il faut et  
il suffit que ses projections le soient; qu'il s'agisse de projections sur des plans 
ou sur des droites. Nous pouvons donc raisonner sur la surface 

x = f (21, v), y = O, 2 = 0. 

Soicnt a, b deux points du plan ( 2 1 ,  v),  A et  B les points de la surface 
qui leur correspondent. Nous allons démontrer que le rapport 

distance A H - 
distance a b - r (a, b )  

(*) Cependant, une surface quarrahle étant  limite de surfaces dont les aires  n'aug- 
mentent pas  indéfiniment, il es t  facile d'indiquer un procédé régulier permettant d'obtenir 
toute  s i i rbce  quarrable p a r  une suite dénombrable d'opératioiis. Mais un te l  procéilé n'est 
pas comparable pour l a  siinplicité j celui qui fourilit les courbes rectifiables, 
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est limité. E n  effet, s'il ne l'était pas, on pourrait trouver iine suite a , ,  O , ;  
a,, b, ; . . . telle que les rapports correspond~nts augmentent indéfiniment ; oii 
pourrait même supposer que les points ai d'une part, bi  d'autre part .  ont des 
points limites a et b. a et  b sont confondus, sans quoi r ( a ,  b) serait infini, cc: 
qui est impossible. Choisissons une série convergente à termes positifs dé- 
croissants, soit 

& 1 + & 2 +  ... 
Soient a,,, bpi deux points dont les distances à a sont inférieures à ~i et 

1 tels que r (aai ,  bpi) est supérieiir à -. Considérons la courbe obtenue en al- 
ci 

lant de a à a,, en ligne droite, de o,, B bah de bs, à a,, ei ainsi de suite 
assez de fois pour que le chemin parcouru sur a,, bp, soit compris entre E ,  

et  2 E , ,  on arrivera ainsi soit en a l  soit en 3, ; on parcourt l a  droite qui joint 
ce point à n ,  puis on va de a à a,, et l'on parcourt sur aaB bpL une longueur 
comprise entre e, et 2 et l'on va de a,* ou bPL à a et ainsi de suite. La 
courbe du plan (u ,  v) ainsi parcourue est de longueur :lu plus 

4 ( € 1  + E g  + ' ' '). 
La courbe de la surface ainsi parcourue est de longueur au moins 

donc de longueur infinie, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Ainsi r ( a ,  b )  est limité, cette condition est évidemment suffisante; on 

peut l'exprimer ainsi: la coizditiotz nécessaire et sufisante  pou^ qu'une 
surface soit donnée sozls forme ~ e c t i j a b l e  est que f (u, v) ,  y (u, v), + ( u ,  v )  

considé~ées comme fonctims de la sezde variable u ou de la seule variable v 
crient des nombres dt?ric& bornés. 

Occupons-nous de la surface projection sur o x .  Les courbes 

u = f i  ( t )  v = y, ( f ) ,  

f ,  et  y ,  étant croissantes, qui joignent u,, v, à zc, v ont une longueur au 
plus égale à 

U-U, ,+U-v ,  

(nous supposons que u, ,  v, sont les plus petites valeurs de u et u et  que u,, v, 

définit un point de la. surface; il est facile de se débarrasser de cette hy- 
pothèse) ; les courbes correspondantes de la surface ont donc des longueurs 
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au plus dgales à 

M ,/2 (u + v - 21, - v,) 

si les nombres dérivés de f sont inf6rieurs à JI. 
Soit V ( u ,  V )  le maximum de ces longueurs, c'est une fonction croissante 

de u et de v dont les nombres dérivés sont inférieurs à III. 
D'ailleurs si 

21,>u*, v , > v , ,  
on a: 

V ( % ,  VI) - m*, vJ 2 1 f (u, ,  V I )  - f tu,, vt) 1, 
donc 

sont des fonctions croissantes de u  et  v et f (u, v)  est la différence de deux 
forzctiow croissantes dont les ~zombres dérivés sont ilzférieurs à M. 

Si nous avions recherché la condition pour qu'à toute courbe rectifiable 
t = x (5) de l'axe des t corresponde sur la courbe 

X =  f i t ) ,  p = y ( t ) ,  z = + ( t )  

une courbe rectifiable 

= f [ x ( @ l ,  Y = Y . [ X ( Q ) I ,  - + [ x ( 9 ) 1 ,  

nous aurions aussi trouve que f ,  y ,  il, sont des différences de fonctions crois- 
santes à nombres ddrivés bornés. 

71. Montrons que les surfaces rectifiables sont quarrables. Divisons le 
domaine D du plan (24 ,  v) en carrés. Soit a le côté de l'un d'eux, la courbe 
qui correspond à son périmètre a une longueur au  plus égale à 4 Ma. L'aire 
mininia de cette courbe C est au plus l'aire du cône dont le sommet est 
sur C et  dont C est la directrice. Or on obtient cette aire comme limite des 
aires analogues relatives aux polygones inscrits dans C et tendant vers C; 
l'aire minima de C est donc au plus égale à celle que limite dans le plan 

ML cercle une courbe de longueur 4 Ma c'est-A-dire au plus l'aire --- - 

de circonférence 4 Ma. 
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L'aire de la surface est donc au plus celle du domaine D multipliée 

G m  surface rectijable est donc quuwable e t  le ~ a p p o v t  de l'aire d 'un  
nzorceuu de szwfuce ci l'aire de la partie cowespoîzdante d u  plan (u,  v) est 

bonze'. 
72. L'ensemble des surfaces rectifiablcs est fort étendu; il comprend 

par exemple toutes les surfaces analytiques, tous les cylindres et cônes dé- 
vcloppables (*), toutes les surfaces convexes, à condition de choisir convena- 
blement la représentation paramétrique. Mais i l  existe des surfaces quarraldes 
qui ne sont pas rectifiables, quelle que soit la représentation paramétrique 
choisie. 

Considérons en effet dans le plan des x c une courbe z = f (z), passant 
par l'origine, définie pour O < x  < 1 et telle que, s étant l'arc, on ait: 

Cette courbe n'est pas rectifiable, mais tout arc de cette courbe ne com- 
prenant pas l'origine l'est; c'est-A-dire que le cylindre x = f (x) n'est pas 
quarrable mais que tout morceau ne rencontrant pas l'axe des y l'est. 

Considérons la partie de cylindre qui est situde entre les plans x= O, 
x = y ;  elle est quarrable et d'aire: 

L a  surface comprenant ce morceau de cylindre et symétriqiie par rapport 
aux plans x = O, y = O, s = y, :c - - y est donc quarrable; mais il ne 
passe aucune courbe rectifiable de  cette surface par l'origine, donc elle ne 
peut être mise sous forme rectifiable. 

(*) Chapitre V. 
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CHAPITRE V. 

Surfaces applicables s u r  l e  plan. 

73. Nous nous servirons de la propriété suivante: 
Si dans tout intervalle les fonctions (f, f , ) ;  (y, y,); (+, +,) ont les mêmes 

variations totales finies les deux courbes ( f i  y ,  +) et ( f , ,  y , ,  +,) ont la même 
longueur. 

E n  effet, soit une division de l'intervalle de variation de t 

L a  longueur de la première courbe a pour valeur approchée 

Soit u [f ( t ) ]  la  variation totale de f entre t ,  et t .  
L a  somme précédente differe de 

de  moins de 

Donc 1st longueur peut être définie comme la  limite de 

e t  cette somme est la même pour les deux courbes. 
74. Considérons une courbe rectifiable quelconque C, x= f (t), portée 

par l'axe des x, effectuons la transformation ponctuelle X =  y (x), y étant 
continue. A la courbe C correspond la courbe ï, X =  y [ f  ( t ) ] .  Proposons- 
nous de rechercher quelle doit être la fonction y (x) pour que C et I' aient 
toujours l a  même longueur. 

Si la fonction f ( t )  se réduit à t, r a polir équation X = cp (t), ce qui 
montre que 9 (x) doit avoir entre t ,  et t ,  une variation totalc égale 9. t ,  - t,,.  
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Supposons cette condition remplie e t  prenons pour C une courbe rectifiable 
quelconque. Inscrivons dans cette courbe un polygone, soit E la longueur ma- 
ximum des côtés de ce polygone. Si les sommets de ce polygone correspon- 
dent aux nombres ti, sa longueur est: 

et celle du polygone correspondant de r 

Or quand E tend vers zéro la plus petite des limites de cette Romme est 
@ d e  A la  variatjon totale de y entre f (t,) et 7 (t,) c'est-à-dire h 1 f (t,) - f (t,) 1. 
La longueur de r est donc supérieure à la corde qui joint les extrémités de C. 

Divisons C en arcs partiels, le même raisonnement montre que l a  lon- 
gueur de r est supérieure à celle du polygone formé par les cordes des arcs 
partiels considér6s. Donc la longueur de r n'est pas inférieure à celle de C. 

D'ailleurs la longueur de r est la limite de la somme 1 (r) et  d'après 
ce que nous avons silpposé on a :  

1'9 [f ( t i +~> ]  - [f (di>] 1 S I  f (ti+l) - f ( t i )  I 
c'est-à-dire que 1 (r) est inférieure à t (C). 

Donc C et r ont la même longueur. 
Pour trouver toutes les transformations ponctuelles de l'axe des x qui 

ne changent pas les longueurs des courbes portées par cet axe, il suffit donc 
de trouver toutes les fonctions y, (x) dont la variation totale dans un interralle 
quelconque est égale à la variation de x dans cet intervalle. Pour cela, 
prenons une fonction continue à variation limitée f ( t ) ,  c7est-à-dire la diffé- 
rence de deux fonctions continues croissantes. Soit u (t) la  fonction qui re- 
présente la variation totale de f entre t, et  t, affectée du signe + ou - suivant 
que t est supérieur ou infkrieur h t , .  L'équation x = u ( t )  peut être résolue 
par rapport à t puisque v ( t )  est une fooction croissante, soit t = + (x). La 
fonction f [# (x)] est la plus générale répondant à la question. 

75. Soient trois fonctions F, @, Y ,  dont les variations totales sont 
dans tout intervalle égales à la longueur de l'intervalle. 

La transformation ponctuelle 

fait correspondre à toute courbe C une courbe I' de même longueur. E n  
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effet, si C est définie par f (t), rp (t), + (t), r est définie par F [f (t!], @ [Y (t)], 
iY [JI (t)] ; et les deux fonctions telles, que f (t), F [f ( t )] ,  ont, dans tout intervalle, 
la même variation totale et  il en est de même pour g> (t), @ [g> (t)] ; + (t), 

y [+ <t)]. 
L a  transformation dont il s'agit fait correspondre à chaque point de 

l'espace (x, y, x )  un seul point de l'espace (X, Y, 2). Mais à un point de cet 
espace peut correspondre un ensemble de points de (r, y, x )  ayant la puis- 
sance du continu. Si la  transformation Qtait biunivoque, ce serait une sy- 
métrie plus un dbplacement ou un déplacenient. 

Remarquons encore qu'k toute courbe de l'espace (x, y, z) correspond 
une courbe de l'espace (X, Y, 2)  mais que la réciproque n'est pas vraie. 

76. Soit une surface S, appliquons lui la transformation ponctuelle du 
paragraphe précédent; on trouve uné surface 2. A toute courbe tracée sur S 
correspond une ligne de même longueur tracée sur 2; à toute courbe de 2 
correspond une courbe de S car, se donner uiie courbe sur S ou sur 2, c'est 
se donner une courbe dans le domaine plan ( u ,  v) qui sert à définir S. 

Entre les points de S et de Z on peut établir une correspondm~ce biu- 
nivoque telle qu'à toute courbe rectifiable tracée sur l'une des surfaces cowes- 
ponde sur E'uutre une courbe de même longueur. 

Deux surfaces qui jouissent de cette propriété sont dites applicables l'une 
sur l'autre. Cette définition n'est intbressante que si par tout point des sur- 
faces considérées passent plusieurs courbes rectifiables. Elle aurait peu d'intérêt 
s'il s'agissait de cylindres à, section droite non rectifiable, car sur de tels 
cylindres les génératrices sont les seules courbes rectifiables. 

La d4finition précédente n'aurait plus aucun sens s'il s'agissait de surfaces 
de la forme 

f et q> étant . à  variation non bornée, de telles surfaces ne &ontenant en gé- 
n6ral aucun arc de courbe rectifiable. 

77. Il est, au  contraire, très intéressant de savoir si deux surfaces ana- 
lytiques sont applicables l'une sur l'autre. On sait que, pour une surface 
analytique 

la longueur d'un arc correspondant St des fonctions u, v ayant des dérivées 
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continues, a pour différentielle 

Pour que deux surfac,es anal ytiqi~es soient applicables l'une sur l'autre, 
les points ( u ,  v) des deux surfaces se correspondant, il faut que pour les 
deux surfaces les quantités E, F, G soient les mêmes. 

Montrons que ces conditions sont suffisantes; cela est évident pour les 
courbes analytiques et  pour celles qui sont composées d'un nombre fini d'arcs 
analytiques. 

Soit maintenant un arc rectifiable quelconque sur une surface analyti- 
que S. Considérons un ligne polygonale P inscrite dans cette courbe. Aux 
sommets de P correspondent dans le plan (26, v) des points que nous considérons 
comme les sommets d'un polygone x du plan des (zc, v ) ;  soit n la courbe 
de S qui correspond à rr. Nous allons démontrer que, lorsque les côtés de P 
sont assez petits, la  différence des longueurs eiitre P et est aussi petite qu'on 
le veut. 

Soit A B un côté de P, ab le côt6 correspondant de x .  Evaluons le rap- 
' port long . A B: long.  a b. Si les coordonnées de a et b sont (u, v);  (u + t cos 8, 
v + t sin 8) ce rapport est : 

Cette fonction n'est définie que pour t =:= O, nous poserons 

r' (u, v, 8, O) = E cos2 8 + 2 F sin 6 cos 6 + G sin". 

L a  fonction r2 ainsi définie est continue par rapport à l'ensemhlc u, v, 
8, O. Cela est évident si t =I= O ;  montrons qu'il en est encore ainsi pour le 
point u,, v,, O , ,  O. Si cela n'était pas il serait possible de trouver une suite 
de valeurs ai, vi, si, ti tendant vers u,, v,, 8,, O les valeurs correspondantes 
9 ( u i ,  vi, si, t i )  ne tendant pas vers r2 (u,, v,, Q, , O). Dans une telle suite 
aussi loin que l'on aille, on trouvera des valeurs de ti différentes de zéro, 
car r (u, v, O, 0) est continue par rapport l'ensemble u, v, 8. On peut donc 
supprimer tous les groupes ui, v i ,  Q i ,  t, pour lesquels ti est nul, ou, ce qui 
revient au même, supposer tous les ti différents de zéro. Rous avons à cher- 
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cher l a  limite de 

1 
- S [ f  (u i  + ti cos Bi, vi + t i  sin Q i )  - f (ui , vi)Ie. 
t ; 

Ceci s'écrit 

S [ru (ui + t i  COS ei, vi + vri ti sin 8;) cos Bi + 
$- f',, (ui f ti cos B i ,  vi + ut i  t i  sin Bi) siil 

Les nombres correspondant à f, Y,:' à y, à 4 étant compris entre 
zéro et un. 

Les dérivées premières sont continues par rapport à l'ensemble «, v donc 
la limite est 

La fonction 7-'(u, v, 8 ,  t )  6tant continue, on peut trouver une valeur q 

telle que, pour 

Supposons tous les côtés de x de longueur inférieure à q et soit A o. B 
l'arc de II correspondant au côté (4  b de ;T. Evaluons la longueur de cet arc. 

Pour cela inscrivons un polygone Q dans l'arc, un côté M N  de ce po- 
lygone correspond à un segment m n porté par le côté a b  et l'on a, en con- 
servant les notations prdcédentes 

- 9. (u,  O ,  8 ,  0) / < E. 
long m n I ?.Ong 

Donc 
I l o n g A a B  - l o n g n b . r ( u ,  v, 8 ,  O ) I < l o n g u b . s  

Mais on a aussi 

( I o n g A B - l o n g n b . r ( u ,  v, 8, O ) ( < l o n g a b . ~  

E t  par suite 
long AaB-long.4 B < 2 l o n g a b . ~  

On en déduit: 
long il - long P < 2 long a . e. 
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La  longueur de n tend vei.6 la longueur de la courbe c du plan des ( r r ,  v )  

qui correspond à la courbe considérée C de l'espace. Montrons que c est 
rectiôable si la surface dont il s'agit n'a pas de point singulier. On sait 
qu'on appelle ainsi ceux pour lesquels les trois déterminants fonctionnels tels 

que sont nuls. (11  agit là soit de points singuliers de la surface, 
(u, 4 , . . 

soit de points singuliers de la représentation paramétrique en 24, v). 

Les dérivhes premières de f, y, + ne s'annulent donc pas en même temps 
et par suite Y ~ U ,  v,  8, 0) est toujours supérieur à un nombre fixe positif. 
Si I'on choisit r assez petit il en est de même, pour O < t < t, de rg (u, v,  8,  t )  
que nous supposerons supérieur It Mt> O .  ' 

Donc on a :  
longa b 1 

long A B < ( M > o )  
et par suite 

long c 1 
long u < X 

et puisque C est rectifiable c l'est. 
L a  différence long ïi - long P tend donc vers zéro quand P tend vers C 

et I'on peut dire que: sur une portion de surface analytique ne contenant 
aucun point singulier la longueur d'uiie courbe C est la limite inférieure des 
longueurs des courbes de la surface dont C est la limite. 

Nous avons déjà vu que si deux surfaces analytiques S et 2 ont le 
même d se, à toute courbe analytique, ou composée d'un nombre fini d'arcs 
analytiques de l'une correspond une courbe de même longueur sur l'autre. 
La courbe que nous avons désignée par Ii est composée d'un nombre fini 
d'arcs analytiques, la définition de la longueur que nous venons de trouver 
prouve donc qu'à toute courbe rectifiable de S correspond une courbe de 
même longueur sur 2 et inversemcmt. 

Nous avons retrouvé le rhsultat classique pour que deux surfaces ana- 
lytiques soient applicables l'une sur l'autre, les points de ces deux surfaces 
correspondant aux mêmes valeurs de u, u étant homologues: il est nécessaire 
et suffisant qu'elles aient même d s2 ("). 

p) On pourrait, eteiidre ce résultat 6, des cas plus généraux, en ne supposant pas les 
siiri'aces analytiques. Nais ce qui précède suffit pour légitimer les applications que l'on 
fait de la uètliode classique, 



78. Demandons-nous maintenant si toutes les surfaces applicables sur 
une surface analytique sont analytiques. 

P a r  exemple toutes les surfaces applicables sur le plan sont-elles analy- 
tiques? - Soit C le cône 

On sait, d'après la théorie classique, qu'il est applicable sur le plan. Ef- 
fectuons la transformation ponctuelle 

X = r ,  Y=y, Z=Y(z), 

ayant entre z, e t  z ,  une variation totale égale A 1 x, - z, !. A C correspond 
une surface r applicable sur C; r est de 1-évolution et n'est ni un cône, ni un 
cylindre, c'est une surface non analytique. Si en particulier nous prenons 
pour la fonction Y l'une de celles qui ont été définies au chapitre III et qui 
ont des maxima et des minima dans tout intervalle (*) la surface r est 
m e  surface de 1-évolution upplicab2e sur le plan et ne contenant aucun sey- 

ment de droite (**). 
79. Des exemples analogues à celui qui précède peuvent être obtenus 

par des procédés différents. Occupons-nous toujours des surfaces applicables 
sur le plan. 

L a  théorie classique montre que les développables analytiques sont appli- 
cables sur le plan. Soit S une telle développable, G l'une de ses gériératrkes, 
G partage S en deus  morceaux S,, S*, 

Fiisons glisser S ,  le long de G, puis faisons tourner S, autour de G. 
AprSscette double opération géométrique on obtient une nouvelle surfiice 1 
qui est applicable sur le plan or1 plus exactement dont un morceau compre- 
nant un segment de  G, plus ou moins grand suivant la grandeur de la trans- 
lation de S,, est applicable sitr le plan. 

L a  même opération rép6tée un nombre infini de fois pour une infinité dé- 
nombrable de génératrices formant un ensemble partout dense sur la surface 
donnera, si les translations et les rotatioi~s sont convenablement choisies, une 
surface réglée applicable sur le  plan et ne contenant aucun morce:m de dé- 
veloppable. 

(*) C'est-à-dire que f (o) étnrit la fonction définie au  3 48  nous posons W ( x )  = f (TI .  

(**) D'une façon plus précise la méridienne de I' ne contient aucun segment de 
droite, mais de plus r ne peut contenir un morceau de surface gauche de révolution 
donc r ne contient pas de droite. 
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Prenons niaintenant une développable analytique S et soit C une courbe 
analytique tracée sur S. Réalisons la correspondance entre S e t  le plan, soit c 
la transformée de C. Soient A un point quelconque de G, P le plan tangent 
en A à S, & le plan osculateur en A à C, et  soit P' le symétrique de P par 
rapport à Q. 

Les plans P' ainsi définis enveloppent une développable S r  dont on peut 
réaliser l'application sur le plan de façon qu'à C corresponde c. Si C n'est 
pas géodésique S et S' sont deux surfaces différentes. 

c partage le plan en deux régions A , ,  A,; C partage s en deux ré- 
gions s,, S,  correspondant respectivement h 4 ,  et A , ;  de même sur s' nous 
avons les deux régions sr,,  sf2. 

Soit S la  surface SI + Sr,; c'est une surface non développable applicable 
sur le plan (*). 

Pour bien définir 2, c'est-&-dire pour distinguer entre SI +sf2 et S2 f S', 
nous prenons arbitrairement un point M sur S, ce point M fixera celle des 
rhgions que nous désignons par 8,. Dans toutes les opérations ultérieures ce 
point X restera fixe. 

2 peut être définie comme la surface applicable sur le plan, formbe de 
deux morceaux de  développables analytiques dont la frontière commune est 
la  ligne correspondante * à  c, et qui autour de M est confondue avec S ;  ce 
que nous rappellerons par In notation Z (8, c, M ) .  

c,, c,, c3,. .. cn étant 1% courbes analytiques planes ne se rencontrant pas, 
nous désignerons par 2 (8, c , ,  c,, . . . c,, M )  la surface applicable .sur le 
plan, formée de morceaux de développables analytiques dont les lignes sin- 
gulières - c'est-à-dire les frontières communes à deux morceaux analytiques - 
sont les courbes qui correspondent à c,, en,. . . c*, e t  qui est confondue avec S 
autour d u  point M. 

Soient maintenant c, ,  c r i ;  c,, c',; . . . des courbes analytiques planes ne 
se rencontrant pas. 

Considérons les surfaces 

S, 2 (S, c,, cll,  M ; ,  Z ( S ,  C I ,  cf1,  c,, c ' ~ ,  I I ! ) .  . . , 
si les courbes ci, c ' ~  sont convenablement choisies, ces surfaces Auront une 
surface limite applicable sur le plan. 

Pour obtenir l'exemple du p ~ r a g r a p h e  précédent il faut choisir pour 

('k) O u  du moins dont u n  morceau comprenant u n  arc de C cs t  applicable sur  le plan. 
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polir courbes c i ,  cei celles qui correspondent aux parallèles de  ce cône passant 
par les points Ai, Ri (nolations du paragraphe 48) situSs sur la génératrice 

et  pour point M, l'origine 0. 
Designons par 2 (S, cc,, cl,, c , ,  cf,, . . . O) la surface ainsi obtenue. 

20. On peut passer de cette surface à son développement par une 
déformation continue. Pour le voir, considérons le développen~ent du cône S 
supposé fendu le long de la. génératrice y = O, x  = z. Ce développenient est 
un secteur que nous supposons placé dans le plan des x y du côti! des y 
positifs, la génératrice y = O, x  = x ayant pour transformée la. partie positive 
de l'axe des r ,  et la  portion du cône voisine de cette génératrice et située 
du côt6 des y positifs ayant pour transformée la portion du plan des x y 

voisine de l'axe des r. Soit S ( 0 )  cc secteur, c'est sur lui que sont tracées 
les circonf4rences c i ,  cri. Désignons par S ( t )  le cône 

ou plus exactement la portion dc cône applicable sur S ( 0 )  limitfe par la 
génératrice y = 0, z = t z et qu;, dans le voisinage de cette génératrice, est 
du côté des y positifs. 

S(1) est le cône considéré précédemment S. 
Si t représente le temps, par une déformation continue conservant les 

longueurs, on passe de IR surface S (O) (tt l'origine des temps), au cône S (au 
temps 1). On passe de rnêine de la surface 2 [ S  (O), cl ,  c', , c,, clo. .  . c,, ~ l n ,  O] 
à la surface 2 [S, c l ,  c',, c,, cr, . . . c,, c', , O] par l'intermédiaire des surfaces 
2 [S (t), C l ,  c', . . . c,, c', , O]. 

Ces siirfaces ont, t restant fixe, une surface limite B [S( t i ,  c l ,  c', . . . O ] .  
La transforn~ation ponctuelle 

X=x, Y=y, Z = Y t ( z )  

qui permet de passer de cette surface de révolution, supposée entière, au cône 
S(t) ,  supposé entier est définie par une fonction Yt(z) qui admet entre zo et  
2, une variation totale égale à (z ,  - x , )  (&). Donc cette surface est applicable 
sur  S (O). 

(*) O n  le verrait en repreiiant les raisonnements du paragraphe 48. 
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Comme les surfaces S (O), 2 [S (O), c,, c',,... c , ,  c',, O], 2 [S (O), c l ,  c', ,... O] 
sont identiques, on voit que l'on passe par une d6formation continue du sec- 
teur plan à la  surface de rdvolutinn 2 (S, c , ,  c', , . . , O). 

Il est facile de réaliser des modèles des surfaces de révolution applicables 
sur le plan que nous venons d'obtenir. 

On sait, à l'aide d'une feuille de  papier, réaliser le modèle d'un cône de 
révolution par une ciéformation image de la déformation du cône S(t) .  De 
même on peut réaliser une déformation du papier, image de 1s déformation de 
la surface 2 [S ( t ) ,  c, ,  O], ce qui doniie un modèle de la surface B [S, c l ,  O] 
laquelle est formée de deux morceaux de cônes de révolution. 

D'une manière géiiérale on sait former un modèle de X [s, c, c', , . . . cf,, O] 
par la déformation d'une feuille de papier; donc par ce procédé on réalisé, 
avec telle approximation que l'on veut, l'image de ': (8, c,, c', , c , ,  c',, . . . , O). 

Si l'on admet que l'on peut rédises par déformation du papier l'image 
de toute développable analytique, les images de toutes les surfaces définies 
au 3 79 s'obtiendront par le même procédé. 

L a  déformation d'une feuille de papier nous permet donc d'obtenir des 
images des surfaces non analytiques applicables sur le plan aussi parfaites que 
celles que l'on obtient par le même procédé pour représenter les surfaces ana- 
lytiques. E n  ce sens, on peut dire que, pour prévoir l'existence de surfaces 
non analytiques applicables sur le plan, il suffisait de remarquer cornbien la 
forme des surfaces physiquement applicables sur le plan diffère de celle des 
surfaces développables. 

Notons encore que le procédé en apparence le plus simple, celui qui 
s'est le premier présenté A l'esprit, permettant de faire correspondre un pro- 
blème géométrique au problème physique de la déformation des surfaces, con- 
duit à la considération de fonctions continues n'ayant pas de dérivées. 

81. Les résultats précédents sont en contradiction avec les énoncés clas- 
siques relatifs à l'application et à la  déformation des surfaces. Nous avons, 
par exemple, trouvé des surfaces applicables sur le plan et non développables. 

L a  contradiction n'est qu'apparente. Les énoncés classiques sont en effet 
obtenus à l'aide de raisonnements qui supposent implicitement ou explicitement 
l'existence et la continuité de toutes les dérivées que l'on est conduit à con- 
sidérer. L e  nombre de ces dérivées varie d'une question à l'autre, dans quelques 
raisonnements on suppose même que les fonctions dont on s'occupe sont ana- 
lytiques, de sorte que les énoncés classiques ne sont démontrés que pour cer- 
tains ensembles de surfaces qui varient suivant la nature de  la question. D'une 
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manière générale, les démonstrations sont valables pour l'ensemble des surfaces 
analytiques et, le plus souvent, les surfaces analytiques ne forment qu'une 
classe t,rès particulière dans l'ensemble de celles auxquelles s'appliquent les 
raisonnements employés. 

Prenons par exeiriple ce théorème: Toutes les surfaces applicables sur 
le plan sont développables. 

La dénzo~&rutiotz qzc'en a donriée OSSIAN BONNET (') s'appljque à fozites 
les surfaces ayunt  des rayons de courbur-e principaux variant d ' m e  fapon 
contimle. E n  effet OSSIAN BONNET démontre que si x ,  y, ,N sont les coor- 
données d'un point de la surface, cc, ,û celles du point correspondant du 
plan, on doit avoir 

et de là il conclut que les trois fonctions a x a:,  :: sont fonctions de 
G' a 

l'une d'entre elles, et la théorie ordinaire du déterminant fonctionnel suppose 
l a  continuité des dQrivées qui interviennelit dans le jacobien. 

ôtx a*x Les dérivées secondes - -, . . . doivent donc exister et  être con- 
a x e  a a a p  

tinues pour que le raisonnement d'O. BONNET ait un sens, ce qui revient à 
supposer que la surface jouit de la  propriété géométrique indiquée. 

Les surfaces construites au paragraphe 78 nous montrent que non seulement 
l'énoncé du théorème d' OSSIAN BONNET n'est Iégitiinb. que pour certaines 
surfaces mais encore qu'il n'est exact que si l'on fait certaines restrictions 
sur la nature des surfaces considérées. 

82. Comme autre exemple prenons la réciproque di1 théorème d'Os- 
SIAN BONNET: 

Toute surface développable est tipplicable sur le plan. 
On la démontre ordinairement en supposant que l'on appelle surface dé- 

veloppable la surface form6e par les tangcntes à une courbe gauche ayant 
des plans osculateurs variant d'une façon continue. car on met le d s 2  de la 

(") dnnnli  di Matemntica, 2." Série, Tome VIL Cette démonstration e s t  reproduite 
avec  les mêmes notations dans le Tome 1 des Leçons sur la théorie des SiwJnces de 
M;' D~nnous; e t  dnns l e s  Traités c l ' ha l y se  de RIiM,rs JORDAN et  PICARD, 
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surface sous la forme 

(notations du traité d'Analyse de M.' PICARD), R désignant le rayon de courbure 
de la courbe gauche. 

On 'donne couramment au mot surface développable deux significations 
distinctes. On appelle ainsi : 

1." Une surface décomposable en cônes, cylindres et  surfaces engendrées 
par les tangentes à une courbe gauche. 

2 La surface enveloppe d'un plan dépendant d'un paramètre. - 
C'est cette définition qui sert dans le théorème  O OS SI AN BONNET. 

Soit 
u x + v y + z u x + p = o  

ce plan. - L'enveloppe est définie par cette 6quatiori e t  

d x  + v l y  + w ' x + p ' = O ,  

les dérivées étant prises par rapport su paramètre t dont dépend le plan. 
C'est-à-dire que l'on obtient 1'8quation de la surface en r6solvant par ra.pport 
à t cette seconde équation et en portant dans la première. D'après la théorie 
des équations implicites cela suppose l'existence et l a  continuité de u", u", 

w", p"; mais il n'en résulte pas que la surface soit développable au  sens 1. 
Supposons en effet que y" soit continue, le plan 

a = t x + t e y + y , t )  (1) 

a une enveloppe. Les génératrices données par (1) et  

o = x + 2 t y + * ' ( t )  

varient d'une façon continue. Si donc la courbe doiiiiée par (l), (2) et 

O = 2 y + *" ( t )  

était tangente aux génératrices elle serait rectifiable. Or on peut prendre (2) 
à variation non bornée, donc la surface (l.), (2) est développable au  sens 2 
sans l'être au  sens 1. Il est dYailleur8 évident que toute surface développable 
au sens 1 ne l'est pas nécessairement au sens 2. 

L'énoncé de la réciproque du théorème  O OS SI AN BONNET suppose donc 
que le mot développable ait le  sens restreipt donne au commençemept de ce 

paragraphe, 
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Pour obtenir un résultat un peu plus g h é r a l  nous allons iechercher dans 
quels cas on peut appliquer sur le plan un cylindre, un cône, une surface 
formée des tangentes à une courbe gauche. 

83. Pour qu'un cylindre soit applicable sur le plan il faut qu'entre 
deux quelconques de ses points on puisse tracer une courbe rectifiable. Si  
les deux points choisis ne sont pas sur une même géiiératrice l a  projection 
de cette courbe, sur le plan de la section droite du cylindre, ne se réduit 
pas à un point et  par suite' est une courbe portée par ln courbe section 
droite ; c'est-à-dire que si 

est la section droite la projection considér6e a des équations qui s'obtiennent 
en remplaçant dans ces formules t par une fonction continue d'un paramètre. 

La projection étant rectifiable, la section droite l'est aussi (*). 
Pour p ' u n  cylindve soit applicable sur le plan il est donc nkessaire 

que sa section droite soit ~ectifiable; cela est aussi sufisant, E n  effet pre- 
nons sur la section droite une origine O, et faisons correspondre & tout point 
a de cette section droite le point A de l'axe des x tel que 0 A soit égal à 
l a  longueur de l'arc O a de sectioii droite. Faisons correspondre de plus à 
toute génératrice une parallèle à l'axe des y (les axes sont rectangulaires) 
les longueurs portées par les gén8ratrices étant conservées. Cette correspondance 
réalise l'application. 

Soient en effet c une courbe du cylindre, C la courbe correspondante du 
plan, a et  b deux points de c, A et B les points correspondants de C, a ,  

et b, les points de la, section droite appartenant aux mêmes génératrices que 
a et  b, A, et  B, les points correspondants du plan. On a évidemment 

et  par suite AB > a. 
Les d e u i  trapèzes rectangles a a ,  b, O ,  A A, R, B ont mêmes bases, 

donc l a  différence entre les liypoténuses est inférieure à celle des hauleurs, 
- - 

AB - a b >  A ,  B, - a,. 

(") C'est de là que résulte une propri6t6 q u i  nous a déjà servi: sur un cylindre 
dont la section droite n'est pas rectifialle, les seules courbes rectifiables sont portées par 
les génératrices, 
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D'où, si l'on divise c en arcs tels que a b  

Les deux premières sommes tendent vers les longueurs de C et c, les deux 
dernières vers les longueurs des projections de C: et c sur l'axe des z d'uiie 
part, sur la section droite d'autre part. Ces deux dernières sommes sont égales, 
donc C et  c ont la même longueur. 

84. Résolvnns le même problème pour les cônes. Soit un cône ayant 
pour sommet l'origine, s'il est applicable sur le plan il contient des courbes 
rectifiables non portées par les génératrices. Soit 

une de ce courbes. L a  courbe rectifiable 

est portée par une directrice sphérique du cône. On appelle ainsi pour le 
cône dont le6 génératrices ont les cosinus directeurs 

k étant indépendant de t. 
Dans un cône applicable sur le p2102 la  directrice sphérique est donc 

rectifiable. Et réciproqueme~zt toict cône à directrice sphérique rectifiable est 
upplicable sur. le plan comme on le voit en faisant correspondre à la direc- 
trice sphérique un arc- de cercle de rayon égal B celui de la directrice sph6- 
rique et aux génbratrices des rayons de cet arc. 

Dans cette application si la, directrice sphérique a une longueur supé- 
rieure S la circonférence qui porte sa transformée, à un point du plan cor- 
respondront plusieurs points du cône; mais autour de chaque point du cône, 
le sommet excepté, on peut trouver un fragment du cône pour lequel la 
transformation précédente réalise une correspondance biunivoque avec un cer- 
tain domaine du plan; cette correspondance conserve les longueurs comme 
le montre un raisonnement analogue à celui dG précédent paragraphe. On dit 
d'un tel cône qu'il est applicable sur le plan sans rechercher si après l'appli- 
cation un point du plan correspond ou non à un seul point du cône, 
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On peut encore dire que la coiditiolz' ~ d c e s s a i r e  et  suffisnlite pour  qu'un 

cône o u  u n  cylinc-ire soit applicable s u r  le p lan est qu'il ex is te  s ~ i r  la sur-  
,face tute courbe 1.ectifiable î.enco~ttrattt toutes les gd~ttlratriees, e t  ne  passant  
pas  pur le  sornmet s ' i l  s 'agit  d ' u , ~  cône. 

Remarquons que, puisyu'il cxiste des fonctions dérivables h variation noil 
bornée, il existe des courbes ayant dcs tangentes en tout point et qui ne 
sont pas rectifiables, dotzc des côiles et  des cylir~tlres ayatzt des  p lans  tangents  
sicivaut cliayue génét.utrice et qui ne sont pas applicables sut. le plnrz. 

85. Considérons une surface réglée et supposons qu'on puisse, sur cette 
surface, tracer deux courbes rectifiables ne se rencontrant pas et rencuiitrant 
chacune ;ne fois chacune des génératrices; soient x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ;  x ( O ) ,  y (6) ,  

z(5) ces deux courbes. A cliaque point t de la premiére courbe faisons cor- 
respondre le point 8 de la seconde situé sur la inêrne génératrice, alors 9 est 
une fonction continue toujours croissante ou décroissante de t. En reniplaçant 
6 par s;t valeur en fonction de t la seconde courbe devient x, ( t ) ,  y ,  (t), x, ( f ) .  

L a  courbe 
x = z (t) - XI (tj, 'y = p ( t )  - y ,  (t), x = z ( t )  - z ,  (2) 

rencontre toutes les gQnératrices du cône directeur de la surface dolit le 
sommet est l'origine, cette courbe étant rectifiable, le cône est ~pplicable sur 
le plan. 

Ceci posé nous allons démontrer que pour que l a  szwfuce forniée par 

les tan,qerztes h une courba yu~cclte soit upplicable szrr le  plart i l  est  izdcessaire 
et  s u f i s a ~ z t  que sott cône directeur soit  applicable s u r  le plaîz. Dans cet énoncé 
nous appelons surface applicable sur le plan une surfiice tout point de la- 
quelle on peut faire correspondre un point du plan, cette correspondance con- 
servant les longueurs; à un point du plnn correspond un nombre fini ou in- 
fini de points de la surface. 

D'aprks ce qui précéde la condition est nécessaire; pour montrer qu'elle 
est suffisante, effectuons d'abord l'application du cône directeur sur le plan. 
Nous allons maintenant faire correspondre A l a  coui-he gauche donnée r une 
courbe plane y, les arcs correspondants ayant la même longueur, la tangente 
en tout point cc de y étant parallèle au développement de celle des géné- 
ratrices du cône directeur qui est parallèle B l a  tangente à au point A 
homologue de a (9. 
- 

(") Cette propriété du développement de l'arête de rebroussement doit Stre coiisi- 
dérée comme la généralisation du tliéoréme classique: la courbure de 1'arGte de rebrous- 
semeiit est conservée. 
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P o u r  construire y, divisons r à l'aide des points -4, correspondant aux  
valeurs ti d u  paramètre, et portons sur les génératrices O correspondantes 
du  développement di1 cône directeur des longueurs O a', = s ( i l )  - s  (ti..,) ; 
s (1) rer~résentarit la longueur de l'arc (O, 1) de r. 

Soit O Mi le vecteur somme de  O a', , O a', , . . O a';. Con~idBrons le po- 
lygone O M ,  M ,  M, . . . , si nous supposons t, = O la longueur O M, M, . . . Mi 
comptée sur ce polygone est égale à s (ti). Faisons correspondre ce polygone 
h r de façon que les longueurs soient conservèes; alors correspond à A i .  

Introduisons entre les t i  de  nouvelles valeurs de t ,  d'où la, suite de points 

et un nouveau polygone de sommets 

Supposons que l'on augmente indéfiniment le nombre des ti de façon 
que le maximum de t i -  t i - ,  tende vers zéro e t  montrons que ces polygones 
ont une limite, il suffira de démontrer que les points correspondant a u x  
valeurs clioisies ti tendent uniformément vers des points limites. 

, Soient Mi et ATai deux sommets correspondants des deux polygones con- 
s idéré~.  On a: 

loiig Mi Nai 5 1 long O M ,  - long O Nui 1 
i 

5 2 1 long Mi Mipi - long Nai N,;-, 1 .  
- 1 

La longueur fiIiMi-, est celle du  segment O a',; celle de Na, hTai_, est celle 
de la résultante des segments 

La somme des longueurs de ces segments est OarL ,  et ils font entre  eux  des 
angles inf6sienrs à E ,  si E est le maximum des angles uti O donc 

O L long Mi Mi-; - long Nai Nail r E [S ( t ; )  - s (ti-J]. 

Ainsi si l'on s'occupe de l'arc (O, t j  de r, quels que soient les nouveaux 
points choisis sur  r entre les Ai,  lit distance entre deux points correspo~idants 
des polygones est inférieure à e s (t). 

Or E tend vers zéro avec le  maximum de t, - ti-,. Les  polygones ont 
donc une courbe limite 7. 
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Prenons pour axe des x dans le plan la gén6ratrice O a', du dévelop- 
pement du cône directeur; si l'intervalle (0, t )  est assez petit (*) l'angle des' 
géinératrices O u', , O arn . . . avec l'axe des x est infhrieur à un droit et par 
suite les polygones dont y est ln limite ont des équations de la forme 

Supposons que ces équations représentent, non les polygones tels que 
O A, A, .  . . mais les courbes que l'on obtient en raccordant les côtés consé- 
cutifs Ai-, A i ,  Ai Ai+, par des arcs de cercles. Nous supposerons ces arcs 
choisis assez petits pour que les longueurs des courbes tendent vers la lon- 
gueur commune des polygones, c'est-&-dire vers celle de r. Les' fonctions 
f i  (x) ont des dérivées continues. De plus, quand i augmente, la dérivée f ' i (2,) 

tend vers le coefficient angulaire de la g6nératrice du développement du cône 
directeur qui correspond au point x = x, de y, soit (p '(x& 

Les fonctions bornées dans leur ensemble f ,. (x) tendent vers (p (T) ,  donc 
on a: 

(1: x 

Donc y (1 pour équation: 
2 

et comme p (x) est une fonction continue 

et les tangentes à y sont bien parallèles aux génératrices correspondantes du 
developpement du cône directeur. 

De plus 
-- 

2 

Lim J \II -+ f l i ( x )  ci x = , 1 +  pz (:cl <i s 
O O J 

donc -y a mêrnc longueur que r. 

(*) Cette restriction e s t  sans importance, il suffit en effet de  démontrer que, autour  
de chaque génératrice, on peut  t rouver  un morceau applicable s u r  le  plan pour qu'il en 
soit de même pour toute la surface. 

Annnli di !Matematica, Ser ie  III, tom0 VII. 44 



86. Nous allons maintenant définir la correspondance entre le plan et 
In surface. A tout point de r correspond un point de y comme il a été dit. A 
un point A de la surface situé sur lit gén6ratrice passant par le point A ,  
de r correspond un point a situé sur la tangente à y au point a, homologue 
de A, et tel que a, a = A ,  A ,  ces deux segments étant dirigés par rapport R y 
et r, dans des sens correspondants. 

Désignons par A' le point du cône directeur situé sur la génératrice pa- 
rallèle à A,  A et tel que 

et par a' le développement de A' .  Alors on n 
- - 
a, a = O a'. 

Soient C une courbe rectifiable de la surface, c, C", cf  les lieux des points 
a, A', a' correspondant aux points A de C. On a les égalités segmentaires, 
si A et B sont sur C, 

- - -  
A B =  A, Bi+  A'B', 

- - a = ai b, + a' b', 
donc 

1 long A B - long a b 1 r 1 long ,4, BI - long a, b, 1 $- 1 long A' B' - long a' O' [. 
Supposons que C ne rencontre qu'une seule fois chaque génératrice. Alors 

C' est rectifiable, $ 85, et l'on a : 

IlongA B - l o n g a b I s ] l o n g a r c r l ,  B, de r-,4, Ri]+ 
+ 1 long arc a, b, de y - a, b, 1 + 1 long arc A' B' de C '  - A' R' 1 + 

+ 1 long arc a' b' de c' - a' b' 1. 
Si donc on considère un polygone P inscrit dans C et les polygones p, P', 

p', P, , pl correspondants on a : 

1 long P - longp 1 r (long T - long Pl)  f (long y - longp,) -l- 
+ (long Cf - long P') +(long c' - long p'). 

Donc C et c ont même longueur. Ce rhsultat s'étend immédiatement aux 
courbes qui rencontrent un nombre fini de fois les génératrices. Pour les 
autres, qui soiit limites de courbes ne rencontrant les gén8ratrices qu'un 
nombre fini de fois, nous pouvons affirmer que la longueur de la courbe de 
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la surface est au moins égale à la longueur de la courbe* correspondante du 
plan. 

Mais ln portion considérée de 7 est convexe, les tangentes aux deux 
extrèmités font un angle inférieur à. un droit; donc, si l'on ne considire que 
l 'me des nappes de la surface (limitée par F), la correspondance avec le plan 
est univoque. 

Soit, dans la portion du plan correspondante, un segment ab;  considérons- 
le comme la courbe c. On voit immédiatement que c est rectifiable, donc c' 

l'est et par suite aussi C. De là résulte que l'on a :  

Ceci posé, soit une courbe rectifiable quelconque C, inscrivons dans cette 
courbe une ligne polygonale P d'un nombre fini ou infini de côtés, en ayant 
soin que tous les points de rencontre de C et de r soient des sommets (ou 
limites de sommets) de ce polygone, p étant le polygone correspondant on a: 

d'où 

long p 2 long P, 

long c 2 long C. 

En  rapprochant ce résultat du précédent on a: 

long c = long C 

et la surface est applicable sur le plan. 
Nous savons donc construire la courbe gauche la plus générale dont les 

tangentes forment une surface applicable sur le plan; il suffit en effet de se 
donner le cône directeur applicable sur le plan, ce que noua savons faire, et 
la fonction continue positive croissante s ( t )  et d'en déduire l? par une cons- 
truction analogue à celle qui a donné y. 

87. Dans les paragraphes précédents on a appel6 surface applicable 
sur le plan une surface 8 qui correspond à une surface 2 portée par le plan, 
la correspondance ponctuelle entre S et 2 étant biunivoque et conservant les 
longueurs. 

8 étant donnée, I: n'est pas déterminée. En  effet si S est un cône on 
peut prendre pour 2 un secteur. Soit G l'un de ses rayons qui partage 2; 

en 2, et 2, et soit 2, le symétrique de 8, par rapport à G;  on peut prendre 
pour 2, 2, + Il t .  
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Les surfaces 2 que nous venons de définir relativement aux cônes et aux 
surfaces formées des tangentes à, une courbe sont telles qu'autour de chacun 
de leurs points (ceux qui correspondent au sommet du cône, et aux points 
de l'arête de rebroussement exceptés) on puisse trouver uii morceau de 2 
ne recouvrant qu'une fois le plan. Soit 2, un tel morceau, S, le morceau cor- 
respondant de S ;  entre S, et 2, la correspondance ponctuelle est biunivoque 
et 2, est un domaine plan. 

C'est ln surface 2 ainsi définie, qui est unique puisque deux de ces sur- 
faces seraient composées de morceaux égaux disposés pareillement, que l'on 
appelle le développement de S. . 

88. Nous pouvons maintenant donner des exemples de courbes gazdzes 
dont les tangentes formeizt wze surface no?& applicable sur le p l a ~ ~ .  

x = t ,  y = t2, x = ( ( t )  

y ( t )  etant une fonction dont la dérivée est continue mais à variation non 
bornée, nous donnent un tel exemple. On sait que l'on peut même sup- 
poser que y" ( t )  existe, donc il y a des courbes gauches ayant etz tout p o h t  
tcrz plan oscdateur, et dont les tangentes forment une szwfuce non applicable 
szir le plau. Une telle swface admet des plmzs ta~tgetits; le plan tanier8t 
est le même tout le long d'une génératrice; le plarz tafzgent dépend donc d'rtn 
seul paramètre. 

89. Nous terminerons en cherchant les surfaces de révolution applica- 
bles sur le plan. 

Démontrons d'abord que, si un morceau de surface de révolution est ap- 
plicable sur le plan, les méridiens correspondent à des droites parallèles ou 
coiicourantes. Il est &vident que les méridiens étant des lignes de longueur 
minimum ou géodésiques ont pour transformées des géodésiques du plan, 
c'est-à-dire des droites. I 

Soient A, B deux points d'un méridien, a, b leurs correspondants dans 
le plan; A', Br deux points d'un autre méridien situés respectivemeiit sur les 
parallèles d e  A et R, a', b' leiirs homologues. 

On a a b = a' b' ; d'ailleurs les deux courbes de la surface qui corres- 
pondent aux deux droites a b ,  a'b' sont symétriques l'une de l'autre par 
rapport au plan bissecteur des méridiens de A et de A'; elles sont égales et 

a b' = a' b. 

La figure a'b b'a' est donc un trapbze isocèle. 
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Soient A", Ba les synlétriques de A ,  B p ~ r  rapport au plan méridien de 
A';  a" b" b'  a' est symétrique de a b 1' a' par rapport à b' cl', donc les trois droites 
cc b, a'b', a" b" ou bien concourent en un même point O qui est le centre de 
la circonférence passant respectivement par a, a', a" et par b, b', b"; ou bien 
fiont parallèles et a, a', a" d'une part, b, b', b" d'autre part sont en ligne 
droite, a a' et a b étant perpendiculaires. 

Si l'on fixe la position d'un meridien par son angle e avec le méridien 
d e  A et si ,4' correspond h QO, le raisonnement précédent montre que tous 

112 90 les points du méridien de A correspondant aux valeurs - ln et  n étant en- 
2 n 

tiers, ont leurs homologues sur la circonférence ou ln droite a a' a"; ils for- 
ment un ensemble partout dense sur cette circonférence. II en est de même 
pour les points du méridien de B. Les points des méridiens de d et B corres- 
pondant B la même vdeur de e sont sur le même rayon. Donc les méridiens 
ont pour homologues des droites parallèles ou concourantes e t  les parallèles 
correspondent aux trajectoires ortliogonales de ces droites. 

Supposons d'abord que les droites homologues des méridiens soient paral- 
lèles, alors les parallèles sont égaux, donc ont lc même rayon et puisque les 
méridiens sont rectifiables, les seules surfaces de cette nature sont 

z - R cos 8, y = R sin 8, z = y ( t ) ,  

rp Gtnnt à variation bornée. 
Supposons maintenant les droites concourantes. Soient A, B, C trois points 

du même méridien, en conservant les notations précédentes on a :  

n b arc O b' - arc a a' -- - 
b c arc c c' - arc b 6' 

c'est-à-dire que si l'axe des x est l'axe de révolution, la méridienne est de la  
forme z =f (x ) ,  et s étant son arc, on a :  

8 s - constante 
6 2  - 

quel que soit Sx. La distance de deux points d'abscisses x, et  ri étant au 
moins 1 x, --x, 1, la constante est au  moins égale à 1, nous poserons 

B S = ~ I  +- Kg$x. 
Si K est nul, la surface est engendrée par l'axe des x tournant autour 

de l'axe des x, c'est le plan des x y. 
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Supposons maintenant I( positif. Une solution particulière du problème 
s'obtient en effectuant la transformation ponctuelle 

(+ ayant dans tout intervalle de longueur 1. une variation totale égale à 1) 

sur le cône 
z2 = K g  (xe +y";  

nous allons démontrer que c'cst la solution générale. 
Soit en effet z = f (x) une méridienne, si v (a:) est la variation totale 

de f entre x, et x, la surface de révolution dont z = u (x) est la méridienne 
est aussi applicable sur le plan. Nous allons démontrer que v (x) est égale 
à. K (X - x,). 

Soient deux points (x,, xi) de la courbe x = v (x), la longueur de l'arc 
de cette courbe compris entre ces deux points est supérieure à 

cette quantité doit donc être inférieure à K 1 xi - x, 1 c'est-à-dire que l'on a : 

Ceci posé considérons un polygone inscrit dans z = v (x) et le polygone Q 
inscrit dans x =  K(x - xo) dont les sommets ont les mêmes abscisses, il est 
h i d e n t  que 

long PL: long &. 
.Des considérations de géométrie élémentaire montrent que, si R est le 

polygone inscrit dans x = K (x - x,) - v (z) dont les sommets ont mêmes abs- 
cisses que ceux de 1' et Q, on a :  

long Q - long P? long R - (xi - x,) 

si l'on s'occupe de l'intervalle xi - x, . 
Si l'on fait tendre vers zéro le maximum de la longueur des côtés de P, 

le second membre ne tend ver$ z6ro que si v (x) - K (x - x,) = 0, or le 
premier membre tend vers zéro, donc: 

L e s  seules surfuces de révolution applicubles sur  le plarz sont donc celles que 



l'on obtient par la i~.a~zsforlrmtion du 5 78 appliquée aux surfaces de révo- 
lution analytiques applicables sur l e  plan, l'axe de rdvolution élutri! Oz. 

90. Considérons une surlace applicable sur le plan. Si l'on exprime 
les coordonnées d'un point de cette surface en fonction de celles du point corres- 
pondant du plan, on a la surface sous forme rectifiable, elle est donc quarrable. 

Xous allons démontrer que dans l'application sur le plan les aires sont 
conservées. Le raisonnement s'étendrait d'ailleurs aux surfaces applicables sur 
une surface analytique quelco~ique. 

Soit une surface S applicable sur le plan (a, v).  Divisons le plan (u, v )  

à l'aide de parallèles aux trois directions w = 0, GI = 60°, w = 120" en 
triangles Bquilatéraux. A un réseau de ces triangles correspond un polyèdre 
inscrit dans la surface S; chaque face de ce polyèdrè étant d'aire inférieure 
au triangle correspondtmt du plan ( 2 1 ,  v), l'aire de est au plus celle du 
domaine correspondant dans (u, v).  

Consid6rons maintenant une suite .de surfaces Si tendant vers S. Choi- 
sissons arbitrairement un nombre 2 et soit mi le minimum de la longueur 
des courbes ri de Si qui correspondent à celles J? joignant les couples de 
points du plan (u, v) qui sont distants d'au moins 1, 

1 La plus petite limite des mi quand -;- tend vers zéro est au moins 1. 
2 

En effet si elle était inférieure à 1 on pourrait trouver une suite de courbes 
ri,, r i * . ,  . dont les longueurs auraient une limite inférieure à 1. Or cela est 
impossible car on démontrerait ]'existence d'une courbe de longueur inférieure 
à l limite de certaines des coiirbes I'i,, riz. . . c'est-à-dire d'une courbe cor- 
respondant à une courbe I' du plan (u,  v). 

Dono si i est supérieur à un certain nombre z', les courbes joignant des 
points des côtés opposés d'un carré de côté 1 du plan (u, v) ont pour ho- 
mologues des courbes de la surface Si de longueurs supérieures à 1 - c. 

Soient M et Mi les parties de S et Si correspondant à ce carr6. Nous 
pouvons sans augmenter la plus petite limite des aires des Si, supposer que 
les surfaces Si sont analytiques. 

Divisons Mi par deux séries de courbes orthogonales Cp, Cp homologues 
de courbes du plan (u, v )  joignant des points des côtés opposhs du carré. 
Soient a j ,k  la longueur de l'arc déterminé sur Ck par C; et C>+, et a f k j  la 
longueur de l'arc déterminé par Cj et Cj+, sur Clk .  L'aire de Mi est la limite 
de la somme 



quand le maximum de nkj  et  alkj tend vers z6ro. Or cette somme est évi- 
demment supérieure à (1 - E ) ~ ,  donc la plus petite des aires des Mi est P. 

Lorsqu'une surface est applicable sur un plan, les parties correspondantes 
dzc plan et  de la szirface ont donc ~ndrne aire si elles sont quarrables et, si 
elles ne le sont pas, mêmes aires intérieure et extérieure. 

Lorsque deux surfaces analytiques sont applicables l'une sur l'autre, les 
longueurs, les aires et les angles sont conservés; on voit que lorsqu'il s'agit 
de surfaces non analytiques les longueurs et les aires sont encore conservées, 
mais les angles ne le sont plus (*). 

CHAPITRE VI. 

Le Problème d e  Plateau. 

91. Nous nous proposons dans ce chapitre de démontrer l'existence 
d'une surface s ayant pour frontière un contour C donné et pour aire inté- 
rieure l'aire minima de C. L'aire de toute autre surface ayant pour fron- 
tière C sera au  moins égale à celle de S; en ce sens l'aire dc S sera. un 
minimum et la surface S pourra être dite ?ninima. Dans le cas où I'on se 
limite la considération des surfaces ayant tous les éléments que I'on consi- 
dère ordinairement (plans tangents, rayons de courbure, etc.) ce problème a 
r e y  le nom de problème de PLATEAU. 

11 n'est pas démontré que le probkme de PLATE-AU ait une solution; nous 
allons voir que si l'on n'astreint la. surface iriiniina à aucune condition sup- 
plémentaire, l'existence de cette surface peut être facilement dhmontrée. Les 
rksultats que nous allons obtenir peuvent ainsi être considérés comme prépa- 
rent l'étude de l'existence de la solution du problème de PLATEAU. 

(*) Supposans réalisée l'image matérielle d'une surface. L'aire, au sens usuel du 
mot, d'une telle surface peut être mesurée par la masse de la matiére qui la constitue. 
Dans une déformation de la surface cette masqe ne change pas, aussi l'aire, au sens usuel 
du mot, ne ohange pas. L'une des conditions que doit remplir l'aire, au sens mathe. 
matique, pour qu'on puisse l'assimiler à l'aire, au sens usuel du mot, et pour qu'on 
puisse considérer la déformation physique d'une surface comme l'image d'une déformation 
géométrique, est donc d'être inaltérée par les deformations géométriques qu i  conservent 
les longueurs. 
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Les raisonnements qui suivent s'appliquent Ei. d'autres problèmes que celui 
de PLATEAU; pour énoncer ces problèmes nous allons d'abord définir certaines 
intégrales de courbe et de surface. 

92. Considérons une courbe C dont les points dépendent d'une faqon 
continue d'un paramètre t, une fonction de t sera dite attachée aux points 
de C. Supposons C rectifiable et f ( t i  continue. Divisons C en un nombre fini 
d'arcs partiels de longueurs Z,, 1,. .. et soient f , ,  fz ,... des valeurs de f pour 
certains points do ces arcs partiels. L a  somme 2 l i  f i  quand le maximum des li 
tend vers zéro, tend vers une limite déterminée (*) que nous représenterons par 

Si  f ( t )  = 1 l'intégrale représente la longueur. 
Considérons une surface quarrable S dont les points dépendent d'une 

façon continue de (u, v) et une fonction continue f (u, v) attachée aux points 
de cette surface. Divisons S en un nombre fini de morceaux quarrables d'aires 
a , ,  a , , . .  . et soient f,, f, ,... des valeurs de f pour certains points de ces mor- 
ceaux quarrables. Quand le maximum du diamètre de ces morceaux et le 
maximum de ni (**) tendent vers zero la somme 2 f i a i  tend vers une limite 
déterminée que nous représenterons par 

S 

Si f (u, v )  = 1 l'intégrale représente l'aire. 
On aurait pu définir ces intégrales par le procédé suivant. Il est facile 

de faire correspondre à C un segment, les longueurs étant conservées; il est 
possible de démontrer qu'on peut établir entre les points de s et les points 
d'un plan une correspondance conservant les aires (***). Ces correspondances 
établies, elles définissent sur la droite ou dans le plan une fonction F qui cor- 
respond à f ;  l'intégrale de H est égale A l'intégrale de courbe ou de  surface 
que nous avons définie. 

4 

(*) Il suffit de reprendre le raisonnement classique relatif à l'existence de l ' intégrde 
d'une fonction continue pour  obtenir ce résultat. 

("3) Il est  facile de  démontrer que cette seconde condition est  une conséquence de 
l a  premiére. 

(***) Il se peut que cet te  correspondance ne soit pas  univoque. 
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L'un et l'autre procédé permettent d'indiquer dans quels cas on dira que 
f est sommable et par suite d'étendre la définition de l'intégrale au cas où f 
n'est pas continue; mais cela ne nous sera d'aucune utilité. 

93. Considérons une famille de courbes rectifiables C et une famille 
de surfaces quarrables S. E t  soit f une fonction définie dans l'ensemble des 
points de tous les C ou S, et jamais négative. Nous supposerons que f est 
continue dans cet ensemble. Les intégrales 

c s 

ont alors un sens. Démontrons que si C(ou 5') est la limite des courbes Ci (ou des 
surfaces Si) prises dans la famille considérée, l'intégrale relative à C(ou  S) est 
au plus égale à la plus petite des limites des intégrales relatives à Ci (ou Si). 

Divisons C (ou S) en un nombre fini de morceaux de longueurs (ou d'aires) 
m,, nz,. . . et  soient y , ,  y , .  . . les valeurs minima de f dans les morceaux 
correspondants. A la division de C (ou 5') correspond sur Ci (ou Si) une di- 
vision en morceaux de longueurs (ou d'aires) mf , mi, .. .; les valeurs minime 
de f dans les morceaux correspondants sont y:, y$, . . 

Quand i augmente indéfiniment y; a pour limite 7j et la plus petite des 
limites de mj est au moins égale à ntj,  donc la plus petite limite de Zj mj7j 
est au moins égale Xj PHj y j  . 

Il suffit d'augmenter indéfiniment le nombre des morceaux de façon que 
le maximum de leurs diamètres tende vers zéro pour avoir la  propriét6 énoncée. 

E n  adoptant des dénominatioiis dues à M.' BAIRE on peut dire que l'in- 
tégrale considérée est partout égale à son minimum ou encore que, en tant 
que fonction de C (ou S), elle est semi-continue inférieurement. 

Si ia famille de courbes (ou surfaces) comprend toutes les surfaces recti- 
fiables (ou toutes les surfaces quarrahles) 1s valeur de l'intégrale pour C (ou S) 
est exactement la plus petite limite des intégrales relatives aux courbes (ou 
surfaces) dont C (ou S) est la limite (*); puisqu'on peut choisir les Ci (ou Si) 
de manière que y:. ait pour limite y j .  

(") Cette  propriété aura i t  pu ê t r e  prise comme définition de l'intégral* considérée. 
Cette méthode a l'avantage de suggérer des définitions des intégrales 
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94. Supposons que les courbes C (ou que les surfaces S) soient toutes 
celles qui satisfassent à certaines conditions aux limites, - extrémités de C 
données, ou sur des courbes ou des surfaces données, - frontière de  S donnée 
ou sur des surfaces données. 

Nous supposerons de plus que C (ou S) est assujettie à rester dans une 
portion limitée ri de l'espace, ou que C se déplace sur une surface z n'ayant 
pas de nappe infinie. f étant une fonction continue dans ïï ou sur 2, nous 
nous proposons de chercher si la fonction 

atteint son miriimum. 
Lorsque l'on cherche à démontrer qu'une fonction f (E) de certains d é -  

ments E atteint son minimum, par la méthode qui sert pour les fonctions con- 
tinues de points, on est conduit aux deux opérations suivantes: 

1. Choisir une suite d'éléments E,, E, .  . . ayant un élément limite e, 

et tels que f (E,), f (E?) . . . tendent vers la limite inférieure rn f ( E )  de f (Ei). 
11. Démontrer que f ( e )  = m f (E). 

D'après ce que nous venons de dire si c (ou s)  est la limite de Ci(ou Si) 
(c) [ou <p (s)] est au  plus égale à la plus petite des limites des y (Ci) [OU (p (Si)] ; 

d'ailleurs (c) [ou p ( s ) ]  est au moins égale à m y (C) [ou m cp (S)] ,  donc nous 
ayons effectué l'opération II. 

95. Pour effectuer l'opération 1, noua emploierons une méthode que 
M.' HILBERT a indiquée dans une note des Nouvelles Annales (Aofit 1900), 
note qu'il avait déjà présentée en septembre 1899 a u  congrès de Munich. 

Ou bien on sait qu'il existe un élément e tel que f (e) -. nz f ( E )  ou 
bien on sait qu'on peut trouver une suite d'éléments E,, E, . . . tels que 
f (E,),  f (E,) . . . aient pour limite m f (E). Tout revient à choisir parmi les Ei 
une suite d'éléments ayant un élément limite. 

Nous supposerons que E est une fonction de n variables, continue par 
rapport à I'enaemble xi ,  x, . . . x, de ces variables, définie dans une portion D 
de l'espace (x, x, . . . x,), et que l'on a toujours 1 E )  <P. Alors E sera dite 

dans le cas  ou les  fonctions f sont continues e t  jamais négatives. L e  cas  où f est  continue 
s e  ramène a celui-là par l'addition d'une constante. Avec ces  définitions on peut  faire 
des applications plus étendues des remarques qui suivent, 



la limite (*) de Ei si, quel que soit C, on peut choisir i assez grand pour 
que l'on ait:  

pour tout point de D. 
M? HILBERT remarque que si l'on a certains renseignements sur la va- . 

riation de l a  fonction Ei il suffit de choisir parmi les Ei une suite d'éléments ej 
tels que, à tout point d'un ensemble A partout dense dans D, corresponde 
une valeur de Ej qui a une limite quand j augmente indéfiniment, pour 
que les Ej aient une limite. Pour préciser, nous supposerons que l'ensemble des 
nombres d6rivés des Ei considérées comme fonctions d'une seule, quelconque, 
des variables xi, x,. . . x, soit borné. 

Nous supposons donc que l'on ait, quels que soient i, x,, x, . . . xn, l z ,  p 

M étant fixe. Nous prenons pour A un ensemble dénombrable partout dense 
dans P; soient P,, Y,  ,... les points de A. Soient E , ,  er . . . des nombres dé- 
croissant jusqu'à zéro. 

Les différentes valeurs Ei (P,) étant toutes, en valeur absolue, inférieures 
à P o n t  au moins une valeur limite a. Nous appelons E: celles des Ei telles que: 

l Ei (Pi) - # i  1 < &, 

et nous appelons e ,  l'une d'elles. 
Les valeurs E: (Pz) ont au moins une valeur limite a , .  Nous appelons 

E:  celles des E: telles que 
1 Et (P*) - a2 1 < 62 , 

e,  est l'une des E:. Nous définissons de même e , ,  e4 ,...; CI ,,... 
Nous allons montrer qu'on peut définir une fonction e continue dans D 

par les égalités e (Pi) = ai. 

Des égalités (1) on déduit 

(*) Nous supposons donc que la fonction Ei tend uniformément vers  E. L e  mot limite 
a été employé précédemment dans u n  sens différent, voir p a r  exemple 5 23. 
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L e  maximum du second membre est \In M, c'est donc aussi le maximum 
du premier. L'inégalité précédente s'écrit donc 

le symbole E (P Q) reprQsentant ce que l'on peut appeler la distance de P h Q. 
Ceci posé, considérons tous les points de A distants d'un point JE de D 

de moins de q ,  ils sont distants entre eux de inoins de 2 q ,  donc les a cor- 
respondants diffèrent de moins de 2 q \';M. Donc tous les a correspondant 
aux Pi tendant vers M ont une valeur limite e (M) qui est fonctiou continue 
de M. De plus on a aussi : 

Désignons par li le maxinium, quand ,X parcourt D, de la limite inférieure 
1 

de 1 (M P,), 1 ( M  P,), . . . 2  (M Pi), li tend vers zéro avec :. On a,  j étant 
2 

choisi infikieur à i, de fac,on que 1 ( M  Pi) ne soit pas supérieure à t i ,  

donc e est la limite de la suite e , ,  e, . . . 
Nous avons supposé que E est une fonction; si E est un ensemble d'un 

nombre fini de fonctions dont les nombres dérivés sont bornés, la conclusion 
subsiste. 

I l  reste à voir si I'klément limite e ainsi défini fait bien partie des 
éléments E considérés (*). 

96. Reprenons la fonctioii 

, ( ~ ) = [ f d s .  
C 

L'élément C est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordonnées 

(*) Dans sa note des Nouvelles Annales, M.' HLLBERT n'a exposé sa méthode pour 
établir l'existence de l'élément limite que sur deux exemples particuliers. Il me semble 
bien que la méthode qui ressort de ces deux exemples est celle du § 93. En tous cas 
les résultats de ce paragraphe suffisent à déinontrer l'existence des éléments limites dans 
les deux exemples de M.' HILBERT. ' 
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des points de C. Supposons que l'on ait f )  k) O, alors si p (Ci)  tend vers 
In (p (C) la longueur de Ci n'augmente pas indéfiniment. Soit L un nombre 
supérieur aux longueurs des Cg. Les coordonnées des points de ces courbes 
peuvent être exprimées par des fonctions d'un paramètre t variant entre O 
et L, dont les nombres dérivés sont inférieurs à 1. D'où l'existence d'un 
élément limite c, puisque nous supposons que C reste dans la portion finie II 
de l'espace ou sur la surface 2.  c fait bien partie de la famille des courbes C'. 

Nous démontrons donc immédiatement l'existence du minimum dans un 
cas assez étendu (*). 

97. Considérons la fonction 

L'élément S est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordorinées 
des points de S. Supposons que l'on ait trouvé une suite S , ,  50 . .  . telle que 
cf (SI), cp (8,). . . tendent vers m cp (8); supposons toutes les Si exprimées à 
l'aide des coordonnées (u, v) des points d'un domaine D par des fonctions 
dont les nombres dérivés sont bornés, alors ce qui précède démontre l'exis- 
tence d'un Blément limite. 

Nous obtiendrons un exemple où ces conditions sont réalisées en suppofiant 
f = 1, les surfaces S étant toutes celles qui ont une frontière donnée C sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes: 

1.' L a  projection de C sur le plan des (x, y) est convexe. 
2.' Tout plan qui contient trois points au moins de C fait avec le plan 

des :c y un angle inférieur B a. ( y .  < 90"). 
De la première condition résulte que c est rectifiable, donc le cylindre 

projetant C est applicable sur le plan. Dans cette application c devient o 5, 
et l'une des génératrices w q ;  C devient CI d'équation: 

Toute sécante de C fait, d'après la condition 2, un angle moindre que a 

avec le plan des x y, donc a fortiori toute sécante de C, fait avec w E un an- 
gle inférieur à a. $ a donc des nombres dérivés inférieurs, en valeur absolue, 
à tg a ;  Ci et C sont rectifiables. 

(*) Pour f -- 1 on retrouve l'un des ereiiiples que traite M.' HILBERT. 
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Nous avons trouvé précédemment que C étant rectifiable son &ire minima 
est la limite de celles des polygones inscrits dans C et  tendant vers C. Soit 

' 

Pl un polygone inscrit dans C, soit n le nombre de ses sommets. Désignons 
par Sp celui des polyèdres à faces triangulaires qui a P, pour frontière, 
7% + p  sommets (sur P, ou non) et dont l'aire est la plus petite possible. 

8' existe et peut théoriquement être obtenu par des opérations algébri- 
ques car tous les polyèdres à n + p sommets peuvent se rarnener par des 
déplacements continus des p sommets variables à un nombre fini de types, et 
de tels déplacements font Varier l'aire d'une faqon continue. 

A S i ,  ne peut avoir aucun angle polyèdre convexe, ou plus généralement 
aucun angle polyèdre qu'un plan P puisse couper suivant un contour fermé. 
Soient en effet S le sommet d'un tel angle, r le contour formé: par ceux des 
côtés, ne passant pas par S, des faces qui passent en S. r est tout entier d'un 
m$me côté de P, donc l'angle polyèdre obtenu en joignant les sommets de r 
à la  projection s de S sur P a ses faces respectivement plus petites que celles 
de l'angle polyhdre considéré. 

Sp ne peut être coupé par un plan Y suivant une courbe fermée; en 
effet, cette courbe 1imiter.ait sur Sp une surface 2, soit M un point de 5, 
déplaçons le plan P parallèlement à lui-même du c6té de M jusqu'à l a  po- 
sition limite u qu'il ne peut franchir sans cesser de rencontrer 2 .  Tous les 
sommets de 2 qui sont dans II sont des sommets d'angles polyèdres qui peuvent 
être coupés par un plan suivant u n  contour fermé (*), ce qui est impossible. 

Considérons maintenant le plan P d'une face et montrons qu'il rencontre 
le contour Pl, en trois points au  moins. Tout d'abord il est Qvident que 1' 
contient au  moins deux points de Pl, sans quoi on pourrait couper la sur- 
face suivant une courbe fermée par un plan voisin de P. Supposons que P 
ne  contienne que deux points de P,, A et B. Soit y le coiitour d'un groupe 
de faces contenues dans P. La section de la surface par P se compose de groupes 
de faces et d'une ligne brisée joignant 9 et B à tous ces groupes de faces. 
Il existe donc une ligne brisée tracée sur la surface et dans P, joignant A 

au  contour y,  soit A a et une ligne analogue B P. Joignons o: à f i  par  une 
ligne 2 intérieure à y et  soient A Ml B, .4 34, B les deux parties de P,. Les 

- 

(") Cela n'est pas absolument exact. L e s  sommets de X qui sont dans ïï sont  seule- 
ment tels que chacun des angles polyédres correspondants est tout  entier d'un m6me cût6 

d'un plan; mais on remarquant que la frontibre de I n'a pas de point dans Il, on cl& 
montrerait  l'existence d'angles polyèdres ayaiit l e  propriété indiquée. 



contours -4 Ni f i  2 a A ,  d M, B i3 l a A,  ne traversent pas le plan Y il en est 
donc de même des portions de Sp limitées par ces contours. Or sur l'une des 
deux lignes brisées cc, P, en lesquelles est divisé y, on pourra trouver un 
sommet Q tel que les deus  côtés qui aboutissent en Q forment un angle aigu. 
On voit sans difficulté qu'un plan voisin de P coupe l'angle polyèdre Q suivant 
une courbe fermée; ce qui est impossible. 

Dans ce qui précède nous n'avons rien supposé sur le polygone P i ,  il 
nous faut tenir compte maintenant du fait que, comme C, il vérifie les deux 
conditions énoncées au début de ce paragraphe. 

L a  projection de S,, est alors le domaine du plan des x y limité par la 
projection p, de Pl, chaque point de ce domaine étant projection d'un seul 
point de S, (y). L'équation de Sp sera donc de la  forme 

f ayant des nombres dérivbs au plus kgaux, en valeur absolue, à tg u et 
étant définie dans le domaine limité par p l .  

Considérons l'une des surfaces Sp d'indice assez grand pour que son aire 
diffère de l'aire minima de Pl de moins de E , .  Ajoutons à. Sp les triangles 
qui ont pour bases les côtés de Y, et respectivement pour somniets les mi- 
lieux des arcs que limitent sur C les bases correspondantes. 

La nouvelle surface a un contour P', sur lequel nous op6rons comme 
sur P,, et ainsi de suite. 

Nous sommes conduits à une surface Si 

f, étant définie dans c, et ayant ses nombres dérivés inférieurs à tg u. Si a ,  
est l'aire de la portion du plan comprise entre c et p l ,  l'aire de Si  differe 
de l'aire minima de P, de moins de 

Choisissons une suite de polygones Pi, P, . . . inscrits dans C et tendant 
vers C et  des nombres c i ,  c o . .  . décroissant jusqu'à zéro. A Pi on fait cor- 
respondre une surface Si [z = f i  (x, y)] dont l'aire direre de l'aire minima 

(*) S'il en était autrement on pourrait en effet trouver un plan paralléle à oz qui 
couperait S, suivant une courbe fermée. 



de Pi de moins de 

L a  méthode de M.' HILBERT appliquée aux fonctions f i ($, y )  nous permet 
de trouver une surface S 

z = f ( x ,  Y) 

limite de certaines des surfaces si. ci et al tendant vers zéro, les aires 
des si tendent vers l'aire minima de C, qui est donc l'aire de S. Nous sa- 
vons de plus que les nombres dérivés de f sont, en valeur absolue, au  plus 
égaux a tg ,. 

Nous avons donc prouvé, dans un cas particulier, l'existence d'une solu- 
tion pour le problème de PLATEAU généralisé que nous nous étions proposé. 

98. L'exemple précédent nous montre que les raisonnements du § 95 
ne suffisent pas pour prouver immédiatement l'existence d'une surface rendant 
minimum la fonction y (S), tandis qu'ils suffisaient dans un cas étendu pour 

la fonction y (C). En traitant le cas particulier relatif à l'intégrale J J  d u  - - 
S 

nous allons voir comment l'on peut dans certains cas démontrer l'existence 
de l'élhment limite. Les raisonnements suivants s'appliqueront toutes les fois 
qu'on voudra démontrer l'existence d'une surface limitée par un contour 
donné C et rendant minimum y (8) si l'on sait: 

1.' qu'il existe iine suite de surfaces S, ,  S, . . . dont les aires sont 
bornées et telles que y (di) tende vers ln y (S), 

2.' que la distance de deux points de Si reste, quel que soit i, infé- 
rieure à un nombre fixe 1, qui tend vers zéro avec le plus grand diamètre 
de C. 

99. Soit C le contour donné. Soient Si,  8,. . . des surfaces polyédralea 
dont les aires tendent vers l'aire minima. de G et dont les contours l', , P, . . . 
tendent vers C; nous supposerons que ces contours n'ont aucun côté parallèle 
à l'un des plans coordonnés, et que les surfaces Si n'ont aucune face parallèle 
aux plans coordonnés, ce qui est toujours légitime. 

Divisons C à l'aide d'un nombre fini de points A ,  B, C . .  . K, en arcs 
tels que la projection sur o x d'un quelconque de ces arcs couvre un segment 
de longueur au plus égale à c; soient Ai, B i . .  .Ki les points de division cor- 
respondants sur Pi. 

Annali di Matematica. Serie III, tom0 VII. 46 
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Coupons par un plan parallèle au plan des y x passant entre A et B, 
la section de Si par ce plan se compose d'un certain nombre de lignes hrisées. 
Le minimum de la somme des longueurs de ces lignes reste, quel que soit 2, 

inférieur à un nombre fixe 2, ce minimum est atteint pour une certaine 
abscisse ri du plan sécant P(x,). Soit Li celle (ou l'une de celles) des lignes 
brisées, qui composent la section (Si, Y(xi)), qui joint un point situ6 entre 
A i  et Bi à un autre point de P(xi). Les abscisses et les longueurs des Li 
forment un ensemble borné, donc il est possible de choisir une suite de sur- 
faces Si pour lesquelles les Li aient une courbe limite L (*). Cette courbe L 
est située dans un plan parallèle à y o z  passant entre A et B et joint deux 
points de C. 

On voit que l'on peut, parmi les S,, choisir une suite Si, Si .. . telle que 
certaines sections de ces surfaces par des plans parallèles à y O z aient des 
courbes limites. Ces courbes limites sont rectifiables, chacune d'elles joint 
deux points de C; il existe au moins une extrémité de ces courbes entre 
A et B, au moins une entre B et C, etc. 

Soient a, b deux extrémités cons6cutives sur C de deux courbes limites 
a, p; les plans de u et P, qu'on peut toujours supposer distincts, sont distants 
d'au plus 2 e. Soient c et d les deux autres extrémités de a et f i ,  et soient 
ai,  bi, ci, di, a i ,  Bi les éléments correspondant à a, b, c, d, a ,  /? sur Si.  
Le contour ai bi, pi, di ci, ai limite sur Si  une surface ; d et c sont donc 
deux points cons6cutifs sur C sans quoi di et ci ne seraient pas Eonsécutifs 
sur S:, non plus que ai et bi ce qui est impossible. II en résulte que la pro- 
jection de l'arc c d  sur O x couvre un segment de longueur au plus égale 
à 2 ~ .  

Le contour ai b i ,  pi, di c i ,  ai est tout entier compris entre deux plans 
parallkles à y oz, Pi, Q,, que nous prendrons aussi rapprochés que possible. 
Remplaçons la portion 2 de Si limitée par le contour considéré par ce que 
l'on obtient en remplaqant les parties de 2 non comprises entre Yi et Qi par 
les parties de ces plans limitées par les courbes (Pi, 21, ( Q i ,  2). 

En faisant de même pour chacun des contours tels que ai b i ,  Pi, do ci, ai 

et chaque surface Si nous obtenons une nouvelle suite de surfaces (**) Si1) Si1). . . 
On peut dire que -le contour C est la somme des contours Ci1), Cf). . , tels 

(*) C'est le  raisonnement qu i  nous a d6jà se rv i  3 61. 
(**) Cette opération introduit des faces paralléles a u x  plans coordonnés, mais cela 

s e r a  sans importance pour  l a  suite. 
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que a b ,  p, d cl a ;  chacun de ces contours est compris entre deux plans pa- 
rallèles à y o z  distants de moins de 2 E.  Au contour Cy) correspond sur Si1) 
un contour qui limite une surface Sj,lj.. 

En raisonnant sur chacune des surfaces S,fj. comme sur Si, et en faisant 
jouer au plan a O x le rôle du plan a O y .  On est conduit à la considération 
de contours rectifiables Cr), Cg), . . . dont C est ln  somme; ces contours sont 
formés d'arcs des Cil) et de courbes situdes dans des plans parallèles à z o x, 
chacun d'eux est compris entre deux plans z = const. distants de moins de 2 E 

et deus plans y = const. distants de moins de 2 E .  On est aussi conduit à 
des surfaces s?', s!,". . . dont certaines courbes tendent vers Ci2), Ci2). . . , 
les morceaux limités par ces courbes étant contenus dans les plus petits prismes 
quadrangulaires, de faces parallèles à z o z et y O î, qui en contiennent les 
frontières. 

Remplaçant enfin le plan z O x par le plan z O y, on est conduit 9. des 
contours 

C1,1, C l , * , . . .  

rectifiables que l'on peut enfermer dans des cubes de côté 2 E ,  dont C est la 
somme et à une suite de surfaces 

dont certaines courbes tendent vers ces contours; les morceaux ainsi limités 
sur ces surfaces étant enfermés dans les plus petits parallél6pipèdes, de faces 
parallèles à x O y, y O z, z o x, qui en contiennent les frontières. 

En raisonnant sur les surfaces comme sur les surfaces Si, et en rem- 
& 

plaçant E par - nous soinmes conduits à la suite S,,,; puis en remplaçant 
2 

c 
E par - à la suite S3,i et ainsi de suite. Nous aurons aussi les contours Cr,i, 

3 

C3,; . . . 
Ceci posé, considérons un contour c fermé sans point multiple du plan 

(u, v ) ;  nous le faisons correspondre au contour C. Divisons le domaine limité 
par c en domaines partiels à l'aide de contours sans point double c,,,, c,,, . . . 
Nous supposons ces contours choisis de manière qu'il soit possible, pour i as- 
sez grand, de faire correspondre au domaine limité par c de façon que 
les contours de qui tendent vers C,,, Cl,, . . . correspondent à c ,,,, ci,, . . . 

Nous avons de la sorte une correspondance entre le r6seau des contours 
Cl,i Ct,2.  . . qui respecte la correspondance d6jà établie entre C! et c. Nous 



traçons des contours c ,,,, c,,, . . . que l'on peut faire correspondre à C,, , ,  C2,, . . . 
sans détruire les correspondances déjà établies, e t  ainsi de suite. 

Montrons qu'il est possible de definir dans le domaine limité sur c, trois 
fonctions continues par rapport à l'ensemble (u, v )  : 

par la condition qu'à tout point d'une courbe ci,j elles fassent correspondre le 
point homologue de Cij .  f, y ,  9 sont actuellement définies pour l'ensemble E 
des points de ci,j; il suffit donc de démontrer qu'8 tous les points de E, suffisam- 
ment voisins d'un point choisi arbitrairement (?6,, v,) correspondent des points 
distants entre eux de moins de 6. 

Choisissons n assez grand pour que 2 2 soit inférieur 1 ï. L e  point 
n 

(u,, r,) est à l'intérieur d'un contour en,; ou sur plusieurs de ces contour c,,~,, 
. . Cnji,. A tous les points de E intérieurs à ou sur correspondent 

des points, soit intérieurs au plus petit parallélépipède de faces parallèles aux 
plans coordonnés et qui contient Cn,i,, soit situé sur ce parallélépipède; donc des 

E 
points qui diffèrent de moins de - ,3. E t  comme tous les cn7i, ont au moins 

n 

un point commun, à tous les points intérieurs à la  somme des domaines qu'ils 
limitent correspondent des points distants de moins de q. 

Les fonctions f, y ,  4J définissent une surface S limitée par C et sur la- 
quelle sont tracés les contours rectifiables Cij. 

L'aire de cette surface est la limite, pour lz iiifiiii, de la somme des aires 
minima des contours G,,. Cette somme est au plus égale à la plus petite li- 
mite des aires des surfaces Sn,i. Mais l'opération qui permet de passer de 
Si , 5,. . . à Si,,, S,,, , . . . n'augmente pas la plus petite limite des aires; de 
même on n'augmente pas cette limite en passant des aux S,,,, etc., donc 
l'aire de S est au plus égale à, l'aire minima de C. D'ailleurs l'aire de S ne 
peut être inférieure à cette aire minima, noîcs avons donc démontré l'existence 
d'une surface d'aire rninimu limitée pur un contour quelconque donné. 

100. Il nous reste à nous demander si la solution obtenue est l'unique 
solution du problème. 

La surface définie par 

y = 2 ( p  - +) sin w, 
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1 
pour 1 t p? , e t  par 

2 
1 % = O ,  y=o, z = -  - P l  

1 pour - p 2 0, est minima pour son contour qui est la circonférence de 
2 

rayon 1 du plan des x y et cependant cc n'est pas une surface plane. 
Cet exemple montre que, dans le cas des surfaces, si l'un des problèmes 

que nous faisons correspondre aux problèmes ordinaires du calcul des va- 
riations admet une solution, il en admet une infinité. 

101. Nous avons déjà remarqué combien il était plus difficile de dé- 
montrer l'existence de l'élément limite pour (p (5 )  que pour (p (C); nous pouvons 
apercevoir maintenant une différence nouvelle. Tandis que, pour le cas de la 
courbe, la  nature des conditions aux limites importait peu, dans le cas de  la 
surface la difficulté du problème varie avec la nature de ces conditions. 

Supposons en effet qu'il ne s'agisse plus de trouver la surface d'aire mi- 
nima passant par un contour fixe donné, mais supposons qu'une partie de  ce 
contour soit assujettie à rester sur une surface S. En reprenant les raisonnements 
précédents on est conduit aux fonctions 

définies pour tous les points intérietcm à c et  continues en ( 2 1 ,  v) pour ces 
points; mais l'on ne sait rien p m r  les points de r.  L'ensemble des points 
correspondant à ceux d'un domaine limité par c , ,  intérieure à c ,  forme une 
surface; quand c ,  tend vers c l'aire de cette surface tend vers l a  valeur mi- 
nima des aires des surfaces répondant à la  question, mais nous ne savons pas 
si la courbe correspondant à c, a une limite. 

102. Tl serait intéressant de savoir quelles relations il y a entre les 
surfaces d'aire minima que nous avons trouvées et celles qui satisfont à 
l'équation aux dérivées partielles 

Remarquons d'abord que si le problème de PLATEAU, tel qu'on le pose 
dans la théorie des surfaces, admet une solution, cette solution convient aitssi 
au problème généralisé. E n  effet, par hypothèse il n'existe pas de surface, 
telle que p, q, r, s, t, existent et  soient continues, passant par le contour 
donné et ayant une aire plus petite que la surface S solution du problème 
non généralisé; s'il existait uue surface S, d'aire inférieure à celle de S, il 
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existerait une surface 8, d'aire aussi voisine qu'on le veut de celle de Si,  
passant par le contour donné, et telle qu'en tous ces points, sauf peut-être 
sur le contour, p, q, r, s, t existent et soient continues (*). Il y a donc con- 
tradiction. 

Il faudrait rechercher maintenant si, parmi les surfaces solutions du 
problème généralisé, ne se trouve pas une surface satisfaisant à l'équation 
aux d6rivées partielles (1). L a  méthode qui paraît la plus naturelle consiste 
à démuiitrer successivement l'existence et la continuité de chacune des dérivées 
nécessaires h l'établissement de la formule (1). Les raisonnements qui suivent 
montrent que dans certains cas des considérations élémentaires permettent 
d'aborder cette question. 

103. Nous supposons que le coiitour donné C satisfait aux conditions 
du paragraphe 97 et que, de plus, il est tel que S, une des surfaces d'aire 
minima construites comme il a été dit à ce paragraphe, ne soit rencontrée 
par aucune droite en un nombre infini de points. 

Ces conditions sont compatibles, puisqu'elles soiit satisfaites quand S est 
une surface analytique et C un contour assez petit tracé sur cette surface. 

On a vu que S est de la forme z = f (x, y), les nombres dérivés de x 

étant inférieurs à un certain nombre N, quand on se déplace sur une courbe 
rectifiable quelconque du plan des x y, et que l'on considère x comme fonction 
de la longueur s parcourue sur cette courbe. 

Coupons S par un plan quelconque P parallèle à O x ,  il existe une courbe 
section dont l'équation est x = rf (s). Cette courbe admet en uri point quel- 
conque A deux demi-tangentes, c'est-à-dire que rp a des dérivées à droite et 
à gauche; s7il en était autrement, si par exemple il n'existait pas de dérivée 
à droite, la  droite issue du point A, située dans P, et faisant avec le plan 

des x y un angle dont la tangente est P d +  Id  (Ad et Id étant les nom- 
2 

bres dérivés à droite de rf sont inférieurs à M), rencontrerait la courbe sec- 
tion, et par suite S, en ut1 nombre infini de points (**). 

(*) On pourra obtenir cette surface XI en modifiant celle d'un des polybdres qui 
servent  à définir l'aire de  SI. 

(**) C'est uniquoment par cette conséquence qu'intervient dans le  raisonnement l a  
condition: S n'est rencontrée p a r  aucune droite en un nombre infini de  points. L e s  demi- 
tangentes peuvent d'ailleurs exister sans que la condition précédente soit vérifiée. J'ai 
énoncé cet te  condition parce que j'nvais c ru  ddmontrer qu'elle était  remplie, lorsque le 
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104. Soit a la projection de A sur le plan des .z: y. Traçons de a comme 
centre .une circonférence r de rayon Y, soit y  la courbe de S qui se projette 
en r, et soit y l  l'homothétique de y, A étant le centre d'homothdtie et l e  rap- 
port étant tel que la projection de y,  soit la circonférence r, de rayon 1. 

Soit z = + (s)  l'équation de y, ,  s étant l'arc de rl . Si l'on fait tendre r 
vers zho ,  s restant fixe, + tend vers une valeur limite x (s ) ,  z = x ( s )  définissant 
l'ensemble des points qui se projettent sur r, et sont situés sur les demi-tangentes 
précédemment trouvées. Mais 9 (s )  a ses nombres dérivés inférieurs à M, de 
là se déduit immédiatement que + (8) tend uniformément vers (s )  ; donc x ( s )  
est continue, les demi-tangentes forment un cône A. 

Désignons par e (p) le maximum de ( x (s )  - # ( s )  1 quand r est inférieur 
ou égal à p, E (p )  tend vers zero avec p. 

Remarquons encore que x (s )  ayant ses nombres dérivés inférieurs à M, 
la courbe 7; = x ( s )  est rectifiable; A est applicable sur le plan, donc quarrable. 

Soit A la courbe de A qui se projette sur r. D6signons par s et G les 
aires des domaines S' et A' IirnitBs sur S et A par les courbes rectifiablw 

1 
7 et  1.. Nous allons chercher une limite supérieure de la quantitd - 1 s - o 1. 

r 
Soit q un nombre positif ahitrairernent choisi; pourvu que l'on trace 

sur A assez de génératrices on partage A' en morceaux tels que la somme 
des aires minima des contours de ces morceaux diffère de l'aire A' de moins 
de r z  r ] .  Alors en conservant les mêmes génératrices il en est de même quel 
que soit r. 

Les cylindres qui projettent sur x y les contours qui divisent A' en mor- 
ceaux, tracent sur S' des contours qui divisent cette surface en morceaux 
correspondants. L'aire de S' est exactement la somme des aires minima des 
contours de ces -morceaux. Or les aires minima de deux contours correspon- 
dants diffèrent de moins de l'aire que limitent ces deux contours sur le 
cylindre parallèle à o z  sur lequel ils sont tracés. Si donc 1 r est la  somme 
des longueurs des bases, dans x o y, de ces cylindres on a:  

Is-o1<r"+Zr.~~(r). 

Dans cette formule 1 est indépendant de r, mais dépend de q,  E (r) tend vers 

contour satisfait à, certaines conditions, & l'aide de  raisonnements élémentaires s u r  les  
polyèdres qui servent à, définir S, 5 97. J e  considère encore comme probable que, au 
moins pour des contours simples, de tels raisonnements conduiraient i 13 démonstration, 
bien que j e  ne sois parvenu dans aucun cas  i cet te  démonstration. 



358 Lebesgzce:  

zéro avec r ;  donc, à condition de prendre r assez petit, on a 

et cela quel que soit il. 

r Qtant ainsi choisi, remplaçons S' par la surface A' et la  bande que 
limitent 7 et  À sur le cylindre parallèle à O x qui les contient. L'aire de cette 
nouvelle surface S',  est au plus s + 2 ul rP + 2 .rr rt s (r); donc si r est assez 
petit elle est inférieure à s + 3 ul r 2 .  

Ceci pos4 je dis que A est une surface minima. E n  effet, s'il n'en est pas 
airisi, on peut remplacer A' par une surface A', limitée à y et d'aire plus 
petite; soit O - K g  1.2 son aire, K est indépendant de r. Par  ce changement 
on remplace S', par S', dont l'aire est au plus s + ( 3  q - K 2 )  r2. 

Mais puisque q peut être pris aussi petit que l'on veut, si K n'est pas 
nul ù" n'est pas une surface d'aire minima. Donc R est nul, A est une surface 
d'aire minima. 

105. 11 nous reste à rechercher quels sont les cônes A d'aire minima. 
Appliquons A sur le plan e t  traçons sur la, surface ainsi développée une 
circonférence L,, soit L cette courbe avant le développement. Si A n'est pas 
un plan (*) on peut trouver sur L deux points A, B tels que l a  distance A B 
ne soit pas égale k l a  distance des points correspondants A , ,  B, de Li. Con- 
sidérons le cône 5 do sommet A et  de directrice L. Soient a et cc' deux 
points de L voisins de A, de part et d'autre de A ;  développons l a  portion 
de ce cône qui comprend A B et qui est limitée par A cc et Au'. Soit A, B, 
le développement de A B, sans faire varier A, B, faisons tendre a e t  a' vers "4, 
ce que nous obtenons ainsi peut être appelé le développement du cône 2, 

ouvert suivant sa génératrice de longueur nulle (**). 
Soit L, le développement de L, l'aire limitée par L, dans le d6velop- 

pement est l'aire que limite L sur 2, or cette aire est plus petite que celle 
que limite L sur A,  ou Li dans le plan, puisque L, n'est pas une circon- 
férence. 

(*) O n  sait que A est  de la forme z =  f (x, y), on n'a donc pas à examiner le cas 
oii A recouvrirait  plrisieurs fois un plan. 

(**) Ces précautions seraient inutiles si l'on démontrait que L a des tangentes. E n  
s'appuyant s u r  la condition: S n'est rencontrée p a r  aucune droite en un nombre infini 
de points, on ddmontre que le  long de chaque génératrice de A existent deux demi-plans 
t a n ~ e n t s .  O r  l'ensemble de ces deux demi-plans doit former une surface minima, donc A 

a des plans tangents, L a des tangentes. 
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Donc A. est un plan, la surface S admet des plans tangents. 
La  démonstration précédents suppose établi que, de toutes les courbes 

isopérimètres, la circonférence est celle qui enferme la plus grande aire et 

qu'il n'existe aucune courbe de m&me périmètre enfermant la m&me aire que 
la circonférence. Il existe plusieurs démonstrations rigoureuses de cette pro- 
priété; pour l%pplication pr6cédente il est nécessaire, ce qui est facile, d'étendre 
ces démonstrations au cas où les courbes -seraient tracées sur une surface de 
RIEMANX ayant des lignes de croisement issues de A,, car nous n'avons pas 
démontré que C, ne tournait pas autour de A,. 
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