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PREFAZIONE

Il Caleolo delle Variazioni, nato contemporancomente al
Caleolo Infinitesimale, & oggi — dopo oltre due secoli di labo-
rioso sviluppo — uno dei capitoli piv importanti dell’ Analisi.
Il sorgere del recente Calcolo Funzionale ¢li ha aperto, in
q-uéstf- wltimi anni, pitt larghi ovizzonti (.‘--g'h: ha procurato
nuovo fervove di studi. A questi studi & dedicato il presente
libro.

Seelto il punto di vista del Calcolo Funzionale, gli inte-
grali del Calcolo delle Variaszioni sono qui considerati come

Funzioni di linee, secondo Uidea del Volterra ; ¢ la teoria dei

massimi e minimi di tali fungioni ¢ impostata sul coucetto

di semicontinuita, gic introdotto da Baive nello studio delle

Junzioni di variabili wumeriche

L’ opera consta di due volumi. Il primo ¢, per cosi dire,
preparatorio, ¢ svolge ampiamente tutte la teovia della semi-
continuita pey gli integrali, funzioni di linee piane, dipendenti
soltanto dalla posizione dell’ elenento genervico della curva e
dallg sua direzione ; nel secondo, per mezzo di tale semiconti-
nuita, st procede allo studio dei massimi ¢ minimi degli inte-
grali indicati, tanto nel cosidetto problema dell estremo libero
quanto in quello isoperimetrico. Se il favore dei matematici
non manchera, ¢ metodi qui introdotti saranno, in sequito,
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estesi a tutti gli altri problemi considerati nel Calcolo delle
Variazioni.

Una parte notevole di questo primo volume ¢ dedicata ad
alcune teorie generali dell Analisi, che costituiscono il fonda-
~mento necessario di tuito il libro. Due capitoli — quello sulle
curve e U altro sugli insiemi di funzioni e sugli insiemi di
- eurve — raccolgono e coordinawo svolgimenti e risultali spersi
in wmolte pubblicazioni, di questi wltimi quarant’ enni. Altri
due capitoli trattano delle misura degli insiemi di punti, delle
Junzioni wmisurabili e dell’ integrale del Lebesgue ; argomenti
tutti ¢ quali, benehé ormai di essenziale importanze nel campo
dell’ Analisi, won hanno ancora avute, in Italie, wnae conve-
niente dividgazione. Now disposto ad aceettare il ben wato postu-
lato di Zermelo — che, nella teoria del Lebesgque sulla misura
degli instemi di punti, viene utilizcaio per la dimostrazione
del teoreme fondamentale — si presentave poi @ me la nedes-
sitd di introdurre, in tale teoria, delle modificazioni, i modo
da bandire completamente ogni applicazione del postulato tndi-
cato. Sono stato costretlo, percid, a sostitwire agli < insiemi
miswrabili » gu.eg?--i instemi ehe ho ehiamati < psendointervalli »,
e alle < funziont misurabili » le < funzioni quasi-continue »,
Per la definizione di integrale del Lebesgue, ho mﬂotmm, relativa-
mente alle funziond limitate, la formea proposta da W. II, Young
(forma che é perfettamente simile alla definicione di integrale
di Riemann), ¢ per le altve quelle di De la Vallée Poussin (*).

1l libro, che ora sottopongo al giudigio dei matematict,
 raccoglie gran parte degli studi che, sul Calcolo delle Varia-
zioni, sono venuto facendo in questi wltimi dieci anni; ¢ss0

. 7 [ 4
perd non sarebbe forse mai stato pubblicato se noi avessi avito

(') Aggiungerd che tutto il libro é redatfo in modo da richiedere nel
lettore soltanto ln conoscenza i quanto 8i insegna negli ordinari corsi
di Caleolo Infinitesimale.
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continui, amorevoli incoraggiamenti dal mio illustre Maestro
Salvatore Pincherle. A Lui, pertanto, voglio esprimere qui
tutte la mig riconoscenga.

Ringraziamenti vivissimi debbo poi alla dott.* Elena Furla-
netto e al dott. Giuseppe Belardinelli, per "wiuto intelligente
prestatomi nella revisione delle bozze di stampa, ed al comm. Oli-
viero Franchi, per aver accettata la stampa @i questo libro e
per aver pasto ogni cura affinché esso potesse ussumere ottima
veste tipografica.

Parma, Dicembre 1921,
Liroxtna ToNELLI



CENNO STORICO

I, PROBLEMA DI NEWTON.

Newton, in Philosophiae naturalis principia mathematica

(1686), pose per primo il problema del solido di rivoluzione

di minor resistenza. B un problema che ha una notevoie im-
portanza pratica, inferessando in modo essenziale la naviga-
zione subaequea, I' aevonavigazione, la balistica.

Qual’é la forma pilt conveniente da darsi ad un sommer-
gibile, ad un dirigibile, ad un proiettile di fucile o di CANNonNe,
perché essi, muovendosi nell’aequa o nell’arvia, incontrino la
minor resistenza possibile e possano quindi, con una data forza
motrice, raggiungere la massima velocitd ? La questione, in
un primo tempo, deve porsi, per ragione dj semplicita, suppo-
nendo che la superficie da determinarsi sia di rivoluzione
attorno ad un asse parallelo alla’ direzione del moto; e deve
anche limitarsi, per non urtare subito contro le difficol ta
inerenti alla considerazione dei moti vorticosi che avvengono
in coda ai dirvigibili, proiettili, ece., alla determinazione della
forma della parte anteriore o testa. Particolarizzando ancora
e cioé fissando la base e I altezza della testa, si ha la seguente
formulazione del problema: « Determinare la curva piana
che unisce due punti dati 4 e B e che, ruotando attorno ad
"I asse, appartenente al suo piano e passante per A, genera
Uni superficie di rivoluzione la quale, muovendosi, secondo
il sno asse, in un mezzo omogeneo, incontra la minima vesi-
stenza ». Si ha cosi la (uestione nella forma in eui venne

considerata g Newton. ‘;.

5
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E evidente che la soluzione dipende essenzialmente dalla
legge di resistenza ehe si ammette, cioé dal valore che si
attribuisee alla resistenza che il mezzo, mel quale avviene
il movimento, esercita sull’elemento generico di superficie.
Newton suppose precisamente fale resistenza proporziouale
al quadrato della proiezione della velocithd del moto sulla
normale alla superficie,

Per- tradurre analiticamente il problema, si prenda, nel

piano determinato dall’asse i rotazione e dal punto B, un
- gistema di assi cartesiani ortogonali, avente I'asse delle 2
coincidente con 1'asse di rotazione. Rappresentata allora me-
diante I’equazione y = y(«) la curva da determinarsi, la resi-
stenza incontrata dalla superficie di rotazione, da essa gene-
rata, ¢ data dalla formula

1

Yy
Bi= ?.:j-—"LH dz,
) e
@

dove @ e b indicano le ascisse dei punti A e B, e k & una
costante, dipendente dalla velocita della superficie in moto.
La curva, ossia la funzione y(z) che risolve il problema, deve
dare all'integrale che figura nell’espressione di R il pilt pie-
colo valore possibile: la questione dunque si riduce a cercare,
fra tutte le curve y = y(x) che congiungono @ punii A e B, quella
che rende minimo I integrale indicaio.

IL PROBLEMA DHLLA BRACHISTOCROXNA.

, Nel 1696 Giovanni Bernoulli proponeva e risolveva il
seguente preblema, detto della hrachistocrone : « Trovare la
carva che deve seguire un corpo pesante per scendeve, da un
punto A ad un punto B; nel minor tempo possibile ».

Nella caduta (i un grave, la velocitd v che esso possiede
¢ data dalla legge ben nota v = V2gh, dove g ¢ 1'accelera-
zione dovuta alla gravith e h & il dislivello fra la posizione
in cui il grave si trova uell’istante considerato e quella
inizianle da eni il grave stesso si & mosso con velocitd nulla;
pertanto, il tempo infinitesimo necessario a percorrere un arco

ds
infinitesimo. ds della curva di discesa, & dato da Vagh' Am-

. _ :

"

~  luite le curve che
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messo allora, per semplicitd, e come & intuitivo, che la eurva
cercata sia ih un piano verticale, ¢ considerato in questo
piano un sistema di coordinate cartesiane ortogonali, avente
I"asse delle @ orizzontale e passante per il punto A, e I'asse
delle y verticale e diretto verso il basso, il problema sopra
enunciato si puo tradurre analiticamente nel modo segyente:
« Trovare, fra tutte le curve, del piano detto, e¢he congiun-
gono 1 puntj 4 e B, quella y = y(x) che rende minimo 1'in-
tegrale
Yl
V149t
———~ dx,
v Vigy
dove e e b indiecano le ascisse dei punti 4 e B »,

La curva che risolve la questione soddisfa ad un’equa-
zione differenziale, che & quella della cicloide: essa ¢ dunque
una cueva di questo tipo, La sna forma fu indicata da Gio-
vanni Bernoulliy il quale la determind sfruttando una ecerta
analogia infercedente fra il movimento di eadnta dei gravi
e il .mowmcnto di propagazione della Inee. I ragionamenti
usati dal Borunulh, tutt’ altro che rvigorosi, provocarono ri-
cerche e dispute, anche aspre, ed altri matematici dell’ epoca,
t-'f":_l. cui Newton, Leibnitz, I’ Hospital e Giacomo Bernoulli,
ritrovarono, per-vie diverse, la soluzione del problema. I3, fra
tutfi, Giacomo Bernoulli ebbe il grande merito di escogitare
un metodo di risoluzione avente cavattere generale, applica-
bile cioé-anche ad altre questioni della stessa natura.

I CALCOLO DELLE VARIAZIONL: SUO OGURITO.

. Con i problemi di Newton e della brachistocrona, ma
pitt specialmente con il secondo, che, per le polemiche susei-
tate, atirasse I’attenzione dei maggiori matematici della fine
del secolo XVII, sorgeva nna nuova teoria, riflettente tutto
un ]rgrg.o complesso di problemi, interessanti la geometria, la
meecanica, la fisiea, ece., la quale prese poi il nome i C’a?-
colo delle Variazioni.

I due problemi pin sopra esaminati presentano un aspetto
fomune. In entrambi, la questione si riduce a trovare, fra
congiungono (dune punti dati, quella che
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rende minimo il valore di un certo integrale, nel quale inter-
vengono le ordinate y ed anche la direzione della curva nei
suoi vari punti; con altre parole — e generalizzando — &
trovare, fra tutte le funzioni y(x) che soddisfano a certe con-
dizioni ai limiti, quella che rende minimo o massimo nn inte-
grale della forma

b
I :jfl_w, y(z), y'ix)]de,

dove- la funzione integranda f dipende — effettivamente o
no — dalla variabile indipendente =z, dalla funzione yx) e

dalla derivata y'(z). Questo & quello che chiamasi il problema
pitt semplice del Calcolo delle Variazioni.

Come ebbe a rilevare Giacomo Bernoulli, la questione che
qui si presenta non & uno degli ordinari problemi di minimo
o massimo, di cui si oeeupa il caleolo differenziale, i quali
si propongono di determinare il-valore minimo o massimo di
un NUmero ¥(x,, ¥,.. ), funzione di uno o pitt altri numeri
T,y Tyyes Tny 0, GEOMetricamente parlando, dipendente dalla
posiziene di un punto di uno spazio ad una o pit dimen-
<ioni. 1 numero I, da render minimo o massimo, dipende non
pitt da un punto, bensi da wnae curva, ossia da un complesso
di infiniti punti; o, analiticamente, da una funzione y(w) e
non da uno o pitt altei numeri. B Giacomo Bernoulli ¥ico-
nobbe che, per questo nnovo problemu, non sono sufficienti i
metodi che servono per la ricerca dei massimi e minimi ordi-
nari, ma occorrono procedimenti nuovi.

Generalizzando la questione sopra indicata, Kulero con-
siderd il problema della deferminazione dei massimi ¢ minimi
dell’” integrale

&
/
TI2: Yis Uiy U205 Yon Yagene Yo' P25 wned By Yooy Yy, o )dw,

L}
&

. cui funzione integrandi f dipende dalla variabile indipen-
dente z e da n funzioni y,(@), Yo(@)y. Yu(@), € dille loro rispei-
1ive P, Poges Do prime derivate; le funzioni e le loro rispet-
tive p, — 1, p,— L. py,— 1 prime dervivate soddisfacendo a eon-
dizioni assegnate negli estremi dell intervallo («, b). In questo
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ollemen ‘ : E
problema, I’elemento da determinarsi & il complesso delle n

fanzioni Yives Yny O geometricamente, la curva dello spazio
ad n+1 dimensioni delinita dalle equazioni -

V=02, Y =1@)0 Y= y,().

If]f:i:-elrveuto delle derivate prime, seconde, ece. delle 2 {9

sta ad indicare che il valore dell’integrale diI’)end;a n - J-;‘)
tanto dalla posizione dei punti della curva su eui \-'ienm(:af? ;
]:.l['-'(), ma anche dalla direzione, dalla curvatura ece. della ¢ (JS-
nei suoi vari punti, o
: A questi problemi Giacomo Bernoulli, nel 1697, ne ag
ginnse un altro, di tipo un. po’ diverso ,daudo ]11(; 0 ‘l?_
categoria detta dei problemi i'-soperimetr;'c-i il cui e%se'd'“
I-lpl(}(') e classico & quello che si riferisce ’al]a pro ;rlie;‘:,pli(')
massimo del cerchio, ben conoseciuta anche dai geomefri re “
« fra tutte le curve piane di dato perimetro, trovare g ;Jll.
<-._]1e racchinde la massima area », Ana!iticamenh’e Italt:( ueg?e :
sl pone nei seguenti tevmini: < fra tutte ]e_ :;opptiel'di 1'{[')11:1?

zioni w=u(t), y =y(t), definite s T
quali Tinkesrdle ) 1 un intervallo (a, b), per le

b
j Vit dt .

Il‘lu 1 dat 3 & [ {5 (5] ] =t
< 0y il.iOl' K LoOVar t g i
f 1 o o (]llelld; Ghe ren S i
e i . tle massimo 1 m
b

1 ’ '
:—?;_j(:cy — ya)dt ».

@

Goneralivs :
bﬂmn.fj ..1 |a]1h/.mn(‘lo, si ha la seguente formulazione del pro-
Ma soperimetrico: « Determinarve le funzioni

yi{x)? yE(ﬂ:}}"" yﬂ(x)
definite s intervalle i "
. .l.\l.l. l'lll 1uie.1mllu (a, b), soddisfacenti a certe con-
al limitl, e tali da fornire per gli integrali

b
Xy i '
Jg Y85 Yus Yoo Y Yis Yy Y ) (r=1,2,.p)
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dei valori assegnati — in modo che I'integrale
b
jﬂx; Yy YasioYny Yy Yo'yrenry Y, )z
) .

assima il valore minimo o massimo ».,

- Tralasciando un’evidente eeneralizzazione i tale pro-
blema, osserveremo, con Lagrange, che esso rienftra, come
caso particolare, in un altro che vien detto precisamente
problema di Lagrange. Oonsideriamone dapprima un esempio,
quello della brachistocrona in un mezzo resistente, che Eulero
ed ‘Hermann studiavono per primi. « Supposto che un punto
mobile in un mezzo resistente debba passare da una posi-
zione A ad un’altra B, si deve determinare il cammino secondo
il quale, partendo da A con una data velocita, il passaggio
avviene nel minor tempo possibile ». B questo, evidentemente,
una generalizzazione del problema della brachistocrona, di eni
abbiamo gid trattato. Scelto un sistema (z, y, 2) di assi carte-
siani ortogonali, detta v la veloeita del punto mobile ed espressa
mediante la funzione R(v) la legge della resistenza nel mezzo
considerato, rappresentati con g, @, b, I’ accelerazione dovuta
alla gravitd e i valori della @ relativi ai punti A e B, si deve
determinare il minimo dell’i,ul;egl'ale

b
e BT
j' G B o il a A
T
[

(ehe esprime il tempo impiegato nel passaggio da 4 a B),
dove le funzioni y(z), 2(2), v(®) verificano le condizioni ai
limiti derivanti dalle eondizioni sopra poste e soddisfano
all’ equazione differenziale

v’ = g2 — R)V1 +y*+2°

(che esprime il principio delle forze vive). Siamo dungue in nn
caso del seguente problema generale (problema di Lagrange):
« Dato I’integrale

- b
r.ﬁfﬂ Yy Ysgee Yo s Yy Y ors Y, ),

23
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determinare le n fanzioni y,(x), ¥4(2),... y.(x) che lo rendono
minimo o massimo fra tutte quelle ehe soddisfano a certe
condizioni ai limifi e alle equazioni

94C5 Yy Yagee Yni Yoo Ys'yere Pu ) =0 =12 JARS

: Il problema di Lagrange rientra a sua volta in un altro
pitt generale, detto problema di Mayer, che pud essere enun-
ciato nei termini seguenti:

« Determinare le funzioni y (z), y.(2),... y,.(z) in modo che
soddisfino alle eqnazioni differenziali

9r(®%5 Yis Yoy Yns Y5 Yo' Yu) =0, (r=1,2,... ),

che assumano valori dati nel primo estremo dell’intervallo
su cui si considerano e tutte, tranne la prima, valori pure
dati _:uu:he nel secondo estremo, e che la prima funzione y,(2)
raggiunga, in questo secondo estremo, il massimo o il minimo
valore possibile ». -
Un esempio di tale problema si ha in quello del movi-
mento di un punto pesanfe, con resistenze passive, problema
che interessa da vicino I utilizzazione delle cadute d acqua:
« Supposto c¢he un punto materiale debba seendere da
una posizione 4 ad una posizione B, essendo softomesso al-
]"{l-?:i(l-lle- dellattrito e ad una resistenza funzione della veloeitd
s1 tratta di determinare il cammino da far percorrere al pnnt-(;
perché esso arrivi in B con la massima velocitd possibile ».
; Nelle questioni sino ad ora considerate gli elementi inco-
guifi sono sempre delle funzioni di una sela variabile, ossia,
}_{uo.nwtrit:a.me.nte parlando, delle eurve del piano, dello spazio
m'lln‘mrio o dello spazio ad n dimensioni. Gli stessi problemi
ann.‘ln.ici si pongono perd anche per funzioni incognite a pit
variabili, cioé per elementi incogniti che siano delle superﬁcie
fl(&llo .f.:pu?.io' ovdinario o di quello a pil dimensioni. Per nou
unlu,urmrci froppo, aceenneremo a due sole di tali questioni
la prima delle quali & conosciuta sotto il nome (i 1;9'0?;3&:::«:

di Plateair: « Data " ; oot
. ?i(rtf.au. < Data "'una curva dello spazio ordinario, si tratta
(1l determinar a & : TR
]1 ( ._tcfnmn(ue la superficie da essa limitata la quale abbia
a m i 5 :

mima area ». Volendo considerare soltanto le superficie

incontrate i o] . :
e f["' In un solo punto, al piti, da ogni parallela all’ asse 2
1 SIstema eartesis . ; 2 3
a4 cartesiano ortogonale prefissato, dobbiamo de-
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terminare la funzione z = fiz, ¥) che rende minimo 1’inte-
grale doppio

I+

fra tutte quelle che assnmono dati valori sul eontorno del
eampo A sn eni & considerato Iintegrale sfesso.

L’altro problema, che vogliamo vieordare, si rviferisee alla
proprieth di massimo della sfera, proprie(d ¢he non era ignota
ai geometri greeci: « Fra tutte le snperficie chiuse di data
area, trovare quella che racehinde il massimo volume ». Anche
qui si fratta di render massimo Pintegrale che di il volnme
racehinso dalla superficie, ma deve esser osservata la condi-
zione che un aliro integrale, quello che esprime Tarvea della
superficie stessa, abbia un valore dato.

Da quanto precede rvisnlta chiaramente che oggetto del
Caleolo delle Variazioni & la ricerea delle condizioni nelle
quali un dato numero variabile, che pud essere un integrale
definito o la solnzione di un’equazione differenziale, ¢ che
dipende da una o pitt funzioni incognite, rageinnge il sno
valore massimo o minimo. Vedremo pilt innanzi come questa
coneezione, diremo eclassiea, del Calcolo delle Variazioni abbia
subito, in questi ultimissimi tempi, una certa evoluzione, la
quale ha portato ad allargare notevolmente gli orvizzonti di
tale Caleolo, dandogli un eampo di applicazione assai pin
vasto. :

T g\
4= dw d
) (E‘-y._) dz dy,

IZ=TORTANZA W APPLICAZIONT DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONT.

Dagli esempi esposti si manifesta evidente come mnlte
questioni geometriche e meccaniche — e, possiamo aggiun-
gere, (i fisica, di economia politica, di demografia, écc. —
si ridncano & sempliei problemi di Caleolo delle Variazioni,
¢io che porta. questa teoria matematica ad estendere le sne
applicazioni ai campi pitt disparati della seienza. Questo d’al-
tronde non deve stnpire quando si rifletia che, nei fenomeni
naturali e in quelli sociali, domina un principio generale di
economia che si traduce in questioni di minimo o di massimo,
ed al quale si pud riattaccare la spiegazione od almeno la
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ginstificazione dei fenomeni stessi. Siecome la costruzione del
mondo — dice Enlero in Methodns inveniendi lineas cuyias
mazimd minimive proprietate gaudentes (Lausanne, 1774) — é
lu pitt perfetta possibile ‘ed ¢ doviuta ad mi creatore infini-
famente saggio, non ayvviene nulla al mondo che non pre-
senti proprietd di massimo o di minimo: « Quum enin mund
nniversi fabriea sit perfectissima, atque a creatore sapientis-
simo absolata, nihil omnine in. mundo contingit, in quo non
maximi minimive ratio quaepiam eluceat », Bd & appena ne-
cessario rammentare come anche nej fenomeni sociali si pre-
senti ovangue un principio generale di minimo, che si rias-
sume nella cosi detta legge del minino sforso.

[2idea che un principio di minimo regoli i fenomeni della
natura era anche presso i greei, ed abbiamo che Birone, fin dal
primao secolo a. O, dedusse la Jegge della viflessione della luee
dall’ipotesi che un raggio luminoso, partendo da nun punto A
per arvivare ad nn altro punto B, dopo una riflessione s
ani data saperficie, segua il pitl breve cammino possibile.
Nel XVII secolo, Fermat, ispirandosi al ragionamento di
Krone, dimostrd la legge della vifrazione della Tnee ammet-
tendo che un raggio lnminoso, partendo da un puito A per
arrivarve ad un altro punto B, dopo aver subito una vifrazione
abtraverso una suaperficie data, segua il eammino che vien
percorso nel pitt breve tempo possibile. Hd Huoyghens, piti
tardi, studiando il movimento della luee, non solo in linea
retta, ma anche secondo nna curva, in mezzi ove la velociti
di propagazione varia da punto a punto con continuitd, ri-
conobbe che il principio di minimo ammesso da Fermat ha
un valore generale.

Un altro esempio evidente di leggi fisiche c¢he tradueono
principi di minimo o massimo si ha nelle leggi dell’ equilibrio |
di un liquido senza peso, sottomesso soltanto alle forze mo-
lecolari. Come Plateaun ha dimostrato sperimentalmente, intro-
ducendo dell’olio ’oliva in una miscela di acqua ed aleool,

di ugual peso specifico, il peso dell’olio viene equilibrato dalla

Spinta che, secondo il prineipio di Archimede, c¢sso riceve
dalla miscela in eni & immerso, e I'olio si comporta come se
fosse realmente sottratto all’azione della gravila. Sono ce-
lebri le esperienze fatte a questo proposito da Platean. Hgli
provo, ad esempio, c¢he una massa, nelle condizioni prece-
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denti e libera, assnme la forma sferica, rispondente ciod alla
soluzione del problema, di Caleolo delle Variazioni, della su-
perficie di area minima ehe racehinde un dato volume. B tutte
le molteplici esperienze da lui fatte con queste masse d’olio,
sottratte all’azione della gravitd, mostrano che sempre risnlta
verificato un prineipio di minimo o massimo, quello del mi-
nimo o massimo del potenziale delle forze agenti, eorrispon-
denti, il minimo, a condizioni di equilibrio instabile, il mas-
simo, a eondizioni di equilibrio stabile. Bd a questa medesima
conelusione conducono anche altre esperienze, dello stesso
Platean, sulle fignre di equilibrio delle lamine liquide sofiti-
lissime, oftenute mediante le bolle di sapone o immergendo
In aequa e sapone dei supporti di il di ferro.

Nella Meccanica & ben noto che, in ogni campo potenziale,
al valori dei parametri che definiscono un gqualsiasi sistema e
che rendono minimo o massimo il potenziale, corrispondono

configurazioni di equilibrio; ¢, in particolare, ¢he, per i sistemi

sollecitati dalla sola gravitd, dove il centro di oravitd & nella
posizione pit bassa o pit alta possibile, ivi & equilibrio, con
stabilita nel caso della posizione pitt bassa (teorema di Torri-
celli). Tufta la teoria dell’equilibrio dei fili flessibili e ineston-
dibili non & poi che nn ecapitolo di Oaleolo delle Variazioni.

Come osserva Mach, in Die Mechanik in ihrer Eniwi-
ckelung historisel-kritisch dargestellt, lo questioni di massimo
e minimo hanno esercitato una grande inflnenza sullo sviluppo
della mececanica e, specialmento dopo Lagrange, i prineipi
della meceanicd si misero ordinariamente sotto forma di teoremi
di massimo ¢ minimo. A questo proposito, ngtgi'ungeremo an-
cora un cenno sui due prineipi di Maupertuis e di Hamilton.
Il primo, detto anche principio della minor wzione, lo ricor-
deremo soltanto nella forma particolare seguente: « Le fra-
iettorie di un punto materiale libero, sollecitato da forze con-
servative a muoversi in qn piano, soddisfano alla equazione
differenziale delle curve che rendono minimo integrale ddel-
Uazione maupertuisiana :

\ AU -+ h) ds,

!
o

dove U indiea la funzione delle forze, h la costante delle
forze vive e ds il differenziale dell’ arco », Per il secomdo —
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il principio di Hamilton -~ diremo che « se un sistema olo-
nomo, senza attriti, la-eui posizione sia determinata da n pa-
pametri indipendenti y,(8), y,(t),..., y,(1) (Funzioni del tempo 1),

¢ sottoposto allazione di forze conservative, defia 7' la sua

enercin cinetica ed espressa la funzione U delle forze me-
diante gli parametri indieati, le equazioni (di Lagrange) del
movimento si possono serivere

4 (S'EfT—I—‘ —U—J) o ﬂ}:l], =1 P oy
dt 3.%- aya

¢ sono percio le equazioni differenziali a eui soddisfano le
fanzioni y,(1),... 4,(t) ehe rendono minimo I’ integrale dell’azione

hemiltoniana
£y

ﬂT+Um»

=
ty

In eletlrostatica si sa che, nei eorpi buoni condutiori, la
distribnzione dell’elettrieita resta invariabile solo quando sinno
soddisfalte certe condizioni, dette precisamente condizioni i
equilibrio elettrico. Orbene, perehé una distribuzione elettriea

- soddisfi alle eondizioni di equilibrio stabile, occorre che renda
~minimo il relativo potenziale elettrostatico (detto anche energia

elettrica), ossia c¢hé renda minimo 1’ integrale

AT e
- " .

dove V & la funzione potenziale dello strato elettrico ed S
rappresenta tutto lo spazio,

Nel campo delle scienze economiche e sociali, fu gia osser-
vato da Malthus che molte questioni appariscono di natura
simile ai problemi di massimo e minimo del Calcolo delle
Variazioni; in particolare, I’ Economia Politica, che & domi-

- nata dal principio della minor azione, al pari della Meceanica

6 della Fisica, conduee necessariamente, ecome tali scienze, a
questioni di massimo e minimo, le condizioni dell’ equilibrio
del mondo economico essendo precisamente guelle che assi-
eurano ai singoli il massimo dell’ utilith eol minimo sforzo.
Fra le diverse questioni di Beonomia Politica che si tra-

(ueono in problemi di Caleolo delle Variazioni, citeremo guella

v
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relativa alla determinazione del costo i produzione di una
data merce X. Ammoesso che, per produrre X, sin necessario
impiegare gli elementi 4, AR A
prime, macehine, mano Qopera ece. — indieati con aia), biw),
¢(@)... i coellicienti di produzione relativi ad 4, B, C...., vale
a dire indicate eon

che saranno materie

age)dy, b(x)dz, o(z)dz,...

le quantita di 4, B, C,...; necessarie per produy
abbia gid la quantith & di X; detti Dal),
relativi; il costo totale II
di X, & dato da

re da, qunando si
26(@), pe(2)y... i prezzi
(#), di produzione della quantitd x

(2) = m(x) + f; A(@)p,() 4 bE)p,(x) -1 e(x)p @) - ... { da.
gﬁ

11 problema di render minimo il costo di produzione I[(z) si
traduce dunque in quello di render minimo Iintegrale sopra
scritto, tenendo conto delle relazioni che possono intercedere
fra le fouzioni che in esso tigurano ('),

Per dire, infine, di una delle applicazioni del Oalcolo delle
Variazioni alla Statistica, riecorderemo un pl'ol)lmnal di Sta-
tistica demogratica trattato da L. Perozzo net Bulletin de
U Iustitut International de Statistique, (. xvur, Paris, 1909,
pp. 289-296). Si voglia il numero Cit, =, y) delle coppie ma-
ritate esistenti al tempo™t o per le quali il marito abbia 'etd #
¢ la moglie I’etd y. Detta, S(t, 2, y) la frequenza dei matrimoni
al tempo ¢, fra gli sposi di etd rispettive z e g, e indicati
con u(t, ), u(t, y) i quozienti istantanei di mortalita degli
uomini e delle donne, rispettivamente, si & condotti a detor-

minare la funzione € come quella che da il minimo dell’ inte-
. %
grale triplo

o ity
"TEIR0y 30 se s ;
‘ ‘ [ j% —!—;E X ?";7 -+ O + v) — Sé dt dx dy
efof gl U O f "t /
Lo Yo ta

() Cfe. W, L. Zawapskr, Les Mathématiques appliquies @ I Beonomie
Politique, Pavis, 1914, pp. 222-223,

Minimo un certo altr
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— 1, e ¥y, essendo le etd ordinavie di lh e 1_5 ajnni, w l’et._é.
limite di 100 anni, e ¢, e t, essendo gli anni ‘tll-l.ll'lt-i‘ c'enm.—
menti snecessivi — fra le funzioni € ehe, ai limiti indicati,
sofldisfano a date eondizioni.

Lo SVILUPPO DELEA TEORIA: IL PERIODO BERNOULLI-EULERO.

Le polemiche suscitate dal problema |_iell_zm bmc-hi'stc')crona-‘,
proposto da Giovanni Bernoulli e tl'a lui risolto tll!‘f}} quasi
« i sentimento », e i nuovi problemi del genere ehe Giacomo
Bernoulli formuld e risolse, condussero quest’ultimo an! eseo-
gitare un metodo geometrico per trattare in mod.o “n'lfol..'l]:-le
tutte queste questioni, ponendovi a fondamento ]I. prineipio
che, se una eurva possiede una proprieta di massimo, o mi-
nirﬁu, ogni suo elemento, per quanto piuco]o_, possiede aneh’es'so
la stessa proprieta. Questo principio stabilisce, per esempio,
che se una eurva data & brachistoerona, ¢ una curva brachi-
stocrona anche ogni areo parziale di essa, vale a dire, tale
arco fa passare dal suo primo al suo secondo efst.l._-emu nel
minor tempo possibile. Partendo da siffatto principio e con
ragionamenti che, nella loro essenza, equivalgono a sostituire
ad un arvco infinitamente piecolo della eurva cercata, una
spezzata a lati rettilinei, tutto viene ricondotto a detel_'minart?
I vertici di qnesta spezzata ed a sfruttare in tale ricerca i
metodi dell” ordinario ealeolo differenziale.

Questi procedimenti i Giaecomo Bernonlli -— ¢he deve
considerarsi il vero iniziatore del Qaleolo delle Vaviazioni =5
vennero generalizzati od estesi sapientemente da BEulero ad
nua  vasta sttegoria di problemi, Bulero comineid col di-
stinguere i problemi del Qaleolo delle Variazioni, ehe fino
allora. avevano fatto oggetio di studio da parte dei ma-
tematici, in dne grandi categorie: guella nella quale la gue-
Stione da risolvere & la determinazione di una eurva, fra
tutte le linee che soddisfano a certe condizioni ai limiti, ¢he
rende massimo o minimo un certo integrale; e I'altra in cni
siotratta (i determinave, fra le curve che soddisfano a eerte
eondizioni ai limiti e che danno ad un dato integrale o a pilt
dati integrali valori prefissati, quella che rende massimo o
o integrale. Distinse cioé nettamente i
zoblemi semplici del Caleolo delle Variazioni — tipo brachi-

s
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stocrona — dai problemi isoperimetriciy e diede poi un metodo,
ora conoseciuto sotto il nome di regola isoperimetrica, che
permette di ricondurre (almeno nella prima fase della risolu-
zione) i problemi della seconda categoria a quelli della prima,
Per questi ultimi considerd in generale il problema della
determinazione del massimo o del minimo dell’integrale

L]
I[y(=)] :I S, y, wide,

fra le curve y =y(z) soddisfacenti a determinate condizioni
ai limiti, ed estese poi le sue considerazioni all’integrale

1
J(@, Yy ¥ y)de,

ginngendo a stabilire che la soluzione deve soddisfave, nel
primo caso, all’equazione differenziale

q
fy— g lv="0
¢, nel secondo, all’altra
d- d
Ty — d_:t!'f-y’ 4 Ez-fy" ~ =0,

Tali equazioni sono ora chiamate equaziont di IFilero.

I PERTIODO LAGRANGE-JACOBL.

I ragionamenti di Balero, di natura essenzialmente geo-
metrica e tutt’altro che soddisfacenti dal punto di vista del
rigore logieco, non potevano accontentare compintamente lo
spirito eritico dei matematici, che subito di tali questioni si
oceuparono intensamente. Fra essi Lagrange sorse con idee
nueve, le quali si coneretarono in un nuovo metodo, che di-
venue poi classico. Bliminando qualsiasi considerazione geo-
metriea, Lagrange pose a base della sua teoria il conecetto i
variagione — da cui derivo poi il nome di Caleolo delle Va-
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riazioni — riconducendo, per mezzo di esso, le nuove questioni
nell’ambito dei metodi del calcolo differenziale,

Sia y =1,(z) la curva che rende minimo I’ integrale Ifya))
fra le curve y — y(x) che eongiungono due punti dati 4 e B,
nel piano (z, y). Per dimostrarve la sua proprietd di minimo,
occorre confrontare il valore Iy ()] che essa di all’integrale T
con (uello I[y(z)] velativo ad un altra curva. La differenza
y(x) — y,(x) ¢ la variazione che subisee I’ ordinata y.,(z), re-
lativa all’ aseissa 2, quando dalla curva y =y (x) si passa
all’altra y = y(z). Questa varigcione ¢ dunque I’ ineremento
che subisee la funzioue y(x) per un cambiamento di forma
della curva su eui si vuol calcolare 1I'integrale I, ed &
ben diversa dall’incremento che la stessa funzione y,(z) su-
bisce per un cambiamento del valore della variabile indipen-
dente z. Quando I'inecremento dato alla z & molto piceolo, da,

si ba per I'ineremento della y — all”infuori di infinitesimi
di orvdine superiore, trascurabili — il differenziale dy. Consi-

derando parimenti cambiamenti molto piceoli nella forma della
curva, avremo che la variezione y(x) — y,(«) sard anch’essa infi-
nifesima e di natura analoga al differenziale dy, in qnanto
rappresenta un incremento infinitesimo della fanzione y,(2),
ma risultera da esso ben distinta, Per tale variazione Lagrange
propose la notazione, divenuta poi classica, 3y, simile a quella
dy del differenziale, ma ben distinia da essa; ed in base alla
aualogia fra il 2y o il dy, istitui per la variazione tutto un
ls&}leullo. analogo a quello valido per i differenziali ordinari e
per mezzo i esso applico ai nuovi problemi i metodi gid
noti per le questioni di massimo e minimo delle funzioni di
ina o pit variabili numeriche,

Come osservd Canchy, uno dei maggiori meriti del La-
- grange, nella questione attuale, & quello di avere fissato un
l'f.n.r')vn simhbolo per rappresentare le variazioni, in modo da
. Gvitare ogni confusione con i differenziali e in modo anche
3 ’_‘Ilﬁ-mat-terc in evidenza tutta I’ analogia sopra accennata. La
_g'a&lt-.a dei simboli
Ieve entild, ha

, benché a prima vista possa sembrare di
SHSYL veramente una grande importanza, perche
- essi §|_mlmli SONo nn mezzo per sgravare la memoria e 1in-
Higenza da ogni peso e lavoro inutile, rendendone possi-
S crescente utilizzazione per le funzioni pint notevoli ed
fali; ed alle volte nn appropriato sistema i notazioni
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puo far progredirve la matematica pitt ancora dell’ introduzione
di nn nuovo concetto. « La grande potenza delle matematiche
consiste appunto, come dice il Mach, soprattntto nel fatto
che esse sono rinscite a risparmiare alla mente ogni lavoro
inntile ed a spingere fino all’estremo I’economia degli sforzi
intellettuali ».

In eorrispondenza della variazione 2y dela enrva y =y (),
IPintegrale I[y (z)] subisce nna variazione

T{y(x)] — Iy(z)],

la quale si decompone nelle sue diverse parti dei vari ordini
infinitesimali, in modo conforme alla decomposizione del-
I"incremento portato ad una funzione di una variabile f(z)
da un ineremento dx dato alla variabile indipendente. Le
varie parti di questo ineremento della f(z) sono date, a meno
di eoeflicienti numeriei, dai differenziali snceessivi df, d*f,...;
¢ analogamente, le varie parti di I[y(x)] — I[y,(2)], liberate

Aa fattori numerici e perfettamente corrispondenti ai diffe-

renziali indicati, vengono chiamate variazione prima, seconda,...
dell’ integrale I e rappresentate coi simboli 21, 5*I... & come
per la ricerca dei massimi e minimi della funzione fla) si
pone uguale a zero il differenziale df, eosi, per trovare i mas-
simi ¢ minimi dell integrale I, Lagrange mostrd doversi
porre 51 =0.

Par altro le curve che annallano la variazione prima 271
— dette poi, con Kueser, estremali — non sono necessaria-
mente curve di massimo o minimo per I, come per primo

- mostrd Legendre ; al guale si devono pure i primi studi sulla

variazione seconda 2*1, allo scopo di stabilirne il segno e i

dedurne I’ esistenza del massimo o (el minimo. Il Legendre,
con 'infroduzione di una conveniente funzione ausiliaria,
ottenne un’elegante trasformazione di 2*I, deducendone una
condizione necessaria per ' esistenza del massimo o del mi-
nimo, che va ora sotto il sno nome. Tale condizione afferma
T g
"immutabilith del segno della derivata parziale or che deve

oy’
essere positivo per il minimo, negativo per il massimo.

I risultati di Legendre furono perd infirmati da una
grave obiezione di Lagrange, alla quale poté tuttavia resi-

stere la condizione necessaria sopra aceennata. Lagrange
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osservo, tra 1"altro, che 1’equazione di Riceati da cui si trae
la funzione ausiliaria, che interviene nella trasformazione di
Legendre della variazione seconda 21, pud non ammettere
una soluzione finita e continua in tutto 1’intervallo che si
considera e che, pertanto, la trasformazione detta non sempre
si puo operare. La questione cosi sollevata, la quale si presen-
tava assai diflieile venne genialmente risoluta da Jacobi (1837),
in modo del tutto inaspettato. Egli, trasformata 1’equazione
di Riceabi in un’equazione lineare omogenea del secondo
ordine, mise sotto nuova forma la variazione seconda 3°I e
ne dednsse una nuova condizione necessaria per I esistenza
del minimo o massimo, la quale poi a torto venne ritenuta,
per un cerfo tempo, anche sufficiente (in unione con quella
del Legendre). Considerato il fascio delle estremali useenti dal
punto iniziale A dell’sstremale che deve dare il minimo o
massimo, ed il loro inviluppo, si chiami fuoco coningato di A
il punto di contatto dell’invilappo con I’estremale detta; la
condizione di Jacobi si pud allora esprimere dicendo che, sul-
I’estremale che da il minimo o massimo, il fuoco coningato
di 4 non deve essere interno all’arco AB, dove B il punto
di ascissa b.

IL pERIODO WEIBRSTRASS-DARBOUX-KNESER.

Contro 'opinione generale che i risultati di Jacobi for-
nissero, non solo una ulteriore condizione necessaria, ma
anche le condizioni sufficienti per il massimo o minimo, in-
sorse, intorno al 1870, K. Weierstrass. Hgli comineid eon
P osservare che, contrariamente a quanto aveva ereduto La-
grange, i problemi del Caleolo delle Variazioni non POssono
~ ©ssere trattati completamente come se fossero dei problemi
di minimo o massimo dell’ ordinario ecalcolo differenziale ; e
_'che I'analogia fra i metodi di risoluzione, sino allora ritenuta
_ completa, viene a cessare quando si vuol passare dalle con-
dizioni necessarie a quelle sufficienti. Mentre nei problemi di
Mo o massimo delle funzioni di una o pitt variabili nume-
16 il segno positivo o negativo del differenziale’ secondo
fanzione assicura dell’ esistenza della soluzione, in un
ma di Oalcolo delle Variazioni, invece, il segno posi-
O megativo della variazione seconda — eonseglienm del
=¥Vuol. I.
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snssistere delle condizioni di Legendre e Jacobi — non assi-
cura affatto dell’esistenza del minimo o del massimo sul-
Iestremale considerata. La ragione di questa diversita, come
hen mise in lace il Weierstrass — e poi anche il suo al‘llevo
L. Scheeffer — sta nella maggior complessita che la linea,
che & Ielemento variabile da cuni dipende 1’integrale I, pre-
senta di fronte al punto, elemento geometrico .variahil(-a da
cui dipendono le funzioni di una o pin variabili numeriche.
Una curva, pur essendo vicinissima ad un’altra, pu'b essers
diversissima da quest’altra nel suo andamento, pll(\.cl()é. avere
tangenti molto diverse, per direzione, dalle t&l].gel'lhl nei pl,lll_ltl
vicini di quest’altra curva. B poiché nell’ espressione dell’in-
tegrale I inferviene la derivata y'(z), che rappl‘-ese.nba appunto
la direzione della tangente alla curva y = y(z), si 001.111?1:&'11(13
facilmente come, pur immaginando la curva detta Vi(}l]l_l{iSlm&
alla y =y,@), I[y()] possa mantenersi (1i.s1;mt.o da I[yo(u:}]-per
una quantitd non piccolissima. Cio che, invece, non avviene
nel caso delle funzioni ordinarie del ecaleolo dlﬂ.erenmale‘,
perché in esse, in forza della continuitd, quando gli el.ementf
variabili si avvicinano a dafi valori, anche la. fmm:mne Sl
approssima al valore -che essa assume per quel dati valori
delle variabili indipendenti.

Weierstrass trovo che, per I’esistenza del minimo o del
massimo, & necessario che sia verificata sull’estremal'e una
nuova condizione, oltre quelle di Legendre e di Jacobi, con-
dizione che fissa I’invariabilitd del segno di una certa fun-
zione da lui definita e che ora viene chiamata jfunzione di
Weierstrass. Per mezzo di- questa funzione e basandosi sul
concetto i campo d’ estremali, da lui stesso imtrodotto, e
consistente in una famiglia di estremali ricoprenti senza
duplicazione tutta un’area, egli ottenne poi una formola note-
volissima per 1’ espressione della differenza I[y(z)] — Iy (2)],
da cui dedusse senz’altro le condizioni sufficienti. Le quali
sono, se si tratta del minimo, che, sull’estremale considerata,

i 5

sia sempre g——’; = 0 (condizione di Legendre) ed il fnoco. co-
Y

ningato del primo estremo abbia ascissa maggictre f“. b (con-
dizione di Jacobi), e che, inoltre, la funzione di Weierstrass
sia sempre maggiore o uguale a zero in tutto un campo con-
tenente 1’estremale e in un Enodo che qui & inutile precisare.
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A Weierstrass spetta anche un altro merito, quello rela-
tivo al modo di tradurre amaliticamente i problemi che al
Calcolo delle Variazioni propongono la geometria, la mecca-
nica ecc. Il considerare, come si era fatto sino a Weierstrass,
le curve piane fra le quali si cerea il massimo o minimo
come rappresentabili nella forma y = y(x), porta a rvestrin-
gere grandemente il problema e talvolta ad esecluderne la
solnzione ; perché, cosi facendo, si prendono in esame sol-
tanto le curve incontrate, dalle parallele all’asse y in un
punto al pit, escludendo tutte le altre. Ora, posto un pro-
blema generale di massimo o minimo, non & detto a priori
che la sua soluzione, se esiste, debba necessariamente tro-
varsi fra le eurve del tipo detto. E quindi indispensabile
adottare una rappresentazione analitica delle eurve ehe non
ne escluda aleuna, e tale & quella data dalle equazioni

:1’::.1:(!], Yy —=y(t), {twta)a_

le quali danno le coordinate z e y, del punto generico della
curva, in funzione di' un parametro t. Weierstrass sviluppo
appunto tutta la sua teoria servendosi della rappresentazione
delle curve mediante le equazioni precedenti e sostitnendo
all’integrale I 1'altro

£ :
I=(Fla0), v, 2w, yia.
5 -

Contemporaneamente a Weierstrass e con procedimenti
del tutto diversi, Darboux trovd le eondizioni sufficienti per
il minimo nel problema delle geodetiche (ossia del pint breve
cammino fra due punti, su una snperficie) e in quello del-
I azione mawpertuisiana. Egli costrni la sua teoria fondandosi
S un sistema speciale di coordinate curvilinee, le qnali per-
mettono di porre gli integrali considerati sotto forma assai
semplice, da cui risulta immediatamente la proprietd di mi-
nimo da dimostrarsi. Il metodo di Darboux fu poi esteso da
Kneser a tutti gli integrali J — sotto opportune restrizioni —
in modo che la teoria detta di Darboux-Kneser & vennta
assumendo la stessa generalitd di quella svolta da Weierstrass.
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[N RITOBNO ALL’ ANTICO.

[ metodi per la ricerea delle condizioni sufficienti per il
minimo o massimo, di cui e¢i siamo oeccupati or ora, hanno
arattere essenzialmente diverso dagli sviluppi che la teoria
del Calcolo delle Variazioni era andata assumendo da La-
grange a Jacobi. Tali metodi, infatti, si scostano del tutto
da quello puramente infinitesimale col quale Lagrange aveva
cercato i costruire I’intera teoria, e inveee di dedurre I’esi-
stenza del minimo o massimo dall’ analisi delle vaviazioni
prima, seconda ece., studiano direttamente il segno t'iella,
differenza — detta variazione totale — fra il valore dell’inte-
grale considerato sull’estremale e quello dello stesso intt?gmle
su una curva prossima ad essa, fralasciando ogni considera-
zione infinitesimale. M. B, Levi — il ecompianto professore
dell’ University, di Genova, caduto eroicamente di fronte al
nemico nell’autunno del 1917 — osservo perd che 1’ obiezione
di Weierstrass, sulla non deducibilith delle eondizioni suffi-
cienti dalla considerazione della variqzione seconda, non
esclnde la possibilith di ottenere tali condizioni con ragiona-
menti di natura infinitesimale, e mostra solo che la decom-
posizione della variazione totale nelle variazioni dei suecessivi
ordini non & il modo pitt opportuno per seinderla in parti che
« siano di diverso comportamento infinitesimale quando si
faccia tendere a zero soltanto la massima distanza dei punti
della curva variata dalla curva che si considera, e non si
faccia tendere contemporaneamente a zero 1'angolo delle
tangenti ». B, procedendo da questa osservazione, egli modi-
fico leggermente lo spezzamento della variazione totale, qualf?
era stato indicato da Lagrange, e, con considerazioni sugli
ordini di infinitesimo delle varie parti della decomposizione
ottenuta, stabili le eondizioni sufficienti volute.

ALTRI SVOLGIMENTI DELLA TEORIA.

. Quello che, a graundi linee, abbiamo esposto ¢ lo svi]}lp_po
del primo e fondamentale problema del Calcolo delle Varia-
zioni. Naturalmente, accanto ad esso, si son venuti svolgendo
anche tutti gli altri problemi a eui abbiamo pit sopra accen-
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nato e dei guali per brevitd non tratteremo. D’altronde i
concefti fondamentali c¢he dominano tutta la teoria si son
venuti ponendo in gran parte nel primo problema, ed & su
questo che le difficolth si presentano in forma piti accessibile
e scevra di tutte quelle complicazioni accessorie che molte
volte nascondono il vero senso delle cose. Diremo soltanto
che il problema degli isoperimetri ha avuto anch’esso una
trattazione soddisfacente e che, per opera di Weierstrass
dapprima e poi di Lindeberg (1904-1909) si & giunti pure per
tale questione alle condizioni sufficienti; e che svolgimenti ade-
guati, per quanto assai meno completi, si sono avuti per i
problemi di Lagrange e di Mayer, sui qnali domina il metodo
detto dei moltiplicatoréi di Lagrange, che tanta importanza
ha anche nella meccanica. 11 pin arretrato & il problema
relativo agli integrali multipli, il quale, presentatosi per la
prima volta ad Hulero e Lagrange e poi, nel 1833, a Gauss,
deve i suoi maggiori progressi a Poisson, Ostrogradsky, .De-
launy, Clebseh, Schwarz, Hilbert, Kneser.

Le questioni del Caleolo delle Variazioni hanno in questi
ultimi tempi attratto particolarmente 1’ attenzione dei mate-
matici: a partire da Weierstrass e P. Da Bois Reymond, si
¢ andata svolgendo una critica acenrata di tutti i prinecipi e
di tutti i metodi in uso, ed i vari problemi sono stati ampia-
mente discussi e generalizzati. Dei risultati ottenuti trovansi
eccellenti esposizioni nei trattati dell’ Hancok e del Kneser
ed in quelli pitt recenti e pilt completi del Bolza e dell’ Ha-
damard. Ricorderemo anche I articolo di M. Leeat nella
Lncyclopédie des Sciences Mathématiques (). Indicheremo poi
al letfore il breve e interessante compendio del Pascal, nei
Manuwali Hoepli, ove trovansi delle utilissime indicazioni
bibliografiche (*).

Vogliamo, infine, aecennare ai rapporti fra il Calcolo
delle Variazioni e la teovia delle equazioni integrali, messi
in lnce dal Volterra nel 1884 e poi da Hilbert, nel 1904 ;
alla applicazione delle equazioni integrali al problema degli

s — [

(*) Il LEcaT ha anche pubblicato una notevolissima Bibliographie du
Ualeul des Variations, in due fagcicoli (Paris, A. Hermann, 1913 e 1916).
(*) V. anche Pascar: Variationsrechuwnny, Leiprig 1899,
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isoperimetri, fatta da un allievo dell’ Hilbert, il W, Cairns;
alle relazioni fra il Caleolo delle: Variazioni e le equazioni
inftegro-differenziali del Volterra (Volterra, Fubini, eecc.).

NECESSITA DI NUOVI METODI.

Da quanto abbiamo sin qui esposto risulta che, per la
ricerca dei massimi e minimi di nn integrale, occorre, in primo
Inogo, determinare le curve o superficie soddisfacenti all’equa-
zione differenziale di Bulero e alle prefissate condizioni ai limiti;
dopo di che si verifichera se su tali curve o superficie si pre-
sentano quelle proprietd che corrispondono alle econdizioni
suflicienti per il minimo o il massimo. Orbene, la teoria delle
equazioni differenziali, ordinarie o a derivate parziali, ben
difficilmente fornisce qnanto da essa ei si dovrebbe attendere, e
quasi sempre essa non pud assicurare la esistenza delle eunrve
o superficie sopra indicate ; eosicchd, molto spesso, 1 problemi
di Qalcolo delle Variazioni si trovano arvestati da difficoltd
insormontabili sin dal loro primo svolgimento. Ed & per que-
sto che problemi ormai celebri, come quelli di Dirviehlet, di
Platean, ece., non hanno potuto trovare la loro soluzione per
le vie del metodo classico del Calcolo delle Variazioni.

Dlaltra parte, molte delle equazioni differenziali ordinarie
0 a derivate parvziali, e tra esse in ispecial modo quelle pin
importanti della fisica matematica, si riconducono per il loro
studio a questioni i massimo o minimo di integrali, per guisa
tale che si finisce ecol muoversi in un circolo vizioso, il quale
permette soltanto di attribnire alle deficienze della teoria delle
equazioni differenziali gli insuceessi del Caleolo delle Varia-
zioni e alle insufficienze di questo Caleolo la maneata solu-
zione di problemi di quella teoria. Occorre dunque rompere
11 cerchio e procedere nel Caleolo delle Variazioni con nnovi
metodi, indipendenti dalla teoria delle equazioni differenziali ;
e questi metodi nuovi si impongono necessariamente anche
per il modo pit generale di impostazione che tendono ad assu-
mere i problemi del Caleolo delle Variazioni, il quale prende
oggi una nuova e pitt importante posizione nel campo delle
matematiche, e vuol essere un capitolo fondamentale del nuovo
Caleolo funzionale.

: o
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Ity CALCOLO FUNZIONALE.

Abbiamo gia osservato che gli integrali I e J s0m0 enti
dipendenti da una linea, o, analiticamente, da una o 1.)11‘1 iiun-.
zioni (1a y(x) o le a(t), y(t), rispettivamente) : Sono ciod fmwwn?
di una linea o di une o pin altre funzioni. Parimenti, se si
considerano gli integrali doppi, come ad esempio

S G + G5 fanan

oy

si hanno enti dipendenti da una superficie o ancora da una
o pit altre funzioni. Ed altrettanto avviene se si considerano
i problemi di Lagrange e di Mayer. 8i puo adungne aﬂ‘ermart?
che gli enfi (numeri), di cui nel Calcolo delle Variazioni si
cercano i massimi o minimi, sono funzioni di linee o super-
ficie o ipersuperficie, od anche funzioni dipendenti da una o
pit altre funzioni; e le fungioni che qui si presentano hanno,
come gia abbiamo rilevato, un carattere assai piti complesso
di r]ueile che ordinariamente &i studiano nell’ Analisi infini-
fesimale.

D’altro eanto, non ¢ solo nel Caleolo delle Variazioni che
intervengonc queste nuove funzioni. Se consideriamo, ad
esempio, ’azione esercitata su nn ago calamitato da una cor-
rente elettrica filiforme flessibile, ¢ chiaro che tale aziome
dipende dalla férma che il cirenito assume ed & percid una

¥ 3
Junzione della linea percorsa dalla corrente. Cosi, se abbiamo

ina lastra metallica e ne teniamo i punti del contorno a date
temperature, la temperatura di ogni altro suo punfo dipende
da quelle temperature ed & dunque una funzione della fun-
zione che rappresenta sul contorno la temperatura. E se con-
sideriamo una curva nell’ interno della lastra, la funzione che
sitale eurva rappresenta la temperatura ¢ anch’essa funzione
dell’altra funzione relativa al contorno.

In molte questioni della fisica matematica, di elettrosta-
tica come di elettrodinamica, di magnetismo, di elasticitd, di
idrodinamiea — citiamo, fra tutte, quella celebre delle sfere
pulsanti del Bjerknes — si ¢ condotti alla determinazione di
ima funzione armoniea, in un certo campo, essendo dati i snoi
'alori oppure quelli della sua derivata normale sul contorno;
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si ha dunque anche qui una funzione che dipende da un’altra
funzione.

E gli esempi si potrebbero moltiplicare a piacere.

Il Calcolo infinitesimale classico si ¢ occupato solamente
dello studio delle funzioni dipendenti da una o pitt variabili
numeriche, sempre in numero finito, o, geometricamente, da
uno o pin punti; ma la considerazione dei nuovi enti — nu-
meri o funzioni — dipendenti- da altre funzioni, si & vennta
imponendo in questi ultimi tempi, e ne & nata eosi una nuova
teoria, il Calcolo funzionale. Il quale appunto ha il compito
di studiare I nuovi enti e di creare per essi degli svolgimenti
analoghi a quelli che il Oaleolo infinitesimale ha 0'1‘1 dati per
le antiche funzioni.

I primi concetti del Calcolo funzionale fureno posti nel
1884 dal Volterra, il qnale ad essi fu condotto da (uestioni
di Caleolo delle Variazioni, e gli svolgimenti ulteriori, ottenuti
per vie ¢ con intendimenti diversi, si ebbero soprattutto per
merito di Volterra, Arzeld, Pincherle, Bourlet, Hadamard,
]wchef Riesz, Paseal, ecec.

Il Qaleolo funzionale, nato da questioni di Calcolo delle
Variazioni, al Caleolo delle Variazioni pone nuovi problemi.
Esso, infatti, non solo conduce alla ricerca dei massimi e mi-
nimi degli integrali o delle soluzioni di equazioni differenziali,
in determinate classi di curve o superficie, ehe contengono
~come easi particolari quelle considerate nel Calcolo delle Va-
riazioni classico, ma impone anche la ricerca dei massimi e
minimi di enti di natura pilt complessa, come ad esempio
quello che si é presentato all’ Hadamard nello studio sull’equi-
librio delle lastre elastiche incastrate.

I1 Caleolo delle Variazioni vuole oggi essere la teoria dei
massimi ¢ minimi del Caleolo funzionale, ai concetti ed agli
svolgimenti del quale deve dunque ispirarsi per rinnovarsi
profondamente.

IL proBLEMA DI DIRICHLET.

Il problema che ha iniziato la serie delle ricerche per
dare un nuovo assetto al Caleolo delle Varviazioni, cosl da
liberarlo . dalle insufficienze della teorvia delle equazioni dif-
ferenziali e da avviarlo poi verso le concezioni del Qaleolo
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funzionale, ¢ quello ormai celebre, che prende il nmome da
Dirichlet. Pnd enunciarsi ¢osi: « Dimostrare 'esistenza di una
funzione V la quale, in un dato campo D, sia continua con
le sue derivate parziali dei primi due ordini, soddisfi all’equa-
zione di Laplace

3,
2
5 oy’

(supposto il campo a due dimensioni), ed assuma sul contorno €
del campo valori assegnati ». La V vien detta funzione ar-
monied.

L7 importanza di tale questione & grandissima, sia nel
campo dell’Analisi pura che m quello delle applicazioni, ed
in ispecial modo nella Fisica matematica. Nell’ Analisi pura
essa fu posta da Riemann a fondamento della teoria delle
funzioni abeliane: essa, inoltre, & di capitale importanza per
la teoria- riemanuniana delle funzioni di variabile complessa,
per la teoria della rappresentazione conforme. Nella Fisica
matematica, molte questioni si riducono a determinazioni di
funzioni armoniche assumenti assegnati valori sul contorno
del eampo considerato; citeremo, fra tuftte, quella della ricerca
dello stato di eqm][ln:lo termico in un eorpo conduitore iso-
tropo, la eni superficie abbia i suoi punti mantenuti a tem-
perature date.

11 problema di Dirichlet, sotto certe condizioni per i va-
lori dati sul eontorno del ecampo — alle quali ¢i si pud sempre
ricondurre eon un semplice artificio analitico — & equivalente
a quest’altro: « Dimostrare che, fra le funzioni continne Vi(zy).
che assumono valori dati sul contorno € del campo D e per
le quali I’integrale

o CLRTN L e\
I*V-’“J;‘e(az) (9‘,«) i dy,

ha un valore finito, ne esiste una che rende minimo tale in-
tegrale ». Cosl trasformato, il problema di Dirichlet diventa
un problema di Caleolo delle Variazioni, la cui equazione di
Eulero coincide con quella di Laplace sopra indicata; ma a
tale problema i procedimenti classici non permettono di dare
in generale risposta aleuna, appunto finehé non sia conoseiuta
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i antecedenza l'esistenza della soluzione dell’ equazione di
Laplace che assume i valori dati sul contorno del ecampo. Si
dovette percio, per risolverlo, procedere con mezzi dirvetti; e
il Dirichlet, seguito poi in questo dal Riemann, credette di
aver resa evidente I'esistenza del minimo per I( V) osservando —
come aveva fatto Gauss in oceasione analoga — che la espres-
sione integranda ¢ sempre positiva o tutt’al pitt nulla, Ma
dopo che la critiea di Weierstrass ebbe mostrata tutta ’erro-
neita di questo modo di ragionare, fu necessario rintracciare
una dimostrazione veramente rigorosa dell’ esistenza del mi-
nimo. Riusciti vaui tutti i tentativi fatti, si ritornd alla pri-
mitiva forma del problema ed illustri matematiei, quali O. Neu-
mann, Schwarz, Poinearé ecc., con metodi diversi dimostra-
rono l'esistenza della funzione armonica con prefissati valori
al contforno, in casi assai estesi, per quanto tutti con parti-
colari limitazioni sulla natura del contorno del campo. Il de-
siderio perd di risolyere Pimportante questione con la pite
completa generalita, ed una vaga intuizione che accordava al
ragionamento di Dirichlet una certa fidueia monostante la
evitica di Weierstrass, fecero si che aleuni matematiei conti-
nuassero nello studio -del teorema di minimo in cui il nostro
problema era stato trasformato. E C. Arzeld, che aveva so-
_guito il Volterra negli studi sul Caleolo funzionale, ispirandosi
ai coneceffi di tale Caleolo, riprese, nel 1897, la via indicata
da Dirichlet, eercando di assieurare, con un ragionamento
perfettamente rigoroso, I esistenza del minimo per I'inte-
grale I(V). Il tentativo dell’Arzelx non fu coronato da com-
_pleto successo: ma I'idea che I’aveva guidato trovo poi pieno
svolgimento in alenni lavori magistrali dell’ Hilbert (1900) ed
in altri numerosi, che ad essi seguirono, di B. Levi, Fubini,

Lebesgue, Zaremba, Per altro, I' Hilbert ed i suoi sucecessori-

non misero in Ince una delle ragioni fondamentali della riu-
scita dei metodi seguiti, vale a dire la semicontinuite dell’ in-
tegrale I(V); cosicehé i metodi stessi risultarono fondati sulle
peculiari eondizioni del problema studiato, anzieché su un
principio veramente generale capace di aprir loro un vasto
campo di applicazione.

=
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I Nvovi METODI.

La semicontinuita, di eni gode I'integrale I(¥7) del pro-
blema di Diriehlet, & una proprietd di ecarattere generale che
I’Autore di questo libro ha posto a fondamento di un nuove
metodo per trattare le questioni di Caleolo delle Variazioni.

B noto in che consista la continwitd di una funzione. Se
I'elemento variabile & un punto, essa afferma che, per sposta-
menti piceolissimi di questo punto, il valore della funzione
subisce variazioni pure piccolissime. Se, invece, allo scostarsi
di pochissimo del punto variabile da una posizione iniziale
qualsiasi, la fnnzione pnd soltanto di pochissimo scendere al
disotto del valore che essa ha in quella posizione, senza che
nessuna limitazione sia posta per le sue variazioni in pitt di
tale valore, allora si dice che la funzione & semicontinua infe-
riormente (Bairve). In modo analogo si definisce la semiconti-
nuite superiore. Or qui & essenziale I’ osservazione che, mentre
le funzioni considerate el Caleolo differenziale godono ordi-
nariamente della continuitd, non cosl avviene, in generale,
pev le funzioni di linea o di superficie; cid che dipende da
nn fatto, gid messo in evidenza, vale a dire dalla possibilita
che ha una linea o superficie di assumere, pur allontanandosi
di pochissimo da una posizione iniziale, un andamento del
tutto diverso da quello che aveva in tale posizione. Si ha
perd — almeno per le funzioni di linea o superficie pin
importanti che si presentano nel Calcolo delle Variazioni —
che queste funzioni godono generalmente della semiconti-
nuitd superiore o inferiore ; e, con maggior precisione, sta il
fatto che della semicontinnitd godono tutte quelle funzioni
di linea o superficie che soddisfano a certe condizioni di
regolaritd (per usare un’espressione introdotta da Hilbert).
D’altra parte, deve anche osservarsi che, se una funzione
(nalsiasi ammette sopra un dato elemento un massimo o un
minimo, su questo elemento deve di necessith essere semi-
continua superiormente o inferiormente.

Fra le funzioni di linea o superficie che soddisfano alle
dette condizioni di regolaritd, ve ne sono poi di quelle,
costituenti una classe vasta ed importante, che godono di
certe altre proprietd per le quali risulta assicurata I’ esistenza
di almeno una successione minimizzante o massimizzante,
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avente nn elemento limite fra gli enti considerati. Per suec-
cessione minimizzante (massimizzante) si intende una succes-
sione di linee o superficie per le quali la funzione considerata
assume valori tendenti al limite inferiore (superiore) che la
funzione stessa ammette nel campo in cui la si studia.
Orbene, per una funzione di linea o superficie per la
quale valga, ad esempio, la semiicontinuitd inferiore e per
cui esista almeno una successione minimizzante avente un
elemento limite fra gli enti considerati, si dimostra in modo
facile che esiste il minimo — e per questo basta seguire la
via che, allo stesso scopo, si usa nella teoria delle funzioni
ordinarie del Calcolo differenziale. Si stabilisce cosi I’ esistenza
della soluzione in una vasta ed importante categoria di pro-
blemi di Caleolo delle Variazioni, soluzione di cui si determi-
neranno poi le eventuali proprietd analitiche per mezzo della
considerazione della variazione prima e sfrottando ancora le
condizioni di regolaritd. In quanto poi alla determinazione
effettiva della soluzione, una volta ‘assicuratane 1’ esistenza,
si potranno usarve dei proeedimenti di approssimazioni sue-
cessive ; si potra pure procedere con la determinazione della
soluzione di un problema di massimo o minimo di una con-
veniente funzione di variabili numeriche, in numero finito,
© con un successivo passaggio al limite ; si potrd, infine, ser-
virsi anche degli sviluppi in serie di Fonrier, determinando
i coefficienti degli sviluppi delle funzioni incognite mediante
Pannullamento delle derivate parziali, rispetto a eiascuno di
tali coefficienti, della funzione di. linea o superficie consi-
derata. .
Dai risultati cosl ottenuti se ne dedncono poi altri rela-
tivi a quelle funzioni che non rientrano nella categoria indi-
cata; e con questo procedimento si ritrovano, ad esempio,

tutte le proposizioni sino ad ora stabilite nel Caleolo delle

Variazioni.

Il metodo ora indicato, al quale I’ Autore fu condotto
dagli studi dell’ Hilbert, del Lebesgue, del Caratheodory,
dell’ Hadamard, ecc., fu esposto in due comunicazioni fatte,
nel gingno 1914, all’ Accademia delle Seienze di Parigi ed
applieato, in diversi lavori, al problema pit semplice del
Jaleolo delle Variazioni, nonchd ai problemi isoperimetrici.
Hsso verrd ampiamente svolto nella presente opera.
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Dalle proposizioni ottenute con questo metodo si dedu-
cono notevoli teoremi d’esistenza per gli integrali di equa-
zioni differenziali ordinarie o a derivate parziali; ecitiamo
fra tutti quelli che stabiliscono dei eriteri per 1’esistenza di
orbite chinse — che tanto interessano la Mecceanica Celeste —
uno dei quali, gid enunciato da E. J. Whittaker, nél 1992,
fu dimostrato in modo rigoroso contemporaneamente dall’An-
tore di questo libro e da A. Signorini.

Vogliamo, da ultimo, accennare ad un altro metodo,
proposto da Hilbert, per la risoluzione dei problemi di Cal-
colo delle Variazioni. Hilbert considera le funzioni di linea
o superficie come dipendenti da una infinith numerabile di
variabili numeriche e ritiene che si debba costituire per tali
funzioni un Caleolo differenziale, generalizzazione diretta di
quello ordinario. La curva da cui dipende una funzione di
linea sia, per esempio, rappresentata dall’ equazione y = y(x),
¢ consideriamo lo sviluppo in serie di Fourier della y(x). Dati
i coefficienti dello sviluppo, risulta data la y() e quindi anche"
il valore della funzione di linea; questa funzione, pertanto,
puo considerarsi come dipendente unicamente dagli infiniti
coefficienti dello sviluppo di Fourier della y(2).

Qualche autore ha gid introdotto la teoria delle infinite
variabili in questioni di Caleolo delle Variazioni : ricordiamo,
tra essi, W, Cairns e L. Lichtenstein. Dobbiamo perd osser-
vare che il metodo proposto da Hilbert ¢ ancora ben lungi
dal potere offrire una vera teoria generale per il Calcolo
delle Variazioni,
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LE CURVE

§ 1. DBEFINIZIONE E LUNGHEZZA DI UNA (URVA CONTINUA.

1. - Insiemi di punti.

Rammentiamo aleune definizioni fondamentalij.

Un insieme E di punti di un piano dicesi Zimitato se &
possibile di racchiuderlo interamente in un cerchio.

Un punto P dicesi punto di accumulagione (*) dell in-
sieme B se appartiene al piano suo cui giace tale insieme e

in ogni suo intorne (cerchio di centro P, appartenente sempre

allo stesso piano) eadono infiniti elementi di E.

Ogni punto di E, che non sia di accumulazione per
I’ insieme stesso, & un. puto isolato,

Relativamente ai punti di aceumnlazione si ha una pro-
posizione generale, conoscinta sotto il nome di principio di

" Bolzano- Weierstrass ; ogni insieme limitato, contenente infiniti

punti, ammette almeno un puiito di aecumulasione.

Un insieme dicesi chiuso Se contiene tutti i suol punti di
@coumulazione; dicesi perfetto, se & chiuso e se ogni suo punto
€ punto di accumulazione per 'insieme stesso. L'insieme dei
punti di acenmulazione di un insieme limitato & sempre chiuso.

- Un insieme dicesi concatenato se, presi due suoi punti
qualsiasi, P e @, e scelto ad arbitrio un numero positivo () e,

) I punti di acewmulazione vengono chiamuti anche punti limiti,
*) Tntenderemo sempre, con ¢id, maggiore di zero.

‘TONELLI - Vol, I. i
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esiste almeno una poligonale congiungente P e Q e avente
tufti i vertici appartenenti all’ insieme e tutti i lati di lun-
ghezza minore di . Dicesi poi continuo se & perfetto e conca-
tenato.

2. - Definizione di curva continua.

Fissato, in un piano, un sistema di assi cartesiani orto-
gonali, al quale sempre ci riferivemo, chiameremo curva (piana)
continua 7’ insieme ordinato di punti, definito dalle equazioni

(1) x:.f(t)s y=glt),

per t variabile da a a b, dove 1(t), g(t), sono funzioni (*) con-
tinwe, date in tutto U intervallo (a, b). Se a due wvalori del
parametro, ¢ e t', corrispondono due punti, Pe £’, che ocen-
pPano la stessa posizione nel piano considerato, questi punti
si considereranno ancora come punti distinti (ma sovrapposti)
della curva qualora non si abbia, contemporaneamente, ¢ ==
e =0, ed esista, fra ¢ e t, almeno un ¢ per il quale P”
non coinecida geometricamente con P e P’; si considere-
rauno, invece, come costituenti un solo punto della curva
nel easo opposto.

L’ ordine sulla curva & determinato dal segmento (a, b).
Se i punti A e B, che corrispondono a t—=a, t=25b, e che
diconsi primo, secondo estremo, - risultano. distinti, la curva
dicesi aperta ed allora, essendo Pe P i punti corrispondenti
atet, P precedery o seguira I a seconda che ¢ precederi
0 seguird t', nell’ ordine che va da a a b; e siscrivera P < p’
0 P> P, rispettivamente. Se, invece, gli estremi A e B co-

incidono, la curva dicesi chiusa; e supposto a < b (a =>b) e

considerati, nell’ intervallo (@, b), i valori ¢, < t, < T N e
e e Tk R tn), I'ordine dei punti corrispondenti
Py, Py, P,y...., P, sard quello stesso determinato dalla sue-
cessione seritta dei t; e quest’ ordine si riterrd invariante
per ogni permutazione circolare eseguita sui 2.

Affinché due curve continne coineidano occorre e basta

che siano formate con gli stessi punti, ordinati nello stesso

(*) Qui e nel seguito eonsidureremo sempre fanzioni ad un valore, reali
di variabile reale,
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modo. Cosi il segmento rettilineo AR, nel guale si conside;ra
come primo estremo A e come secondo estremo B, non coin-
cide col segmento BA, nel quale il primo estremo & _B .ed ;l
secondo A; cosi anche la curva definita dalle equazu)m. (.U’
per t varviabile da « a b, non coincide con quella delinita
dalle stesse equazioni, per ¢ variabile da b ad «, se & « == b,
Dalla continuitd delle funzioni f, g, risulta che I’ insieme
dei punti di upa curva continua & limitato, perfetto e conea~
ienato (conseguenza questa della uniforme eontiquitﬁ-), e quindi
continue. T
Un punto della curva dicesi semplice se oceupa, nel piano
considerato, una posizione diversa da quella di tutti g]i altri
punti della curva (come tali da esso distinti); multiplo, nel
€aso contrario. :
Le equazioni (1) diconsi equasioni parametriche delle curva.
Se t=1(r) & una funzione continua, non decrescente o
non crescente, data nell’intervallo («, »'), e tale che sia
tHa')=a, t(t')=1"0, la curva definita dalle equazioni

® :f[tft)] = F:{"E), — G‘“{t‘)] — 2

definita dalle (1), per ¢ variabile da @ a b. Si vede cosi che
na curva ammette infiniti sistemi di equazioni parametriche
0, come si dice pitt brevemente, infinite forme parametriche,
od anche infinite rappresentazioni analitiche.

Sé & a<da < b <, oppure &=« > b =>b, la eurva con-
tinna definita da

per © variabile da " a ¥, coincide evidentemente con quella

x=fit), y=q1),

- per ¢ variabile da « a b, si dird arco della curva @, definita

dalle (1), per ¢ variabile da a a b; e se A" e B sono i suoi
estremi, si indicherd con la scrittura A'B’ ed anche eon I altra
C(4, B). Il segmento rettilineo A'B lo si dird corde della
curva C, corrispondente all’ arco AT,

3. - Teorema di Cantor.
@) Un insieme di intervalli di twa rette, non sovrappo-

» aentisi ('), ¢ numerabile,

(Y) Aventi cioé, a due a due, al it un selo punto comune,
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Si consideri uno di tali insiemi e, indicatolo con @, si
supponga, dapprima, che gli intervalli che lo eompongono
appartengano tutti ad un segmento finito A B, di lunghezza 1.
Qualunque sia il numero intero positivo n, di elementi di @,

di lunghezza inferiore a

oy ma non inferiore a ?i, non ve
ne possono essere che n al pili, perché, altrimenti, due di essi
dovrebbero sovrapporsi, in tutto o in parte. Sia @, 1’ insieme
di tutti gli intervalli di ® ora indicati, insieme che pud anche
non. contenere alcun elemento, e si pensino gli intervalli
di @, ordinati secondo I’ordine stesso in cui essisi presen-
tano su AB. Ogni segmento di @ appartiene ad un @, e ad
uno solo; e pertanto, disponendo gli insiemi @, uno di seguito
all’altro, in modo che I’indice n vada costantemente cre-
seendo, si ottiene genz’altro un ordinamento dei segmenti
di- @ in successione.

@ risulta cosi numerabile. :

Se gli intervalli di @ non appartengono tutti ad uno
stesso intervallo finito, si ponga una corrispondenza binnivoea,
ordinata e continua, fra la retta sostegno di ® e un qualsiasi
segmento AB (*). All’insieme @ viene allora a corrispondere
un insieme 1 di intervalli di AB, il quale, per quanto pre-
cede, risulta numerabile; e numerabile risulta pure ®.

b) Dal teorema precedente risulta-che: wun insieme i
archi di una curva continua, non sovrapponentisi, ¢ numaerabile.
Hd infatti, all’ insieme degli archi corrisponde un insieme di
intervalli, non sovrapponentisi, sul segmento (a, ), su cui la
curva considerata & definita, e questo insieme & numerabile.

¢) Dal medesimo teorema segue anche che, se E ¢ un
insieme di punti di wna retta v, U insieme I; dei suod punti

(1) Per er. proiettando da P (vedi figura) la semiretta (0, =) ru OB,

----H--------——
e SRS
BT

A Q

da ) la (—eo, 0) su A0, i ha una eorfrispondenza biunivoea, ordinata e
vontinua, fra la retta » e il segmento AR,
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isolati ¢ numerabile. Si consideri, infatti, un qualsiasi punto
P di E; e ad esso si faccia corrispondere il massimo interyallo
di » che ha per punto medio P e la eui lunghezza non supera
il limite superiore delle distanze del punto P stesso da tutti
oli altri punti di E. Gli intervalli che cosl corrispondono ai
punti di %, sono non fra loro sovrapposti e costituiscono un
insieme numerabile; e numerabile risnlta pure E.

1. - Lemma di Darboux generalizzato.

Prima di definire la lunghezza di una curva, occorre
stabilire un lemma, che ei servird anche in altre ocecasioni.

Sia F(3) una funzione definita per ogni intervallo 3 con-
tenuto in («, b), e soddisfacente alle condizioni:

1*) preso ad arbitrio un numero 5 > 0, & possibile di

trovarne un altro A >>0, tale che, per ogni intervallo 3 di
lunghezza minore di %, si abbia

[ FE) | <o ()

2") se & lo si deenmpone in duoe intervalli parziali,

i

@

o7

Gl S

Foag
-

F3) < )+ FGs)

La funzione F(3) pud esseve, ad esempio, la lunghezza
del segmento 2; puo essere data dall’ espressione

VLAY — AOT +[9@) — 90T,

qunando si cousideri la curva (1) del n. 2 e sia 8= (1, 1); ecc.
Si divida, in modo arbitrario, I'intervallo (u, b)in parl.i
n ; i
By ByynyBn, © 8i formi la somma X F(3,). Sia L il limite
r—=1
superiore delle somame che cosi si possono formare. Questo L
sard finito o no; e, nel secpndo easo, sard -+ oo, perche, per
% = (a, b), deve essere I = F(3).
Dico che, preso arbitrariamente un numero 'f-/U & pos-
sibile di trovarne un altro g >0, tale che, se ciascuno dei

- -~

%y Gayenny By € tutte le lovo parti rendono la F inferiore in

() Vale a dire, F(2) tende a zero col tendere a zero di &
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modulo a o, si abbia

L — 4= B F(3,)

J/\

L, se L2 finito,
1

Ll R "'Ld“

F(3,)

\/

v’ s¢ L =+ oo (1).

Supponiamo, dapprima, L finito. Sia 3, 3,,.., 5, una
divisione dell’ intervallo (u, b) in parti in modo che si abbia
% 1
.9’:21‘.F(o¢.)_> L "‘Eﬂ' Sia poi 2,, 3,,.., 5,, un’altra divisione
in parti, e queste siano tali che, in ciascuna di esse e in tutti

gli intervalli che contengono, sia sempre | F'| < o, dove o &
un numm-o pO‘Sltl\'O che verrd determinato fra poco. Poniamo
v:Z}F(S Jieas’ —3‘ F(3,"), dove 3% 3,",.., 3,” sono le parti
in cm viene ad essere diviso (a, b), quando si prendano come
punti di divisione futti gli estremi dei 2,” e dei 8,. Risulta
. L . i = ar S 1
subifo, dalla condizione 2¢, s’ < 5" e quindi s > L__Q n. Con-
frontiamo s” e s. Quelli fra gli intervalli 3, che figurano fra
i (se ve ne sono) danno il medesimo contributo, s, in s

e in s”; tutti gli altri; che sono non piu di n —1, perché

nell’interno di eciascuno di essi eade almeno un estremo di
un 3, portano in s un contributo che & certamente mag-
giore di — (n—1)o, B dunque s> ?——(n——l)s Agli nltimi
intervalli considerati corrispondono, fra i 3,”, non pindi 2(n — 1)
intervalli (due al massimo per ogni estremo di un 3, ), @ per
esm si ha, in §“, un contributo minore di 2(n—1)3. B cosi
8 = 5+2(n—1)7 6 s> $—(m—1)3 >8"— 3(n — 1)5. Aven-

i ;
dosi poi, come gia si & osservato, s >L—3:q, se o lo si
-

"J

prende minore dr y8iha s> L —.

6(n —1)
Se L, invece di essere finito, & infinito, non c’é che da

ot : Gl
sostituire, nel ragionamento precedente, a I — Q , 2;? e, alla

disuguaglianza e:r< ﬂ =i Ialtra o <?Tv:{:a_1—l)
= W —

i
(') Con linguaggio pitt comune, ma meno preciso: « la somma ZF(&)
1
tende a L col tendere a zero del modulo della F in tutti gli intervalli

81y B3y Ba @ in tutte le loro parti ».
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OssprRVAZIONE — In virtu della condizione 1°, possiamo
dire che, se % corrisponde a o secondo tale condizione, e
7 a 7 sgeondo quanto sopra si & dimostrato, le disuguaglianze

stabilite risultano verificate per tutte le divisioni di (a, b) in
parti inferiori @ A,

5. - Lunghezza di una eurva continua. Teorema di Scheeffer.
Hi abbia una curva continua € definita dal sistema di
equazioni

(1) z = ft), y = g(1),

per t variabile da @ a b. Si scelgano su essa, nell’ordine
fissato dalla curva medesima, dei punti P,, P,,.., P,, in
modo arbitrario. La poligonale AP P,... P, B, nel caso che €
sia aperta (nel quale A e B sono gli estremi della curva,
primo e secondo), P,P,...P,P,, nel-caso invece che sia
chiwsa, dicesi inscritfa nella carva C. La sua lunghezza I &
definita, in geometria elementare, come la somma delle lun-
chezze dei suoi lati.

Considerata la totalith delle possibili poligonali inseritte
in @, si indiehi eon L il limite superiore delle lunghezze .
Questo L sari sempre o un numero uon l1egabw0 op-
pure -+ o<, Dimostriamo il seguente:

TrOREMA DI SCHEEFFER (). Preso arbitrariamente un
nunero v >0, ¢ possibile di trovarne un altro, 5 > 0, tale che
& abbie

L—y<i=<L, se L & finito,
I>%], s¢ L=+ oo,

per ogni poligonale inseritta in C per la quale siano tutte mi-
nori di s le distanze fra vertici consecutivi e quelle fra punti
qualsiasi di © compresi fra tali vertici.

Supponiamo, dapprima, la curva eperta. ;

Ad ogni lato di una poligonale inseritta in @, corrisponde
St (@, b) un intervallo 2= (t, t'), ove t e t' sono i valori del

(| L, ScHEEFFER. Allgemeine [Tntersuchungen iiber reetification der
Curven. (Acta Mathematica, V. 5, 1884-85, p. 49).
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parametro che corrispondono agli estremi del lato medesimo;
e la lunghezza di questo lato viene espressa da

F¢) = VL&) — f0F + [ot) — g

La funzione F(2), qui definita, soddisfa alle condizioni
del n.® 4 e il lemma ivi stabilito conduce immediatamente
alla proposizione che dobbiamo dimostrare.

Si supponga, ora, la curva chiusa.

Ad ogni poligonale I inseritta in @, se ne pud associare
un’altra II” avente per vertici gli stessi vertici di II, pit il
punto corvispondente ai valori @ ¢ b del parametro.

Dette I e I' le loro lunghezze, si ha I' — 120 ed anche,
se I1 & nna di quelle poligonali di cui si parla nell’ enuneciato
della mnostra proposizione, I — 1< 27 ossia 1 >1 —2. B
poiche, per il ragionamento fatto -sulle curve aperte, la pro-
posizione risnlfa dimostrata relativamente alle poligonali 11,
lo risulta anche per quelle II. :

OSSERVAZIONE — Analogamente a quanto si & osservato
alla fine del n.° 4, possiamo dire che le disuguaglianze sopra
stabilite sono verificate per tuite le poligonali, inseritte in @,
corrispondenti « divisioni di (a, b) in parti inferiori ad un
certo & > 0,

DuriNizioNe — Il numero L,.sopra definito, dicesi lun-
ghezza della curva continua Q.

In base a questa definizione, ogni curva continua ha
lunghezza determinata, finita o no.

Se una curva continua la si spezza in pilt parti, la lun-
ghezza della eurva rvisulta uguale alla somma delle lunghezze
delle sue parti.

§ 2. FUNZIONT A VARIAZIONE LIMITATA,

6. - Funzioni di una variabile a variazione limitata.
«) Nell’analisi delle curve continue a lunghezza finita
¢ fondamentale la nozione di funzione di una variabile a
variazione limitata, dovuta a O. JorRDAN ('),

(!) Cfr. C. Jorpax, Uours d’Analyse, (Paris, Gaunthier Villars), 1909,
déme ¢dit.), Tom. I, p. 54
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Sia fiz) nuna funzione definita in ogni punto dell’inter-
vallo (&, b). Se & a<a << b =b, oppure e« =a" = b =1, di-
cesi variazione della fiz), nell’intervallo (a', V'), la differenzg

fib) — fla’)., Considerata una divisione qualsiasi di (e, b) in

parti (in numero finito), si indichi con v la somma dei valori
assoluti delle wariesioni della flz) in tutte queste parti. Se
per tutte le possibili divisioni di (a, b) in parti, v ammette
un limite superiore finito, la funzione flz) dicesi « variazione
limitata. .

It evidente che condizione necessaria affinché una fun-
zione sia a variazione limitata ¢ che essa sia limitata,

Ogni funzione monotona & a variazione limitata; e tale
¢ pure ogni funzione differenza di altre due monotone, perche,
essendo f—9p —9, &

| fib) — fla) | = | 9(b) — wla) | + | b(d) — bla)| ().

Dicesi variazione totale della fix), nell’ intéervallo (a, b),
il limite supeviore V. delle somme v relative a tutte le possibili
divisioni /di (a, b) in parti, in numero finito. Questo V &
finito, non megativo, se la funzione & a variazione limitata;
& --oo nel easo opposto.

(Y Vieceversa, si dimostra che ogni funzione a vaviazione limitata &
la differenza di dne fanzioni monotone, (Ved. C. Jorpax, loe. cit, pp. 55-57).
Qui vogliamo mostrare come possano esistere funzieni continue non
a variazione limitata. Consideriamo la funzione nulla in x =10 e definita

in tutti gli altri punti dell’ intervallo (O, E) da y:xsen%, fanzione eho

¢ evidentemente eontinna in tutto 1’ intervallo indicato. Nella suecessione i

punti @ = 2 (k=0, 1, 2,..) In nostra funzienc¢ assume i valori
(k—i—g)r: ;

1k 1 i
I—]—I (k=0. 1, 2, ..., e in ogni intervallo T ) I
(1 ) (A=+1+§): (7.’+§)r:
! ot e | 1 1
In sun variazione & in modulo uguale a —— + ETRS T = (;“_l—_l-'b;'

(k+é):—. (1’-‘—|—§}rr ; 7

{-l : - - . 3 . . 2 - . -
Caleoliamo v relativamente agli intervalli nei quali (0, =} viene diviso
)

n—1 1

# . 1
dai primi » panti delle suceessione considerata, B o > 8 —————— ==
1 =Sl

b2

1
I

Si vede cosi che questo » tende all infinito con n.
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b) E evidente che se una funzione & a variazione li-
mitata in (a, b), lo & anche in ogni intervallo parziale (a', 1),
nel quale Ja variazione totale risulta necessariamente minore
0 nguale a quella relativa ad (a, b).

Se ¢ V la variazione totale di f(zx) in (a, 1), V, quella
in (a, ¢), V, quella in (¢, b), & V=7V, + V,. Infatti, & chiaro
che & ¥, + ¥, <7. Considerata poi una qualsiasi divisione
di (a, b) in parti, la somma » corrispondente é minore o

nguale a quella v che si oftiene aggiungendo ai. punti di

divisione il punto ¢. Bd essendo 2’ = v, -+, , dove »," e v,
sono le somme analoghe a » relative agli intervalli (a, R

(e, b), &

Danque il limite superiore ¥ delle somme # non pud su-
perare V, + V,. _

¢) La somma, la differenza e il prodotto di due Junzioni
« variazione limitata sono funzioni pure a variazione limitata.
La cosa ¢ evidente per la somma e la differenza, perché

|[710) =2 5(0)] — [ fla) =% 9(@)]| < 1) — f(@) | + | 9(B) — pla) |

Per il prodotto, basta osservare che, dovendo le funzioni
essere limitate, se sono a variazione limitata, detto M il
massimo modnlo di f e o, si ha

TB)3(b) — fla)p(ay= F(b)s(h) — f(b)e(a) + f(b)z(a) — fla)p(a)

e quindi
| Ap(h) — figla) | = M | 9(b) — (@) | -+ M | f(B) — fla) |.

d) I1 quoziente fip di due funzioni a variazione limitata,
delle quali la o sia sempre in modulo superiore ad wun numero
positivo fisso, & pure @ variezione limitata. Basta osservare
che, se m & un numero positivo fisso, tale che sia sempre
2| > m, &

1 1 (b)) —o(a) |

o) ele)| m?

|

e la funzione 1:9 risulta a variazione limitata.
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7. - Funzioni & variazione limitata, continue,

a) Fino ad ora non si & fatta alcuna ipotesi snlla con-
tinuitd o meno delle funzioni a variazione limitata. Introdu-
cendo la continnita, si ha la segunente importante proposizione.

Se la funzione f(w) & continuna su tutto I’ intervallo (a, b),
preso arbitrariamente un numero v > 0, & possibile di trovarne
un altro A >0, tale che si abbia, per ogni divisione di (a, b)
in parti tutte minori di A,

1

Feme<¥, se V ¢ finito,
Y=,

se V=+-oc,

Ad ogni intervallo & = (a’, '), contenuto in («, b), corri-
sponde un valore determinato | f(0") — f(a’) |. Poniamo

E@) = | fiV) — fa)

.

Questa funzione F soddisfa alle condizioni del n.” 4 e il
lemma ivi stabilito, unito all’osservazione posta in fine allo
stesso 1.% conduce immediatamente alla proposizione enun-
ciata. '

b) Dalla proposizione precedente si deduce che, se la

J@) ¢ continua ¢ a variazione limitata in (@, b), ¢ V() indica

la variazione totale della flx) in (a, ), anche la Viz) risulte
continue ¢ a variagione limitata. La V(z) & evidentemente
non deerescente (quando 2 va da ¢ a b, e quindi a varia-
zione limitata; mostriamo che & anche continua. Il numero X,
pilt sopra considerato, lo si diminuisea (se & necessario) in
modo che, in ogni intervallo di (a, b) di ampiezza <}, la
Jixz) abbia un’oscillazione <. Preso allora, in (@, b), un
qualsiasi intervallo 3 di ampiezza < 7, la vaviazione totale
della f{z) in & risulta < 2v. Bd invero, si divida la parte di
(@, b) esterna a 3 in intervalli parziali tutti di lunghezza
<A e si indichi con » la somma dei valori assoluti delle
relative variazioni della f{z). La somma v, relativa a tutto
'intervallo (a, b), supera ' al pit di 7, cosicché v > v —1.
Detta poi V' la variazione totale della flz) nella parte di
(@, b) esterna a 3, si ha :

V’}v’}t’—'ﬁ
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€, per la proposizione gid dimostrata,

v > Ve
donde

V— 7 <2,

Ma V — V' da la variazione totale della Jiz) in &, ed anche
P oscillazione della V() nello stesso mtervnllo La continuita
della V(2) & dunque stabilita.

§ 3. CURVE CONTINUB RETTIFICABILI.

8. - Rettificabilith. Teorema di Jordan. :
@) Una curva continua dicesi rﬂttaﬁcabzlg e ?m lan-

ghezza finita.

Se una curva o rertlhcalnle ogni suo arco lo & pure.

Data ehe sia nna curva continua, come si riconosce la
sua rettificabilith dall’ esame delle funnom che la dehu]scnno?
A questa domanda risponde completamente il

TEORBMA DI JorRDAN (') — Condizione necessaria ¢ s f-
ficiente affinche la curva continua :

(1) v=7t), y=4g@), (a, b))

sia rettificabile ¢ che le funzioni f(t), ¢(t) siano a variazione

limitata.
. Cominciamo con I’ osservare che, se & ¢ <a' < ' <h, op-
pure a =« > b =b, si pud serivere
L AD) — fla) || _ B3 _
| v ! 4 = s i bi’_- T e e
]g(?))—.—g(a)“"‘-\[‘f( ) =A@ +[9(b) — g(a)f <
=0y — fia) | + | gv) — g(a’

Risulta allora che, diviso arbitrariamente (a, b) in un
numero finito di parti, le somme dei valori assoluti delle
variazioni delle fit), g(t), relative a tale divisione, non pos-

( Cfr. C. JorpaN, loe, eif., pag. 105
(*) Cid indiea che le funzieni f{t) e ¢t} devono essere considerite
per ¢ varinbile da a a b,

(%) La scrittnrea g ;: < M indiea c¢he & a<< M, h << M,

Le curve 45

sono superare la lunghezza della poligonale inseritta nella
curva e determinata dalla divisione medesima, e quindi nep-
pure la lunghezza della curva. Se dunque la curva & rebbifi-
cabile, le funzioni dette sono a variazione limitata. D’altra
parte, la lunghezza della poligonale considerata non pud su-
perare la somma delle due somme suddette e quindi neppure
quella delle variazioni totali della f(1), g(t) in (a, b). Se pereio
tali funzioni sono a’ variazione limitata, le lunghezze delle
poligonali inseritte nella eurva restano inferiori ad un nao-
mero fisso ¢ la eurva & rettificabile.

b) Indichiamo econ s(t) la lunghezza dell’arco della
curva continua rettificabile (1) che corrisponde all’intervallo
(@, t). La s(?) & una funzione non decresecente, quando la
rariabile indipendente va da @ a #. Dico che é anche con-
tinue, Dal ragionamento fatto sopra, risulfa che la lan-
ghezza dell’areo corrispondente ad un qualsiasi intervallo 3 di
(a, b) & minore o ugnale alla somma delle variazioni totali
delle f, g, nell’intervallo stesso. B poiché queste variazioni
tendono a zero eol tendere a zero di 3 (per la loro continuitd
stabilita alla fine del n.” precedente), ne viene che tende a
zero anche la lunghezza dell’arco e la s(f) risulta continua.
Segue, da tutto ¢id, ehe, mentre ¢ procede da « a b in («, b),
s(t)y procede con econtinnitd, e sempre nello stesso senso,
da 0 a L (lunghezza di tafta la curva). Inoltre, ad ogni
punto P della enrva, corrisponde nn determinato valore di s
in (0, L); a due punti distinti, P_e P,, corrispondono due
valori distinti di s (differenti fea loro per lo meno della
lunghezza del segmento P, P,); e, viceversa, ad ogni valore
di 5 in (0, L) corrisponde (almeno un valore di ¢ in («, b)
e percio) almeno un punto della curva, e quindi uno solo;
e mentre s procede, sempre ereszendo, da 0 a L, il punto P
corrispondente percorre tutta la curva, nel senso proprio
alla curva stessa. Se ne deduce che, indicando con z(s), y(s)
le eoordinate del punto P corrispondente ad s, queste due
funzioni' risnltano determinate e eontinue in tutto I’ interyallo
(0, L), e la curva definita dalle

2 - r=uals), y=yls) (0, L),

non & altro che la curva (1). Dunque, una curva continua

rettificabile ammette una forma parametrica in cni il para-
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metro ¢ la lunghezza dell’arco, contato a partive dal suo
primo eétremo, se & aperta, o da un suo punto gualunque,
se & chinsa. Dalla forma (2) si ritorna alla (1) sostitnendo
s(t) ad s.

9. - Sistemi speciali di intervalli relativi a una F().

Per studiare I’esistenza della tangente nei punti di una
curva rettificabile & necessario procedere alla costruzione di
certi sistemi di intervalli, che ei saranno utili, nel seguito,
anche per altre questioni.

Siano @ un insieme di intervalli 3 di (@, b) e F(3) una
fanzione definita per ogni intervallo 3 di ® e su tale insieme
continua, il che signilica che, considerato un 3 qualunque
di @ e preso ad arbitrio un numero s > 0, & sempre possibile
di determinarne un altro s > 0 in modo che sia

| FG) — F@}| < ¢

=r

per qualsiasi intervallo 2 di @ i cui estremi distino dagli
estremi corrispondenti di 5 per meno di o.
Si consideri I'insieme ®, di tutti gli intervalli 5 di @ che

- soddisfano alla

(1) FEy= 0,

¢ si indichi con 7, il limite superiore delle langhezze di tutti
gli intervalli di @®,. Se @, contiene almeno un elemento,
esiste in (a, b) almeno un intervallo 2, di langhezza 1, ( > 0),
per il quale vale la seguente proprietd: preso ad arbitrio un
numero s > 0, esiste in ®, almeno un iutervallo i eni estremi
distano, dagli estremi corrispondenti di 2 per meno di 5. Per
’ammessa continuitd della F3) in ®, se X appartiene all’in-
sieme @ & F(3)=0 (e A appartiene anche a D,).

Si indichi con A, quello fra gli intervalli A il eui primo
estrtemo ¢ pit prossimo al primo estremo di (e, b). Se A, ap-
partiene a @, ¢ F(A) > 0. :

Si consideri ora I'insieme @, di tutti gli intervalli & di @
che soddisfano alla (1) e che hanno al Pt in comune con A,
un sol punto (¢he sard necessariamente un estremo) e sia A,
Uintervallo di (e, b) definito per ®, come A, & stato definito
per @, Si consideri poi 'insieme @, di tutti gli intecvalli
% di ® che soddisfano alla (1) e che hauno eon ciaseuno degli

- denenti all'intervally, o tutti,
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intervalli 4, A,, al pitt un punto in comune (necessariamente
un estremo) e sia A, Iintervallo che ad esso corrisponde, ana-
logo'a A, A,. B cosl si prosegna indefinitamente.

La determinazione di questi intervalli 4, & possibile finché
esiste in @ almeno un intervallo 8 soddisfacente alla (1) ed
avente, con ciascuno dei A gid determinati, al pidt un punto
(estremo) in commnne. Si ha cosi un numero finito @’ intervalli
A,4,,..4,, oppure una suceessione illimitata i Sl CReT. Ty
€ questi intervalli godono delle seguenti proprietd:

a) due qualunque di essi hanno al piti un punto (estremo)
in comune;

b) indicando con lo stesso simbolo A, anehe Ia lun-
ghezza dell’intervallo, & A, > A, ;

¢) se 4, appartiene all’insieme ®, & F(A,) > 0;

d) se 2 & un intervallo qualunque di @, che non ¢oin-
cida con nessun A, ed abbia entrambi gli estremi non in-
terni (') ai 4, & F(3) < 0. .

Per dimostrare quest’ ultima proprietd, si osservi che nno
qualsiasi degli intervalli 3, che in essa si considerano, non pud
coutenere, di un 4,, pitt di un punto senza contenerlo in-
teramente; ed allora, se 3 contiene qualche A, detto n' il
minore degli indici dei A contenuti in 3, ne viene F(3) < 0
per la definizione stessa di A,. Se poi 8 non contiene nes-
sun 4, deve essere F(2) < 0 perchd, in ecaso contrario, i A,
sarebbero in numero sicuramente infinito, si avrebbe sempre
A,=3 e la serie ZA, sarebbe divergente, mentre le sue
Somme parziali sono costantemente <|b — a|. 3

Il gruppo degli intervalli A, , cosi determinato, lo si dird
sistema degli intervalli A, velativo alla funzione F(3) ¢ all’ in-
steme fD_. B opportuno ricordare che tale sistema esisto effet-
tivamente sotto la sola condizione che esista almeno un in-
tervallo 3 di @ soddisfacente alla (),

Si eostruisea ora, per ogui A, un segmento A,, di lun-
Zhezza tripla, avente il centro in comune econ A,, avvertendo

- Perd di sopprimere quelle parti di A, che eventualmente

S Venissero a trovarsi fuori di (@, b). L’insieme di tali inter-

t ! 11 1 3 - - * . .
() Tutti i punti di un Intervallo, estremi compresi, 8i dicono, apper-
ad eccezione degli estremi, diconsi interni. 1

punti che non appartengono all'intervallo diconsi esternd,
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valli lo si divd sistema degli intervalli A, relative alla fun-
gione F(3) ¢ allinsieme ®. Dopo cio, si pud dimostrare la
proposizione che segue: -

Se 5 & un intervallo di @ avente almeno un estremo esterno
a tutti gli intervalli A, & F(3) < 0.

Si osservi che quello dei due estremi di 8 che ¢ esterno
a tutti i A risulta anche esterno a tutti i A. Se, allora, ’altro
estremo non & interno a nessuno dei A, la proposizione scende
dalla proprietd ). Nel easo contrario, detto A, Pintervallo
a eui quest’altro estremo ¢ interno, dovrd essere & >4, (per
il modo nel quale si & costraito 1,); e questa disuguaglianza
mostra che, se in Z non sono contenuti intervalli A di indice
minore di n, deve aversi F(3) << 0, per la definizione stessa
di A,. Che se poi, di tali infervalli, ne fosse contenuto al-
meno uno, detto A, quello di indice minore (»' << n), dovra
essere F(3) <2 0 per la stessa definizione di A,/.

I bene osservare che &

(2) XA, < 82A,,

e che, se gli intervalli A non esistono, per il che non devono
-esistere neppure i A, la disuguaglianza F(2) <2 0 risulta sempre
verifieata in @,

10. - Definizione di tangente ad una curva. ;

Date in nn piano dne rette orientate, si dira loro angolo
quello, ecompreso fra 0 e nm (estremi inclusi), di eni deve ruo-
tare, nel senso positivo delle rotazioni (), nna delle due rette
per disporsi parallelamente all’altra e con lo slesso verso.

Data una eurva continua & (n. 2) e considerati due suoi
punti P e P, non sovrapposti, si dird verso della corda PP
quello che, sulla corda medesima, va dall’ estremo che precede
a quello che segue, nell’ ordine stabilifo dalla ¢urva. Se dunque
il verso della corda PP’ &, per es., quello che va da P a P,

tale & anche il verso della eorda P'P. - .

Si dird che, in un suo punto P, la curva C ammette la

tangente se, considerato un qualsiasi altro punto P’ della curva,

(1) 11 senso positive delle rotazioni sard per noi quello della trigo-
nometria.
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pon  sovrapposto a P, la retta orientata determinata dai
punti P e P, e avente il verso della corda Pr”, tende, al
tendere comungue di P a P ('), ad una determinafa vetta
orientata. Questa retta orientata dicesi tangente alle & nel
punto P.

Da questa definizione risulta che, se in P esiste la tan-
gente alla curva, tale tangente gode di questa proprieta:
preso ad arbitrio un numero positivo e, si possono sempre
trovare due altri punti P, e P, della & in modo che sia
P, < PP, ¢ che, se P & un punto qualsiasi dell’arco
e, P,), non sovrapposto a P, Ia retla orvientata determi-
nata da P ¢ P, e avente il verso della corda PP, formi con
la tangente considerata un angolo minore di s. Quando la
carva & sia aperta e P e¢oincida col sno primo (secondo)
estremo, il punto P (P,) dovra essere sostituito dal punto P
stesso.

Se la retta orientata determinata da P e £ tende ad
una posizione limite uniea soltanto quando I’ precede (segue)
s & il punto P, allora si dice che in guesto punto la curva
ammette la tangente anteriore (posteriore).

Prefissato un sistema di assi cartesiani ortogonali, si dird
angolo di direzione di una refta orientata I’angolo, ecompreso
fra 0 e 2n (secondo estremo escluso), di cui deve ruotare,
nel senso positivo delle rotazioni, 1'asse delle @ per disporsi
parallelamente alla retta, e con lo stesso verso. '

Si dirda infine angolo di dirvezione di una curve C, in un
suo punto in eui esista la tangente, I’angolo di direzione di
tale tangente,

11. - Esistenza della tangente. Teorema di Lebesgue.

a) Sia € una curva continua, rettificabile, di lun-
ghezza I e di estremi (primo e secondo) 4 e B; uel caso di
una enrva chiusa, A e B coincideranno geometricamente ed
essi potranno porsi in un punto qualunque della eurva. Detto P
un punto arbitraviamente scelto su €, si indichi con s la
lunghezza dell’arco @(4, P); detto poi P un altro punto
di &, si indichi con PP’ tanto Ja corda che congiunge

1 i p % . .
(*) Qualora P sia un punto multiplo della curva, P' dovid tendere
a P non solo come punto geomwetrico, mn auche come punto della eurva.
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P e P qnanto la Innghezza della corda medesima. Date due
corde PP, P P/, si dird loro angolo quello, compreso fra
0 e = (estremi inclusi), delle vette orientate che le conten-
gouo e che hanno i loro versi, e lo si indicherd con
o PP’y P, P/). Cid premesso, si fissi, sulla eurva @, un sistema
di punti '

s P B Eh i P B,

tali che due P, consecntivi occupino posizioni distinte, e si
consideri la poligonale Il inseritta in @ e avente questi punti
come vertici successivi. Si indicherd con la stossa lettera 11
anche la lunghezza di tale poligonale (lunghezza che non
supera L),

Si prendano a considerare un lato generico di I, P,._ P,
e Parco di @ corrispondente, C(P—~,, P,). Dette s,_,, s, le
lunghezze degli archi C(Fy, P,_,), &P,, P,), ad ogni punto
dell’arco C(P,_,, P,) viene a corrispondere un punto ed uno
solo del segmento (8,—y, ), e viceversa, se si prende, per
corrispondente di un punto P, il numero s che misura la
Innghezza dell’arco C(P,, P) (Y). Detti 5 = (85 £) 6 PP 1i-
spettivamentfe un segmento qualsiasi, non nullo, di (s,_,, s,)
e la corda corrvispondente della C, e supposto PP >0, I'an-
golo a(P,_ P,, PP’) varia con continuitd al variare di 8; @
preso ad arbitrio un numero positivo & < 1, e posto

F®) = «(P,_,P,, PP)—-¢,

si_ polranno costruire, per quanto si & detto al n. 9, i due
sistemi d’intervalli A e A relativi alla funzione F@), qui fis-
sata, e all'insieme @, di tutti gli intervalli 5 di RS
aventi il primo estremo minore del secondo e ai quali eorri-
spondono corde PP’ non nulle.

Gli intervalli di tali sistemi si contrassegneranno con
Pindice » e si seriverd A®, A", Da quanto si & stabilito
al n.° 9 risplta:

1% Eﬁ_”“" =gw gﬂwn;

n n

() 11 punto P qui viene considerato come punto della curva C e
potrd anche occupare la medesima posizione di altri punti della curya,

come tali da esso distinti; ma a questi aliri punti corrisponderanno altri
valori di s

Le eurve 5l

: IR D
9°) se P e P’ corrispondono agli estremi di uno stesso A,

ed & PP'>0, :
ol P By P} =2

3°) se (s, ) & un intervallo di (s, 8,), con s<C¥,

: i 17 Py R : s
avente un estremo esterno a tutti gli intervalli 4, (n =1,
9, ...), ed & PP >0, ¢

a(P,_,P,, PP)<e.,

Si ceonsiderino ora i sistemi A, A relativi a t-u.t.m 1
valori di » da 1 a m, vale a dire si considerino tutti gli
archi nei quali la @ & divisa dai vertici di Il. Si vuol trovare

= e
un limite superiore per la somma Z ZA, ™ e quindi per

r=1in

Taltra 2 EA," (che & < del triplo della prima).

. Ty : )

Ira tntti gli intervalli A,"””, se ne sceelgano ad arbitrio p,
e si indichino con 4, A, ... A,. Siinseriva poi nella curva €
la poligonale II' (la cui lunghezza verrd indieata con la stesss
lettera TT) i eni vertiei (che si presentano su 1’ nello stesso
ordine in cui si trovano su C) sian dati da tutti quelli di I
e dai punti di & che corrispondono agli estremi degli inter-
valli ‘A, 4, A,. Il evidentemente, [T < TI'<< L e percid

3y e

H—-—n<r-—I.

Sia 1" la somma delle lunghezze di quei lati di " cia-
scuno dei quali corrisponde ad uno dei segmenti A, A, ...4,

= Ay %
e fa un angolo compreso fra = e 5 (estremi inclusi) con P, P,.,

essendo P,_, e P, i vertici conseentivi di Il che comprendono
fra loro gli estremi del lato di I’ considerato; I, quella (lglie
lnnghezze: dei lati che corrispondono ai rimanenti 4, 'Ag, dsss D
IL, la parte restante di II'. Il lato P,_, P, della poligonale I.I
¢ minore o uguale alla somma delle proiezioni t?rtogonall,
fatte su P,_ P, stesso, di quei lati di II', compresi fra P,_,
T .
¢ P, che formano col lato medesimo un angolo Eﬁ.(glwste
proiezioni sono poi sempre minori o uguali al]a_lunghezzq
dei lati che si proiettano e, nel caso che i lati proiettanti
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corrispondano a qualeuno degliintervalli A , 4A,, ... A,, anche
minori 0 uguali ai Jati stessi moltiplicati per cos e, Si ha cosd

kil

U=2P,_, P,<Tl,/coset-T1,/=(Il/+11,-1L,)— L[ (1—cos)—I1,

ossia
< I' — (0" 4-I1,")(1 — cos &),
T SC SEF Wr=r

I =4-11) < ‘1—_ 20

— (o8 = 08 e

Essendo poi (¢ < 1)

=

1—(:055}-5—21 Ej)‘“ B
: 2 el at
si ha
Hl’—l-";{?yﬂ—u”
e

Si osservi qui che 11" 411" dd la somma delle lunghezze
di tutti quei lafti di II' che corrispondono ai segmenti A, .\, ary
e che le lunghezze degli archi di @ sottesi da tali lati sono
date precisamente- da A, A, .., A,. Di pit, ogni termine

- » - s -
della somma X4, & maggiore o ugnale al termine corrispon-
v od=1

. ‘ ' o o P
dente di 1" 411, e la differenza }fﬂtm{ﬂi’ ~+4-T1,") non pudr

superare L — II' ¢ quindi neppure I —II. Si ha dunque
e S [FE | JR Ve et

A <ar ol

g*

Questa disugoaglianza vale qualunque sia il gruppo 4, A,, ..., A,
seelto fra gli intervalli 4,7 ; v'tle quindi anche I’altra

¥ 3A, {,,<41_l__“
*

?
r=k'n

dalla quale si deduce

L1

i =5
% BA,m< 12
r=lmn E

Le curve b3

Se ne concluade che, se i wertici della poligonale 1T sono scelti

s

in modo de rendere L — 11 = - e

b.-'l

E
1
m

Z SR, e
=l

)

@ s pud enunciare la proposizione:
Fatta eccezione al pive per i punti di C appartenenti ad
LS s
un’ infinite numerabile di arehi di misura totale T LA, <7 ¢,
§ r=1n
per ogni altro punto P di C vale la seguente proprieta: qua-
lunque sia P, appartenente allo stesso arco &(P,_,, P,) del
quale fa parte P, si ha, s¢e PP >0,

sl P PP e

ed anche, essendo P” un altro punto qualsiasi di C(P,_,, P,),
con PP >0,
PP, PP") < 2,

dove = & un numero positivo <1, arbitrariamente seelto, ¢
P,=A, P, P,,.. P, =B, sono i vertici di una poligonale 11,

'!

inscritta in C, tale che sie L — 11 = — 5
b) Detti P, I, P’ tre punti qualsiasi di &, tali che

PP =0, PP” >0, si consideri il massimo limite () dell’angolo
(PP, PP}, per I ¢ P’ tendenti a P in maniera del tutto
arbitraria, e lo si indiehi con mass lim «(PP’', PP"). :

3
e
e

Si ha dnnque, per definizione:
1°) preso un numero positivo s, ad arbitrio, & pos%ibile
i trovarne un altro & tale che, se gli archi C(P, P), C(P, P")
sono ambedue di longhezza <3 ed & PP >0, PP" =0,
sia «(PP’, PP")'< masslim «(PP’, PP") 4 5;

p//! P

(1) I1 massimo (minime) Limite @i un insieme di numeri (reali) & il
limite superiore (infeviorey dei valori di acenmulazione dell’ insieme stesso.
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2°) per almeno due archi C(P, P), &P, P") come i
precedenti e opportunamente scelti, &

| (PP, PP") — masslima(PP', PP")| <o,
|

prry — P
Per i punti P dell’ enunciato precedente, fatta ececezione
per quelli coincidenti coi punti P, (r =0, 1,...,m), si ha che
questo massimo limite & =<<2:. I poiché i punti P, possono
rinchiudersi in un grappo di archi di @ di langhezza totale
piccola a piacere, possiamo dire che, preso ad arbitrio un
numero positivo e, i punti P di C per i quali non ¢

mass lim o( PP, PP") <,

;j/! e

quando PP’ >0 e PP" > 0, si possono rinchiudere in un’ infi-
nité numerabile di archi di C, di lunghezza totale < .

¢) Occorre, per quanto stiamo per dire, di fissare uw
procedimento costrattivo degli archi, dei quali si parla nel-
I’enuneiato precedente, che sia completamente determinato
in corrispondenza di ogni e Dato dunque g, si divida la
curva C in m avehi tutti di ngual langhezza e, posto P, = A,
sia P, il primo punto della divisione ottenuta che non &
sovrapposto a Py; P, il primo punto di divisione che segue i
e non & sovrapposto a P,; P, il primo punto di divisione che
segue P, e non & sovrapposto a P,; e cosi via. Preso poi
per m il minimo intero tale che la poligonale di vertici suc-
cessivi P, P, P,, P,,... abbia lunghezza diversa da L per

Soladertas ; :
meno di ]_é(é) » 81 prenda questa poligonale per poligonale I,

si costrnisca per essa il sistema degli intervalli ‘A" e si rin-
chiudano i suoi vertici in archi di @, aventi i centri nei ver-

iy : : 1 Sire SRR L S
liel stessi e le lunghezze tutte ugunali a LT (‘2 “,§,§A"[?3)'

Ne viene, allora, che la somma delle Tupghezze di questi
archi pitt quella degli archi corrispondenti agli intervalli A™,
risulta minore di =, e che, per tutti i punti P di @ esterni
a tutti questi archi, vale la disuguaglianza stabilita in b),

d) Si sostituisca ora, all’e della proposizione dimostrata

i « E i FU ¥ & ki
“in B), 57 dove p & un numero intero positivo qualsiasi, e si

L] ’ -
Te curve o

costruisca il corrispondente sistema di archi di €, secondo il
procedimento fissato in ¢). Si avrd cosi, per t?u[.tli. 1- ‘;'3101‘}
yssibili di p, un’ infinith mumerabile di sueccessioni di archi

)t i <7 H <8 i
.lli @: e la somma degli archi, nelle diverse suceessioni, sare
A Y
: ST E Qi i
i i i iegy =35 = sieme degli
rispettivamente minore di ¢, g3 BE ) e I pH I ins g

archi appartenenti a tutte le snceessioni @ ancora un’ 1nﬁu1t.é:
numerabile, nella quale la somma delle linghezze ¢ minore di
s 1 e
E(l 5 o =t 9t S et 1T g 5P | = 22

Se un punto P di @ non appartiene a nessuno degli archi
= x f o= 2 i 5 Ly
di quest’insieme, deve essere (quando sia PP’ >0, PP" > 0)

mass lim 2( PP’, PP") =0,

;,f*/!HP

E ) . . .l L
perchd, altrimenti, preso p in modo che o7 visnlti inferiore

al massimo limite qui considerato, per la proposizione stnl';i:
lita in b), P non potrebbe essere esterno a tutti gli archi
corrispondenti a zii’ Di pitl, si osservi chie I’ ugnaglianza pre-
cedente porta all’esistenza di nna posizione limite, quando P
tende comunque su € a P in modo c¢he PP >0, per la
retta orientata, determinata da P e I’ e avente lo stesso
verso della corda PP’; si pud dunque concludere c¢ol
TrorEMA DI LEBESGUR (') — I punti di una curve con-
tinua, 1-r:£tz'ﬁcub-a'le, nei quali manca la tangente «lla ourva
stessa, si possono rinchiudere in I-m:._e‘us-éeme. mmwmb.-i-te di
archi (della eurva), di lunghesza canq;fessi-m_ p_-t-cr:o{a. @ piacere,
Quando una certa proprieta si vervifica in butti i p-unt-l
di un segmento, o di una refta, o di una curva .c.(_m.tuma-
rettificabile, ad eccezione al pitt di quelli rinehiudibili in un
sistema numerabile di intervalli o di archi della enrva (%), di

(1) Cfr. H. Lesescus, Legons sur I intégration et la rvecherche des
JSonetions primitives, (Paris, Gauthier-Villars, 1904), pag. .]2':'. . .

) Diremo che un insieme di punti & ?'iﬂ«chiu-so. in un ﬁl.‘it.l-‘.ll'lf\ di
interyalli o di archi di eurva se ogni punfo dell’insieme appartienc ad
almeno un intervallo o arco del sistema,
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lunghezza complessiva minore di un numero prefissabile pie-
colo a piacere, diremo che tale proprietdh si verifica quasi
dappertutto o quasi ovungue, sul segmento o sulla retta o
sulla curva. Il teorema precedente pud allora porsi nella
forma: la tangente esiste quasi dappertutto su wia curva con-
tinua, rettificabile.

- - Limite del rapporto fra le lunghezze della corda e
dell’ areo. : :
Se la_Ianghezza dell’arco la indichiamo con lo stesso
simbolo PP’ con eni indichiamo I’areo, abbiamo:
Su una curva continua, rettificabile, & quasi dappertutto
B

1 l L=
( ) P"—FPIJI)’

Scelto arbitrariamente un numero positivo g, 8i ripren-
dano la eurva @ e la poligonale II in essa inseritta (n.° pre-
cedente, ¢)). Ad ogni segmento 3 di (s,_,, $,) CoTrispon-
dono un arco PP’ di @ C, una eorda PP’, ed un valore deter-

. 3 : 55 } 3
minato per I’espressione 1 — = il quale varia con con-

' it
tinnitd al vaviare di 3, per 5 > 0., Posto dungue

[)I)’
L
si_potrauno, anche qui, costruire (n.°9) i dune sistemi di inter-
valli A e A, relativi a questa F e all’insieme W, di tutti gli
intervalli 8, non nulli, contenuti in (s,_,, s,), e tali inter
valli A o A i conh'ac;aeguemmw qui pure, con 1’indice 2, seri-
vendo A9, A, 8j avrdy, per ogni arco PP’ corrispondente
a un A9
#
g Tl
/3 i

(0]

e per ogni altro appartenente a P,_ll e tale che P sia
esterno a tofhi gli arehi covrispondenti ai Ao

BEU

PP

s
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Si costruisea, come al n.° precedente, a), la poligonale
1° wediante i verlici di II ed i punti eorrispondenti agli
estremi di un -grappo comunque scelto di intervalli A,"
(r=1, 2, .com; n=1, 2,...). Sard ancora L —II' < L — 1L

Detta TI, la parte di II' corrispondente agli intervalli &n”"’
scelti, sia I, la somma degli archi di € relativi agli stessi
intervalli, Si ha, per la prima delle disugnaglianze sopra
seritte, (moltiplicando per PP’ e sommando)

‘Ll o A n,' E-EL:{ )

ed anche, essendo I, — 1,/ < L —II' < L — 11,

¥ =l
Lo s z ?
e ricordando che L, & la somma delle lunghezze degli archi
corrispondenti ai A, seelti, lunghezze ¢he sono date dai A,
stiessi,

1. L—1I
YRt —
r=1 n g

t“ X4, m(‘:;{}.. H
peaf sy €

Ragionando come al n.” precedente, i punti P nei qnali
la disngnaglianza

2 far

1 — min lim

— <
' p PP

non ¢ verifieata risnltano rinchiadibili in un gruppo nume-
rabile di archi di lunghezza complessiva <Z ¢; ed altrettanto
accade per quelli nei quali non &

e PP

1 —minlim— =0 ossia lim —- =1
v—p PP r—r PP

il che dimostra la proposizione enuneiata.
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§ 4. DERIVABILITA DELLE FUNZIONI A VARIAZIONE LIMITATA.

- Teorema di Lebesgue (!).

Ogm- Sunzione continva, @ variazione limitata, mnmette-

derivale finite quasi dappertutto sull’ intervallo in cui ¢ data.

a) Sia fiz) nna funzione eontinua, a variazione limitata,

definita sull’intervallo (e, b). La curva y = f(2), (a, b), & ret-

tificabile, in virtlt del teorema di Jordan del n.° 8: sia L Ia
sua lunghezza, :

Si ripeta il ragionamento fatto al n.° 11, a), sostituendovi

la variabile » alla s e gli intervalli 3= (2, 2') a quelli 5 = (s s‘)

e giungendo sino alla disuguaglianza 1['4-11, <3~ — —
che ora si riduce a .

H,',<3'—L--;_H,

perché nel easo attnale I, non esiste. Osservando che qui
ogni termine che entra in II,” & non minove di quello fra i
segmenti 4., A,,...A, che gli corrisponde (e che ¢ la sua

proiezione ortogonale sull’asse delle ), si ottiene subito la -

disuguaglianza

vzﬂm<3L"_n’ g

r=1iw=n E

¢ quindi 1’altra 33X {“(c, so &6 L —1II < ‘7' Si ha percio
=y

la: proposizione: « fatta eccezione al pitt per i punti di (e, b)
appartenenti ad un’infinith numerabile di segmenti A, (i

lunghezza totale EEA'ﬂf"><e, per ogni altro 2 vale la se-

r=1%
guente proprietd: essendo @ un punto qualunque apparte-
uenfe con @ alla proiezione di uno stesso lato P,_,P, della.
poligonale II inseritta nella carva y = f(z), (, b), e detti Pe P’ i

) H. Leppscur, Legons sur I’ intégration et la recherehe des Jonctione
primitives, p. 128,

Le curve o

puntiditale eurva corrispondentiaz e’ ,si haz(P,_, P,, PP')<Ce,
dove = € un numero positivo, minore di 1, arbitrariamente
scelto, pm che¢ la poligonale soddisfi alla disuguaglianza
L= /lT >,

b) Proseguendo con gli stessi ragionamenti fatfi in b),
¢), d), al n.* 11, 8i ginnge alla conclusione che la derivata

f'(x) esiste, finita o no, su tutto (@, b), fatta eccezione al pitt

per i punti appartenenti ad una suececessione di intervalli i
lunghezza complessiva <7 2z, i quali comprendono fra loro
quelli A, pin sopra indicati, -

) Si porti ora I’attenzione sui punti nei quali la de-
rivata f'(x) ¢ infinita. Sia ! la somma delle lunghezze di
quei lati di TF che formano con 1’'asse delle z un angolo

= - — 2, lati le cui proiezioni sull’asse ¢ hanno perecid una

=

somma =1 cos (g - 23) <7 Lsen 2:. Per tutti gli altri lati di [T

: : e
I”angolo formato con 'asse delle z ¢ {6 — 2¢ e, per quanto

si ¢ stabilito in @), tutte le corde della curva y = f(#), (¢, b), che
si proieffano interamente sulla proiczione di uno di tali lati, e
in modo che uno almeno dei loro estremi venga proiettato
P : i v T

fuori dei A, formano con I'asse delle 2 un angolo < g &
I se ne deduce, se 2 & un punto della proiezione di uno di
(uesti lati, ed & esterno agli intervalli di eni si parla in b), che in

/

esso esiste la devivata f'(2) finita ed in modulo < tang (I—; — e).

Dunqgue in tutti i punti di (¢, ), ad eccezione al pin (i
quelli contenufti in una successione di intervalli di lunghezza
complessiva <7 2z -+ L gen 2: << 2:(1 + L), la derivata f'(z)
esiste (determinata e finita ed in modulo < cotge. Se ora si

=

vostituisce ad e via via 5, 55,055,900, abbiamo che I'in-

sieme dei punti nei quali la f'(x) o non esiste o non & finita,
si pud rinchindere in una successione di intervalli di lun-
ghezza ‘totale < 4e(1 4 L). Essendo e arbitrario, il teorema
enunciato & completamente stabilito.
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- Derivabilita delle coordinate dei punti di una eurva.
Se la curva

e: z=flt), y=g(t) (¢ D),

¢ continua e rettificabile, le funzioni f(t), g(1) ammettono de-
rivate finita quasi dappertutto su (a, b).

Cid & una conseguenza immediata del teorema di Jordan
del n.° 8 e di quello di Lebesgne del n.” 13.

15. - Relazione fra I’ esistenza della tangente e la deriva-
bilith delle coordinate dei punti di mna curva.
a) Sia una curva continua

D

o 2h msite =, Cy el (a V)

Dico che, se per un valore ¢ di (a, b) esistono finite le deri-

vate f'{t), ¢(t) e vale la

(1) i gtd=0,

nel punto P, corvispondente a ¢, la € ammette la tangente,

il eui angolo di direzione A & dato da

I () ‘ ¢'(t)

= =, Ren =
== V() + g%

12) Zeosli—= N
= V() + ¢°(0)

intendendo di scegliere, in queste formule, il segno - se &
a<_D, il segno — in caso contrario, :

Sia, infafti, ¢4+ un altro valore dell’intervallo (@, b)
tale r*hc. ssendo P’ il punto della € ad esso corrispondente,
la corda PP’ risulti non nulla; detto 8 1"angolo di direzione
«lella retta orientata determinata da 2 e " e dal verso della
corda PP, si pud serivere:

iﬁ.m—r—h)~_._ft. s 0. Rl (ST i R SO
h _—" PP W= W]
(3)
(t 4-T) — PP’
f g i’: t}‘ |I - sen F!

intendendo di scegliere, in queste formule, il segno - se &
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a < b, il segno — in caso contrario. Quadrando e sommando,-
segnue

Jlmg-—\fz(t)—l—g
a—v0 | It
In vieth della (1) segue anche percio, dalle stesse ugua-
olianze, esistenza del limite di @, vale a dire I’ esistenza
della tangente alla curva in P, e la validita delle (2).
b) Sia ora una curva continua e reftificabile

@: m:m(s}, Yy =Y(8), (0: L)s

dove il parametro s rappresenta la lunghezza dell’arco, con-
tata a partire dal punro primo estremo della c¢urva, o seelto
come tale (se la curva & chiusa). Se, per un valore s, esistono.
le %'(s), y'(s) e vale la

(4) 2 +yi=1,

da quanto si & detto in «) risulta 1'esistenza della tangente.
nel punto P della & corrispondente ad s e la validiti delle:

(5) cos b =a'(s), senb=1ys),
e risulta anche la validitd della

PP’
(6) - lim —e =1
i P,

Se, per il valore s, si suppone I esistenza delle derivate
2(%), y'(s) e la validita della (6), dalle (3) segue I esistenza
della tangente in P e la validith delle (5) e quindi anche
della (4).

Se, infine, per il valore s si suppone I’ esistenza «ella
tangente alla curva nel punto P corrispondente e la validita
della (b} dalle (3) segue lesistenza e la finitezza delle de-
rvivate z'(s), ¥(s) e la validitd delle (5) e quindi anche della (4),

Tenendo conto di quanfo si & dimostrato ai nil1l, 12.e 14,
si pud affermare che, quasi dappertutto su un@ curva continua
¢ rettificabile, esiste la tangente, esistono finite le derivate
a'(s), y(s), valgono le (4) e (B), ¢ vale anche la (6).



S e s L il e

62 Capitolo primo

ko

§.D. L' ASSOLUTA CONTINTUITA.

16. - Funzioni di una variabile assolutamente continue.
a) E.importante, per il seguito, la nozione di funzioni

assolutamente continue, introdotta da G. Vrranr (1),

Counsideriamo una funzione f{z), continua in tutto 1'in-
tervallo (¢, b). Fissato che sia un numero intero positivo a,
abbiamo che, preso ad arbitrio wn numero positivo e, & pos-
sibile di determinarne un altro 8, in modo che risulti in va-
lore assoluto sempre minore di ¢ la somma delle variazioni
(n.° 6) della fi#) in n qualsiasi intervalli non sovrapponentisi
di (a, b), scelti con la sola condizione che la somma delle
loro lunghezze sia minore di 3. Indichiamo con 2o, m il limite
superiore dei Z corrispondenti a € e n. Tenuto fisso ¢, Be w NON
resta necessariamente costante al variare di u: sard una fun-
zione non crescente di n e, per n — oo, avrd un limite 5. > 0.
Sard sempre & > 0?

B facile vedere che mno. Riprendiamo un esempio gia

considerato alla pag. 41, e cioé la funzione delinita in =0 -

9

da y=0 e in tutti gli altri punti di (0, ;] da y::z:sen;:'.
| |

Nella successione - degli intervalli (—— _
: : GE e fep il
\ v ) T i1 2)4\.;
(=0, 1, 2, ....) le variazioni della nostra funzione sono date da
1 1
TR T (k=0,1,2,...) e sono pertanto maggiori
(2}; i ‘-.,)n ( % + 5|

i (_2]’:-?——2]7—: (k=0, 1,...); la somma di esse & pereid infi-
nita. Preso dunque 2, eomunque piccolo, ¢ determinato un k,
tale che tutti gli intervalli considerati relativi a valori di &
maggiori di &, risultino interni al segmento (0, 2.), & possi-
bile di scegliere un numero conveniente di tali intervalli in

d

("' G. Virary, Sulle funsioni integrali, (Alti della R, Acead, delle
Seienze di Torino. Vol. XI,, (1905), p. 1021).
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modo che la somma delle varviazioni della f relative ad essi
superi qualunque numero assegnabile e quindi anche e Nel
caso attuale, & percio 3, =0,

Per contro, vi sono delle funzioni per le quali & 3: = 0.
Vedremo tra poco che esiste una vasta classe di tali funzioni;
per ora c¢i limiteremo a menzionare la funzione y =z, per
Ja quale & ovidentemente 8. — c.

Le funzioni per le quali & 5 >0, qualanque sia ¢, di-
consi assolutamente continue: esse ammettono qualche cosa di
pitt della semplice continuniti. Possiamo dunque formulare la
seguente definizione: una funsione flx) dicesi assolutamente
continwa nell’ intervallo (a, b) se, preso ad arbitrio un numero
positivo g, € poi sempre possibile di trovarne un altro o in
modo che risulti, tn valorée assoluto, minore di ¢ la somma
delle variazioni (. 6) della flz) in qualsiasi gruppo finiio
di intervalli non sovrapponentisi di (a, b) ('), scelti con la sola
condizione che la somma delle loro lunghezze sia minore di ©;
e percio, se (a;, b)), (i=1, 2,..m), & un gruppo di interva_lli

non sovrapponentisi di (a, b) ed & X |b; — ;| <2, deve essere
1
| 2[ 1) — 8] | <&

b) Dico che condizione necessaria e sufficiente per U as-
soluta continwita € che, per ogni £, si possa sempre trovare
un 3 tale che, essendo (@ b)), (1 =1, 2,..m), un gruppo qual-
siasi di intervalli non sovrapponentisi di (a; b), soddisfacentd

alla \T be— ay| <3, sia 2| flb) — fla) | < e

Che la condizione sia sufficiente, & evidente. Per mo-
strare che & necessaria, prendiamo 2 in modo che, essendo
gli (a;, b,) degli intervalli non sovrapponentisi di (&, 1), sod-

4 5 £
disfacenti alla 2|b, — a,| <3, sia sempre | [ f(b) — fla)] | < ,

Allora, detti (a,, b,) gli intervalli in cui le variazioni

() Vale a dire, aventi, due a due, al pilt un selo punto comune,
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j.{b{) _f(a‘) non Sono negative’ [ (a,s”, ?)'-“) g]l a.ltl:i, é

:

Lol o

2| ,f(bf') —f(a’r,) | :2"{]’(51’) = fla))] <
Z iﬂ"’i”) T8 ﬁ“i”) | =2 [.f{_bin) — A ft-.:”ﬂ =y v

E

= | B[Ab) — fla)] | < 55

e quindi
= b)) — flay | < e

¢) Da questa proposizione scende subito che waa fun-
sione assolutamente continua © « variazione limitata. 1d in-
fatti, diviso Iintervallo (@, b) in parti minori del 2 or ora de-
terminato in corrispondenza di ¢, in ciascuna di esse la somma
dei valori assoluti delle variazioni della f(z), relative ad una
qualsiasi suddivisione, non pud mai superare e Se il numero
delle parti & N, la somma corrispondente estesa a tutto (a, b).
non pud mai superarve Ne.

d) Indichiamo con V(#) la variazione totale di flz)
in (a, ). Condizione necessaria ¢ suficiente affinche f{z) sie
assolutamente continwa & che lo sia anche la Viz). La condi-
zione ¢ gufficiente, perchd & sempre | fib,) — fla) | =V(b)—V(ay).
i anche necessaria, perché, avendosi, se & 2%|b,—a; <5,
e se gli (@, b)) sono intervalli non sovrapponentisi di («, b),
£ib) — flay) | <&, snddivisi gli intervalli («;, b,) in parti,
la somma dei moduli delle variazioni della f relative a tutte
queste parti deve sempre rimanere < =, I siccome tale somma
si pud rendere prossima a Z[V(b,) — V(e)] quanto si vuole,
ne viene X[V(b,) — Via)] =z (')..

¢) Una vasta classe di funzioni assolntamente continue
viene messa in evidenza dal seguente enunciato:

Le funzioni a rapporto incrementale limitato 010 assolu-
tamente continuwe. Supponiamo, infatti, che si abbia, per ogui
intervallo (a;, b) di (a, b),

3
-

‘ Jiby) _'.ﬁ“fi)

by — a,

< M,

(1 In tutto cid intendiamo che sia a; < bi oppure a;> by, & seconda
che & a <<b oppure a >,
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con M numero fisso, indipendente da (a,, ). B allora
b)) —fia) | <= M|b, — @,; o se si considera un aruppo di in-
tervalli (e, by), 5| f(b) — fla)| < M2|b; — a,|: da cid I’ asso-
luta continmita.

In particolare, sono assolutamente continue tutte quelle
funzioni che ammettono la derivata confinua od anche sem-
plicemente limitata. Dimostriamo c¢he sono assolutamente
continue anche quelle funzioni c¢he ammettono ovungque l.a'
derivata destra (sinistra) limitata. Sia A il limite snpériore
di tale derivata in tutto Pintervallo (e, b): affermiamo che il
t.‘a.pport-o incrementale relativo ad un qualsiasi iuterva'llo
(@;y b;) di (@, b) & sempre << A. Per fissare le idee SUppPo-
niamo a; <~ b; e consideriamo la funzione ,

f ez e 2l g

I ';a{a,-.)z*,b(bi}:f), onde, se & D¥d(a,) < 0 (dove D+ indica
la a'l_e-l:lvata destra della ), in (a,, b,) la vjb{.:v} assume valori
negativi ed ha un minimo in ¢ni deve necessariamente es-
sere D = 0. Hsiste dungue sempre, in (a;, b,) un. unto
almeno in cui & D) = 0 ossia - g eVt

DHf> S ?");-fm_i)

7
b —a,

cio che dimostra che il rapporto imerementale della fla) &
sempre = A. Parimenti & sempre, tale rapporto, = A" se A
.l‘nqu:'aa, il limite inferiore di D*+f. Se perr-ant-(.; ,\_9 ‘: 'u;)1;0
finiti, la f(z) & a rapporto incrementale limitato o . .‘ 6 -
solutamente continna. e
q,g,\-r,g”{,:fn f“:;s:::;g, la ‘diijfﬁ-renjm ¢ il prodotto di due funzioni
| 16 ¢ we, an wun intervallo (a, b), sono funziond
.a.sf..e-nl‘utfmwn..te continue, nello stesso intervallo. Lo stes:sn dicasi
i‘; jd:;}? ;,:]!::zze:;x fa due funzioni {t..s-snx-utmnente continue, purche
Yokt *, o8t i mod-zlalo .v-uper:ao-rﬁ ad un numero fisso, mag-
i?ﬂ m“;id:;:;r;.. Pc.ar la dlm-os:tramone non ¢’¢ che da ripetere
: azioni del n." 6, ¢) e d).

twm?u,xﬂ:nf;::f ﬁ::?&imm assolutamente continua di una funszione
Nl mua non deevescente o non crescente, & asso-

Llutamente conti ; :
ente continua. Si abbia la funzione assolutamente con-

ToNELLI - Vol, T,
b

-
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tinua non decrescente o non crescente y — flz), data nell'in-
tervallo (a, b). Detti ¢ e d il minimo e il massimo di y in (a, b),
8i econsideri la funzione assolutamente continua z — ¢(y), data
nell’ intervallo (¢, d). Si ha allora, per ogni z di (a, D),
s =(flz)) = P(x). Dalla condizione b), si ricava che, preso
un = positivo, € sempre possibile di determinare un 7 positivo

. m
tale che, essendo Z|d; — ¢;| << 7, sia 2| ¢(d,) —le;) | < ¢, dove
1 1

i (¢;, d;) sono degli intervalli non sovrapponentisi di (¢; d), in
numero qualsiasi. Per la stessa condizione D), si ha poi che
ad 7 ecorrisponde un numero & positivo tale che, essendo
i ELd :

21“.|bi — ity < By sia ln: | f(b) — fla) | < m, dove gli (a;, b;) sono
‘degli intervalli non sovrapponentisi di («, b), in numero qual-
siasi, Osservato che, posto ¢; uguale al minore dei due numeri
Aa,), 1b,), e d; nguale al maggiore, & | f(b,) — fla,) | =d, — ¢,
e gli intervalli (¢,, d,) risultano non sovrapponentisi (per
essere la fiz) non decrescente o non crescente) si ha subito

2| D(h,) — Play) | <& per ogni gruppo di un numero finito
1

di intervalli («;, b;) di (@, b), non sovrapponentisi e soggeti
alla condizione X | b, — «; | << 5. E ci0 mostra 1’assoluta conti-
nuitd della z =®(x).

OsSSERVAZIONE — Se la ¢(y) ¢ a rapporfo incrementale
limitato, la @(f(2)) = ®(z) risulta assolntamente continua con
la sola condizione che tale sia anche la f{z). Hd invero, se M
¢ un numero di eni resta sempre inferiore, in modulo, il
rapporto inerementale della w(y), si ha

‘“I'{b,—_) N lI)(a'a) | 2 ‘Fff\?’a\r) - ‘F(’qav}) | { M .f(bv') ‘_.f(‘q'i‘) l?

e dalla |
¥ fb) — fla) | <7
segue

S | D(b,) — Dlay) | < M.
1

17. - Relazione fra I'assoluta econtinuith della lunghezza
o quella delle eoordinate dei punti di una curva.
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Si abbia una curva continua, rettifieabile, @, definita dalle
equazioni : ‘

v = f(t), y=g(1), (a, b).

Abbiamo gia veduto, al n.° 8, che. condizione necessaria e
syﬂiciente per la rettificabilith & che le funzioni f£(1), ¢(),
slano a variazione limitata. Indichiamo ora con s(1) la lun-
ghezza dell’arco ‘di € corrispondente all’intervallo (a, 1) e
dimostriamo per questa funzione, che sappiamo essere con-
tinua ¢ a variazione limitata (perché non decrescente), la
proposizione:

Condizione necessaria ¢ sufficiente a Jinche le lunghesza s(t)
sia assolutamente continua & che siano tali le A1), gft} (").

Dalle disuguaglianze :

| (B = R e T s s
| g(b) — ga’) | || = VI — J@)F +[g(d') — g(ﬂ'f”?
= AV) —fla) | + | g#) — gla) | )

81 ricava, se

B =3, < e e

oppure

=24, >4 > > o\ >t,=1,
a seconda che & a < b oppure o > b, & nna qualsiasi divisione
in parti dell’ intervallo («, t),

n—j 3
5| M) =AU,

nt (< 2 V[ At — AT (90t g
= Sy AR P lyiy) — git;)
T_." | q(f;—l—n i g(_t,-) | . s : ; i ,.}

n—1 n—1

<2 Aty ) = At |+ glt0 ) —git,)|
0

") Questo teorema fn dato per Ia prima volta in L. Toxkrui, Sulla

;':"]i‘:i-"‘::’;’_f"““f’ delle curve. (Afti della, R. Acead. delle Seienze di Torino
907-908). ' !

() La scrittura ff < M indica che & @ < M, b= L.
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e quindi anche, per i teoremi dei n.l 5 e 7,

IV"(‘”<H < V() 4V, (t)
V’q(x)‘—()— -"( s g\t

dove V,(¢), V,(t), indicano, rispettivamente, le variazioni to-
tali delle funzioni f{t), g(¢), nell’intervallo (a, t). B poiché
ad a si pud sostituire un numero qualunque @', compreso
fra a e t, si ha pure

VA=V a) | _

VA — T a) {1 M) SVe) —Vla)] + V(1) —Vfa))

Se dunque (¢;, b;) (i=1, 2,...m) & un gruppo finito qualsiasi

di intervalli di (a, b), si ha

[Vf(bl\" e Vf (a""-)-.l \’ "
o \T [$(b;) — s(a,)]

(1)
i [Vﬁ?(-bl) ) Vf;(“i)] \

L et o

|
‘

<0700 =Vl -+ 27,00 =V )

Cid premesso, supponiamo che le fanzioni J(t), g(t), siano
assolutamente continue in (e, b). Per una delle proposizioni

stabilite al n.° precedente, sono allora assolutamente con-

tinne anche Ie'V,[t), V,(?), cosicché, preso un e positivo qua-
lunque, & possibile di determinare un 5 in modo che si abbia

‘?[V;(bg} — Via,)] < s, %[Vg(b,-} — Via)] <e,

per «(qualsiasi gruppo finito di intervalli non sovrapponentisi
(@;y b;) di (a, D), aventi per somma delle loro lunghezze un
numero minore di 2. Per ogni gruppo di questa specie, si ha
quindi, in forza della seconda parte della (1),

3 [5(b;) — s(@))] < 2e:
2PN k

il che prova I’assoluta continuitdy della s(t).
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Supponiamo, invece, che sia assolutamente continua la (),

cioe che, prefissato ad arbitrio un ¢ positivo, si possa trovare un 3
e &
in modo che si abbia 2[s(b;) — s(a,)] < e, per tutti i gruppi
: 1 %
di intervalli (a;, b,) or ora considerati. La prima parte della
(1) da immediatamente :

.

B[V, 0) — Va) <& 2[T,0) — Ta)] <,

¢id che mostra la continuitd assoluta delle funzioni V(t), V,(t).
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INSIEMI DI FUNZIONI E INSIEMI DI CURVE

§ 1. NOZION1 PRELIMINARI.

18. - Intorno () di una funzione o di una curva.

@) Data una fanzione fiz), definita nell’ intervallo (a, b),
diremo che un'altra funzione ¢(z), definita nell’ intervallo
(¢, d), appartiene all’ intorno () della flz) se:

1°) per ogni # comune ai due intervalli (a, b), (¢, d), &

| (@) — () | < p;

2°) per ogni x minore di « e appartenente a (¢, d) (1), &

¢« —x =0, | fla)— o) <op;

3°) per ogni » maggiore di b ¢ appartenente a (e, d), &

e —b=<g |fb)—4)| <o

Diremo poi che la ¢(z) appartiene propriamente all’ in-
torno (2) della f(z) se, con le tre econdizioni ora indicate, sono
auche soddisfatte le disuguaglianze

la —¢c|=p, |b—d|<p.

() Dicendo che (a, b) o (e, d) & Vintervallo in cui & definita una
funzione, intenderemo sempre, d’ora in poi, che sia a <<b, o ¢ < d, 1i-
Bpettivamente,
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b) Considerate due curve continne (.’ 2) € e @, diremo
che una corrispondenza posta fra esse & una corvispondensa Q so:

1) ad ogni punto di ciaseuna enrva corrisponde sempre
almeno nn punto dell altra;

2°) qualora ad un punto di nna delle due enrve corri-
spondano pitt punti dell’altra, tali punti, s¢ non si ridueono
ai due estremi della curva, sono infiniti e costitniscono nun
arco (ed esso solo) di quest’ altra curva;

3°) detti £ e @ due punti qualunque della @, con P < 0,
e P’ e @ due punti della @, che corrispondano rispettiva-
wente a P e @ e siano fra loro distinti, & I, < @, (e viceversa).

¢) Data una curva continua @ (n.° 2), diremo che un
punto I appartiene «l suo intorno (s) se appartiene ad al-
meno un cerchio, del piano della curva, avente il centro su
di essa e il raggio uguale a 5./

Diremo che un’altra curva (,oni:mlm C, appartiene al-

I intorno (o) della C se ogni punto della @, appartiene al-
I'intorno (o) della @; diremo poi che la &, appartiene ordi-

natamente all’ intorno (p) della & se & possibile di porre al-

meno una corrispondenza 2 fra le due curve, in modo che i
punti corrispondenti distino fra loro non pit di s

Se la € & una curva continua, aperta e priva di punti
multipli, diremo, infine, che un’altra curva continua e
aperta C, appartiene propriamente all’ intorno (2) della C se
appartiene all’intorno (s) di questa curva, e se i suoi estremi,
primo e secondo, appartengono rispettivamente ai cerchi
(del piano delle due ¢urve) di raggio g, aventi il centro nel
primo ¢ nel secondo estremo della @. :

Dalle definizioni ora poste, risulta che, se una curva con-
tinua ¢ aperta @, appartiene ordwatamente all’intorno (») di
una curva continua, aperta e priva di punti multipli, ap-
partiene anche propriamente all’intorno (2) di questa eurva.

Sia, per es., la curva € data dal segmento dell’asse z
che ha per primo estremo il punto di ascissa 0 e secondo
estremo quello di ascissa 1. La curva C,, data dal segmento
avente per primo ¢ secondo estremo, rispettivamente i punti

1 1 : _ : :
(O “) (1, ;), appartiene ordinatamente all’ intorno (1) della @,

¢ appartiene anche propriamente allo stesso intorno. Invece,
la eurva @, formata dalla spezzata avente per vertici sue-
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Ry ; A 1 :
cessivi i 1)11111'-5_(0, ;), ( N) ((), ‘1 ) (1, 0}, non appartiene or-

] i 1 .
dinatamente all’intorno della &, pur appartenendo pro-
7 , pur apy

priamente allo stesso intorno.

- Funzioni e eurve di accumulazione.
a) Considerata una successione

ISR e

di insiemi A, di numeri, diremo che un numero @ & un ve-
lore di accumulazione della suceessione, se, preso un_numero
positivo p ad arbitvio, esisfono sempre infiniti insiemi A4,
aventi eiascuno almeno un elemento a, soddisfacente alla
|y —a|=p (*)

b) Dato un insieme W di funzioni fz) (°), diremo che
una funzione I(2) & funzione di acoumulasione dell’ insieme
se, preso ad arbitrio un numero positivo p, sempre esistono
in T infinite funzioni appartenenti propriamente all’in-
torno (p) della F(z).

Considerata una successione

Wi Wosey Wiy ooy

di insiemi (°) di funzioni f(z), diremo c¢he una funzione F(z)
¢ funzione di wccumulazione della successione se, preso un
nameroe positivo g, ad arbitrio, sempre esistono infiniti in-
siemi W, ciascuno dei quali contenga almeno una funzione
appartenente propriamente all’intorno (z) della F(x).

¢) Dato un insieme W di eurve continue & (n.” 2),
diremo che una (qualsiasi) enrva continua &, (. 2) & curva
di accumulazione dell insieme se esiste almeno una parte 1’
di 17 e per essa almeno una legge che ponga una corri-

() M. CreoLra, Sul postulaio di Zermelo ¢ la teoria dei limiti delle
Junzioni. (Atti dell’Accad. Gioenia in Catania, Serie 5% Vol. VI).

(*) Considerando una funzione fix), immaginersemo sempre <he sia
dato anehe DPintervallo in eni essa ¢ definita, Avyertinmo che le fanzioni
dellinsieme W mon si suppongono date tutfe nello stesso intervallo.

(*) Ciascun T, pud contenere anche una sola funzione,
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spondenza @ (n.° 18) fra ciaseuna delle sue enrve ¢ la @,, in
modo che, preso ad arbitrio un numero positivo p, infinite
curve di W' risnltino appartenenti ordinatamente all’intorno
(2) della @,, in virtii di tale corrispondenza (!).

Considerata una sucecessione

WY SN SR S,

di insiemi W, di eurve continue (n.” 2), diremo che una (qual-
siasi) eurva continua C, (n.’ 2) & curva di accumulazione della
suceessione 86 esiste un’ altra suceessione W W e W Sns
dove W,," & un insieme estratto da un W, di indice n > m,
& per essa almeno una legge che ponga una corrispondenza @
fra eiascuna curva di ogni W,," e la @,, in modo che, preso
ad arbitrio nn numero positivo p, infiniti insiemi W,,” abbiano
almeno una curva appartenente ordinatamente all’intorno (p)
della @, in virtt di tale corrispondenza.

d) Secondo il principio di BoLzaNo-W EBIERSTRASS, ogni
insieme limitato di punti, contenente infiniti elementi, am-
mette almeno un punto di acenmulazione. Non altrettanto
avviene per gli insiemi di funzioni o di curve. Consideriamo,

ad esempio, 1'insieme delle funzioni definite, nell’intervallo.

(0, 1), da fu(2) =2 (n=1, 2,....). Siccome, come & evidente,
le fouzioni di accumnlazione dell’insieme non cambiano sop-
primendo un numero finito qualsiasi di fuozioni, e siccome,

‘inoltre, preso un numero positivo 7, minore di 1, per ogni n

maggiore di un ecerto #, a" resta, in tutto 1’ intervallo
(0, 1 —2), inferiore ad un unmero prefissabile ad arbitrio,
ne viene che, se esiste una funzione di accumulazione F(x)
per 1'insieme considerato, deve essere in tutto (0, 1), escluso
il seeondo estremo, F(x) =0. Per 2=— 1, deve poi essere ne-
cessariamente [°(1) =1, perché, per ogni n, & f,(1)=1. Ma,

- 1 5
allora, se & p<__, non pud essere, per nessun n, in tutto

;)‘?
(0, 1),
| ) — ful@) | < p,.

(*) In altre parole, le distanze fra i punti di infinite curve di W'e
i punti corrispondenti della @, secondo la corrispondenza fissata, devono
ricnltare tutte non maggiori di z.

Ingiemi i funzioni e insiemi di curve - 5

perché, fissato comunque n, si trovano sempre infiniti valori
di z, in (0, 1), per i quali f,(z) ¢ prossimo ad 1 quanto si
vuole. Nell’esempio qui cousiderato, non esistono dungue
funzioni di accumulazione. Condizioni sufficienti per 1”esi-
stenza di funzioni e curve di'aceumulazione verranno date
nei §§ seguenti.

¢) Sulle eurve di accumulazione possiamo dimostrare
il segnente teorema: ' .

Se W ¢ un insieme di curve continue (n.° 2), reitificabili
(n." 8), aventi tutte lunghezza inferiore ad wno stesso numero A,
tutte le curve di accumulazione dell’ insieme sono rettificabili
ed hanno lunghezsa non maggiore di A. -

Sia €, una curva di accumulazione dell’insieme W e W'
una di quelle sue parti di eui si parla nella definizione di
curva di accumulazione di un insieme (¢)). Supposta la €,
non ridotta ad un punto, detta II nna qualsiasi poligonale
inserifta nella €, (secondo quanto si & detto al n.” 5), e fis-
sata una legges per la corrispondenza indicata nella definizione
gia ricordata, i punti di una qualunque curva © di W' ehe cor-
rispondono. ai vertiei della TT.determinano una poligonale 1T
inseritta nella @', la cni lunghezza pud rendersi prossima
quanto si vuole a quella della Il scegliendo la € in modo che
appartenga ordinatamente ad un intorno convenientemente
piceolo della @G,. E poiché, per essere la lunghezza della @
inferiore’ a A, tale & anche quella della IT', la lunghezza della
poligonale II risulta =< A. Essendo II nna qnalsiasi poligonale
inscritta in @, ne viene che questa curva & rettificabile e
che la sna lunghezza & non maggiore di A.-

20. - Funzioni e curve limiti.

Data una successione A,, A,, ..., A, ..., di insiemi 4, di
numeri, diremo c¢he « & il lmite della successione, ed anche
che la successione converge (o tende) ad a, se, preso aa ar-
bitrio un numero positivo p, & possibile determinare un in-
tero # in modo che, per ogni u > i, tutti gli elementi a,
di 4, soddisfino alla disuguaglianza |a, —a| <o (*); e seri-
veremo :

Ay —a.

(Y) M. Crrorra, loc. eit,
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6. Capitolo secondo

Data una successione W, , W, ., Wy, .., di insiemi W,
di fanzioni flz), diremo che la funzione F() ¢ la funzione
limite della successione, ed anche che la successione eonverge
(0 tende) uniformemente alla F(z), se, preso ad arbitrio un nu-
mero positivo o, & possibile di determinare un intero n in modo
che, per ogni a =i, tutte le funzioni di W, appartengano
propriamente all’intorno (p) della F(«); e scriveremo

W, — F(x).
Analogamente, data una suceessione W, W, ..., W, ...,
di insiemi W, di curve continue (n.° 2), diremo che la eurva
continua &, ¢ la curva limite della successione, ed anche che
la successione converge (o tende) uniformemente alla C,, se
esiste almeno una legge che ponga una corrispondenza @
(n.° 18) fra ciascuna curva di ogni W, e la C,, in modo
che, preso ad arbitrio un numero positivo p, si possa poi
sempre determinare un intero # cosi che, per ogni n > n,
tutte le curve di W, appartengano ordinatamente all’in-
torno (p) della GC,, in virti della corrispondenza fissata; e
seriveremo ' 2
W€,

§ 2. ESISTENZA DELLE FUNZIONI DI ACOUMULAZIONE.

21. - Funzioni ugualmente continne, Criterio di Arzeli.

“Oonsideriamo un insieme W di funzioni fie), continne
nei rispettivi intervalli dell’asse ¢ in cui sono definite,

Presa una di esse f,(x) e scelbo arbitrariamente nn numero
positivo ¢, esiste almeno un & > 0 tale che, per ogni coppia
x,, @, di punti, appartenenti all’intervallo (e, b)), in cui la
f.() & definita, e soddisfacenti alla disuguaglianza |, — ;| < 5,
si abbia | f,(z,) — f(#,) | << e Tenuto fisso ¢, esistera un >0
tale che la disnguaglianza | fiz,) — f(z,) < e risulti verificata
da qualsiasi funzione fiz) dell’ insieme considerato, per ogni
coppia x,, %, soddisfacente alla |v, —x, < 3 ¢ appartenente
all’ intervallo (a, b), in cui la flz) ¢ definita ? Evidentemente
no. Se consideriamo, ad esempio, 1'insieme delle funzioni
definite dalla flz) =a" (n=1, 2, 3,....) nell’intervallo (0, 1),

Insieme i funziond e ingiemi di curve : 17

. 1 2
vediamo che, preso ¢ = -, comunqgue si seelga il numero po-

AR : . A e e |
sifivo & < 1, esistono sempre degli »n per i qnali é (1 i ‘;) <5

- -
e (uindi delle funzioni dell’insieme che verificano la disngua-

: e 8
glianza | f(1) “f(] ”’o)

\

D —
_‘) &

l | -
> s bur essendo [1__ (1 = 3)| Py :

{ Gl

Porremo allora, con G. Asconi ('), la. seguente  defini-
zione: le fungioni fl), di un dato insieme, si dicono ngnalmente
continne se, vreso ad arbitrio un numero positivo e, & possibile
di determinarne wn altro 5 in modo che la disuguaglianza
| ) — flz,) | << e rviswlti verificata per ogni funzione dell’ in-
steme e per qualsiasi coppia x, , x,, soddisfacente alla |v, —z,| <5
¢ appartenente all’ intervallo in cuwi la f(x) ¢ definita.

Una condizione sufficiente per I’ uguale continuita & data

dal

ORITERIO DI ARZELA (%) — Se ¢siste un numero positivo A
tale che si abbia, per ogni funzione f(x) dell” insicime, e per gual-
siasi coppia z,, x, dell’ intervallo in cui la f(x) ¢ definita,

< 4,

‘ﬂxﬂ — Sz,

Xy — &

le f(z) sono ugualmente contine.

Seelto, infatti, ¢, prendendo = ;
o se z,, ¢, appartengono all’intervallo di definizione della f(z),

si ha, se ¢ |o, —z,| <5

|ﬂ:51) _f(mz) | <4 | Ty — %, | <&

1In particolare, la condizione qui posta & soddisfatta se
le fix) hanno sempre la derivata prima e questa & sempre
inferiore ad un numero fisso A, indipendente dalla flz) con-

(") G. Ascory, Le ewrve limiti di una varieta data di eurve. (Memorie
della R. Aceandemia dei Lineei, 1883-1884).

(%) €. Arzerid, Swlle funzioni di linee. (Memorie della R. Accademia
delle Seienze di Bologna, 1895, p. 225).
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siderata. Basta applicare il teorema del valor medio per avere

fix) —fla)|
|

Ty — &,

.f,(xz = H(.“{?i LK 2}3)) | = A. (i)

Pint in generale, si ha: ;

Se esiste une funzione F(x), definita per twiti gli v mag-
giori di sero ¢ minori di un h positive (qualsiasi), la quale
tenda @ zero per x—0 ¢ verifichi la disuguagliansa

| fiz,) — flz,) < f‘(:xi —%,1),

,
q-udl‘--wnqu-e sia la fiw) dell’ insieme considerato, ¢ per tutte le
coppie ®,, ©, soddisfacenti alla =z, —a,| << h ¢ appartenenti
all intervallo in cui ¢ definita la f(z), allora le fungioni f(x)
sono ugualmente continue.

Scelto g, si prenda 2 minore di 7, in modo che sia, per
tmtti gli @ positivi e <73, F(z)<¢; sard allora | flz,) — flz, ]. s
per ogni f{z) e per ogni coppia di nnmeri =, @,, soddisfacenti
alla v, —,| <<% e appartenenti all'intervallo di definizione
della flx).

Le funzioni dell’insieme saranno percio ugnalmente con-
finue se si avri sempre per ¢s.:

|f(’1:1) _f(mg) el T

con « maggiore di zero e indipendente da f(@), %, 2, -

22. - Teorema di Ascoli.

Un insieme W di infinite funzioni fiz), ugualmente con-
tinue e ugualmente limitate, ammette almeno una funsione di
accumulazione, necessariamente continua (°).

Dicendo che le funzioni dell’insieme sono ugialmente limi-

(1) Cosi per ¢gs sono ngnalmente econtinue le funzioni dell’ insieme

RED M : } SRecE e ;
Y n—1,2, 8, ..) considerate in nn qualsiasi infervallo.

n

) Nella dimostrazione di questo teorema data dall’ Ascoli ed anche
in tutte quelle date poi da altri Autori, 81 suppone sempre che dall’in-
sieme TV si possa estrarre una suceessione fi, fsoo, Jiee Lia dimostrazione
del testo & indipendente da tale ipotesi e riproduce, con una licve gene-
ralizzazione, quella esposta in L. Tonelli: « Sul valore di un certo ragio-
namento » (Atti della R. Aecad. delle Scienze di Torino, 1913); essa &
condotta col meiodo delle suceessioni d’insiemi, ideato da M. ulpﬂlLL(lU(‘-. eit.).

Insiemt di funzioni e insiemi di curve T4

tate, intendiamo che esista un numero positivo M tale che:
1°) si abbia sempre | flz) << M, qualunque sia la flz) dell’in-
sieme e qualunque sia la @ dell’ intervallo in cui tale funzione
& definita; 2°) che questo intervallo sia sempre contenuto in
{oe 1{: ‘W)

@) Supponiamo, dapprima, che, I)reso comungue un
intervallo A sull’asse @z, non esistano mai infinite funzioni di W
i cui intervalli di definizione contengano tutti inferamente J.
Possiamo allora dividere i punti dell’asse z in due categorie:
la prima formata dai punti z tali che le funzioni di W delinite
su almeno un punto di (— ==, ) siano in numero finito, la
seconda dai rimanenti. Il punto — (M 4+ 1) appartiene sicu-
ramente alla prima categoria; M, invece, appartiene alla
seconda. I punti della prima eategoria precedono tutti quelli
della seconda, ed esiste percid un numero ., appartenente
a (—M, M), che ¢ o il massimo della prima categoria,
oppure il minimo della seconda. Scelto comungue nn numero
positivo 3, esistono infinite funzioni F di W definite in almeno
un punto di (@, — 8, «,—+ @), per ciaseuna delle quali indi-
cheremo con f; 1l massimo valore assunto nei punti, di questo
intervallo, in cui risulta definita. Detto I7; il massimo dei
valori di aceumulazione dell’insieme dei f; (convenéndo di
rignardare come valori di accumulazione anche quelli c¢he
eventualmente fossero assunti da infiniti f;), la funzione
di 3, Fj;, non cresce al diminnire di 3, ed ammette un limite
(di modulo non superiore ad M) per 2—0. Tale limite indi-
chiamolo eon F(a,). La funzione I'(x) definita nel solo punto
©=ua, ed avente in esso il valore F(a,) indicato, & una fan-
zione di aecumulazione dell’ ingieme W, Ed infatti, per la
uguale continuitd. delle funzioni di 17, preso un numero
positive £ ad arbitrio, & possibile determinarne un altro 8; in
modo che, se f ¢ una qualsiasi funzione di W o @, @, sono
due  qualunque valori dell’intervallo in cui Ia f & definita,
soddisfacenti alla |2, —=, | << 8., si abbia | flz,) — fl®.) | <=

Allora, se fiz) & una funzione di W definita in almeno un

Aoty 2hz A
405 , In fufti 1 punti, i
questiintervallo, nei gquali essa & definita, vale la disuguaglianza

|Tl'LJ—T|a <&,

punto dell’ intervallo (aﬂ s ‘11 Dey €y +

!
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Ma, per la definizione di F(a,), supposto 2, safficiente-
mente piceolo, esistono infinite funzioni di W per le quali &

|, e
4

e per esse vale percio la
ﬁ_&?) = -Tf‘(ao) | =< 25}

A

: S3E S | S B s,
in tutti i punti di (un —iog, a‘,—l—?}GE) in eni risultano de-

finite. Fra le infinite funzioni ora dette ve ne pud essere
un  numero finito, al pin, definite anche in un estremo

\

-

v : 1 35 2 e :
dell’ intervallo '(a.-n b G..—I—;-,Oe), percheé altrimenti esiste-

rebbero infinite funzioni di W definite in tutti i punti di

uno degli intervalli (an = 135., a, — 165), (an—k-}ae, aﬁ—l—lﬁg),

2 4 4 2
contrariamente a quanto pit sopra si & ammesso. Vi sono
dunque infinite funzioni di W i eni intervalli di definizione

\

e T 1 1 .
sono tnttl interamente contennti in (a" = B0y Myt ‘_;BE € nei
(quali ¢ sempre

| fi) — F(ay) | << 3e.

Siccome = e 2. possono farsi piecoli ad arbitvio, eid di-
mostra che la funzione I(z), pitt sopra definita, ¢ veramente
una fanzione di accumulazione per I’insieme W.

b) Sapponiamo, ora, che esistano infinite funzioni di W
1 cui intervalli di definiziove abbiano tutti in comune un se-
gmento non nullo A

Sia 2,-il limite superiore delle lunghezze di tutti gli inter-
valli analoghi a % e indichiamo con A uno qualunque dei
segmenti di (— M, M), di lunghezza I, che godono della
seguente proprieta : preso ad arbitrio un numero positivo o,
esistono in W infinite funzioni i euni intervalli di defini-
zione hanno gli estremi distanti dagli estremi omonimi
di A meno di o. Di tali intervalli A ne esiste almeno uno:

sia (a,, b)) quello tra essi il eni primo estremo ha la minima
aseissa.
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In corrispondenza di ogni nnmero int-ero_poailwo n,
costruiamo 17 insieme W, di tutte le funzioni di W i eu! nter-

; sk :
valli di definizione hanno gli estremi distanti meno (11?1 dagli

estremi omonimi di (., b,). Ogni insieme della snceessione
r 4
(1) W Wy ey Wy e

contiene necessariamente infinite funzioni, ed & eontenuto in
tutti quelli che, nella medesima successione, lo precedono.
Oonsideriamo poi una suceessione

(2) B4 By ey Ty, ok

di punti interni al segmento (a,, b)), uae.i..;"b-rmen-f..en:tc chfn-si
sull’ intero segmento ('), per es. I’ insieme dei punti di aseissa
razionale contentti in (@, b)) e distinti da a, e b,.

Per la costruzione stessa della (1), da un certo indice n
in poi, tutte le fanzioni dell insieme Wi riau-lt.mm definite
in z, e, pertanto, in tutti gli insiemi della (1) esfls;tfmo sempre
infinite funzioni definite nel punto indicato. 1. insieme nume-
vico I, dei valori che tutte le funzioni di W, e-he'_rlsult-ano
deﬂnité in «, assumono in fal punto, ha de:L \’alm:i di aceumu-
laz one (°) che costituiseono un insieme chiuso ’I;_,.; e questo
I, & contenuto in I'y,-i. Il massimo di T4 tend-e (non
crescendo), per n—oo, ad un limife, il t_]_ual_e ap\p_artlel‘]e a
tutti gli insiemi I3, (r=1,2...). Indichiamolo eon F(z,):
esso soddisfa alla

[ Fe) | = M.

Indichiamo poi eon Wi, I"insieme di tutte le_.f'unzioni
fiwy di W, che risultano definite in z, e che verificano la
disngunaglianza

. 1
| fle) — Iz,) | = o

Ogni Wi, conti-a?ne infinite funzioni ed ¢, a sua volla,

contenuto in Wi a—1.

(1) Tali cioé ehe, in ogni segmento parziale (a, b) di (ag by, eadano
sempre punti delln successione. ) o g
() Considereremo come valori di aceumulazione per I'ingieme Tin (e
anche per gli analoghi definiti pitt oltre) anche quel \s.zllﬂrl tlt?ll ‘mis_le-;lﬂ
stesso ehe fossero assunti contemporancamente da infinite funzioni di We.

6
Tonernwt - Yol. I.




funzione i L i
His tmseriy T O B

tufti i punti @, &, in essi, continua. Per |
continuitdy delle funyz

tale che, pér qualsiasi funzione 7ia) di
%, 2" soddisfacente alla | ¢’
tervallo di definizione della Jz), si abbia | A

Prendiamo, allora, fra gli 2
alla |z,

dir, di s e di n. Con cid avremo che tutte le funz
di W risultano definite in T x

Capitolo secondo

L insieme L, dei valori che tutte le fanzioni di IW;.. che
risultano definite in , (e delle quali ne esistono infinite, petcho
per n sufficientemente grande, tutte le funzioni di
definite in 2,) assumono in tal punto, ha dei v
lazione i quali costituiscono un insieme ehingo 1., cho &
contenuto in I'y, ,. Il massimo di I, tende (mon erescendo),
P i==2c, ad un limite, il quale appartiene a tufti gli in-
siemi Ty, (0= L, 2....). Indichiamolo con L(z,): & | Fla,) | = M

Indichiamo poi con Wou linsieme di tutte e funzioni f(z)
di Wi, che risnltano definite in z, e che verificano Ia

s 1
|.f{'{52.:' e F'[(ﬂs) ,l & "
W5, contiene infinite funzioni
se indichiamo con Jon()

Win sono
alori di acenmn-

Ogni
II}T‘.’,J;—I ;e
lanque, &

ed & contenuto in
una sua funzione qua-

. : 1 Ty
|f2;ﬂfm1) T F('(L.f) (% ;;.’ |.f-‘,ﬂ':-"82) LS F(T:) | = _E

=

B cosi si prosegua indefinitamente, Formiamo allora 1a
successione i insiemi Wii, Wos, W

Vo, v Ogni insieme dj tale
suceessione contiene funzioni di

W ed & contenuto in tutti
quelli ¢he lo precedono; inoltre, essendo Jun(®) una qualsiasi
risulta definita in tutg j punti 2,

1
n

| fn.w{/fﬁ»-) = F{T;) =2

(r=1,2....n)

b) Dico che la funzione F(z), che abbiamo definita in

& supposta uguale
foni di W, & possibile di determinare un 3,
W e per ogni coppia
—x" | <8, e appartenente allin-

? 0 1
z) —fiz")| <;t'
Zq, due punti z,, 2y soddisfacenti
— % (<%, & indichiamo ‘con »’ un intero maggiore
ioni f,,,..(2)
s € 1N essi soddisfano alle

o 3 1
| _.fn’, ﬂ'(fr‘.i") T ﬁl’, H’(_ma‘;) | = 1_1 ’

1 Sy 1
_"'p __fn’_nc’(ws) o f'{:‘t?‘,) i e -}? < %

: 1
| v () — Flz,) | < Ze

S : %9
Ingiemi di funzioni e insiemi di curye

vale qunindi la 1 :

| Flz,) — Fla,) < s

( i i nej 7 i

TPoiche n ¢ arbitrario, la F(x) risulta confinua nf;l 11)}11(1t b,}

Poic Y e Cunaa T ; vt di (g, D)
Yefini p () in tutti gli altri pun 5

Definiamo ora la I'(x) d LA ol

risulti re continua. Basterd a ta ;

in modo che risulti semp . i ‘ b

].“ % & un punto distinto da tutti gli ‘mn, p1enldere g)e. =

i f(o:\ il limite, per »-—oa, del limite supemm:a dei ]LI
* d f o) 5 " , : 4 :

:0: F(z,) relativi ai punti z, che trovansi nell’intervallo

or x,) relat

( et = 4 Poiché, per quanto precede, tutti i valori della I
e y o wfe
\ r T g

5 A
. gy 27 Qiffe-
he & = arnie
relativi ai panti della (2) che sono in (\'t i Z)

v . 1 0 plh
F1SEO]T 1 l{)]{l 1T 2110 (l] ne viene l_',l]{-‘ l}e 1o

@ i i valori di F(x) relativi
di differiscono fra loro anche tutti i valori di F(x)
. S

n

a punti qualsiasi dell’intervallo fet-tor (13-1.0 va;l[?]]::;cél‘il ]-_?3119
coincide con uno degli @,, e la F(2) risulta contir

500 ﬁc:}buglostriamo che la successione T'ﬂ,u II-Tgﬁ,‘....,(I-Vni,’;..
converge uniformemente verso la‘ AT AR §1:mo x;}) c;‘é ;On -H‘es :,1
nomeri crescenti, secelti, fra gli x,, in ‘m]u'(B SR
(e,, b)) risulti diviso in parti t-qt-te minori di -,,l’.imewa”n i3
g.a;}e ‘i n e di tutt gli indici ¢, zz,....,t;_, Tr’f',(-.oiu-.iene
l_ll;‘ﬁlliZiO'l]E di una qualsiasi -fuuzl.one f.n,-:,.;{ss\) (‘I PR e :
sempre (@, @) € per ogni @ di (%,, ¥_ ), €

! fu’ 91’(-'5) . -Fr(’?;)l f/“:' I‘f?‘l’,ﬂ"(it:) _.ﬁa’,u’{m{,g\} ! =1 : f |
= =+ | Sfor,wrl@y) — Flay,) | 2 | Fiay,) — ()|
Bt | i)

3
e T L

n qi 8 n n

i intery: i definizione
Alivettanto vale per ogni = dell’intervallo di d:;h{u s
a P ' e ad (@ >
della £,/ ., esterno a (@, 4 1), Ma apparlunen.tliime”;],]i :“
E;_asendo i arbitrario e siccome pe;: n-—-rroigno el
inizi i ioni di W, tendono ¢ R
definizione di tatte le fauzio Vs : )
€ le funzioni sono ngualmente eontinue, la (,ouvmgeni,a o
: : i i & K onona veres Y OISO I
forme della successione Wi, Wogy ey Wany
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84 Capitaly secondo
¢ dimostrata: questa funzione risulta, pertanto, funzione di
accumnlazione per Finsieme W,

Osservazioxe I — Convenendo di prendere sempre per
successione (2) quella dei numeri razionali interni a (@gy b,);
il procedimento e¢ol quale pit sopra abbiamo costruita la
tunzione Fz), fa corrispondere, ad ognt insieme di funzioni
ugualmente continue ¢ wgualmente limitate, una funzione di
accumalazione, ben determinata. Se poi gli insiemi sono chiusi,
vale a dire se contengono ogni loro funzione di aceumula-
zione, possiamo anche dire che o stesso procedimento  fa
corrispondere, a ciascuno di tali insiemd, un proprio elemento,
ben detérminato.

Osservaztoxe II — Dalla dimostrazione precedente ri-
sulta che, se & |2' —2” | <3, , & sempre | P2’y — F(z")| ==,
n

perchd nella disnguaglianza | (e,) — F(,) | < ?, dedotta dal-

; . 92 T A B 1
Paltra | Fila,y — Fla,)| < A oo M puo sostituire a it S'{a'

23. - Suecessioni di insiemi di funzioni ugualmente con-

tinue.

Si abbia una suecessione Wy Wiy Winyoow, di insiemi
di funziouni fiz). Vogliamo dimostrare che :

Se tutte le funzioni che appartengono « questi insiemi
Sono ugualmente continue ¢ ugualmente limitate, la successione
considerate ammette almeno una Junzione di accumulazione
(necessariemente continua). ;

Sapponiamo, dapprima, che ciaseun W., contenga infinite
funzioni. Ogni iusieme W,, si trova allors nelle condizioni

.del teorema di Aseoli e, per la prima delle osservazioni sopra

fatte, possiamo fargli corrispondere una sua funzione di ae-
enmulazione F,,(2). La successione di funzioni R R 5 S
& composta di funzioni ugnalmente continne e ugualmen te
limitate, Hd infatti, se M & un numero maggiore del mas-
simo modulo di ogni funzione appartenente a W lm=1,2..)
¢ necessariamente sempre | I =M =1, 9,..): Inoltre,
se 2, & tale che, essendo f(z) una qualsiasi funzione di uno
qualunque degli insiemi Wiy e @, 2 due punti dell’ intervallo
di definizione della flz) soddisfacenti alla &' —a"| <3,

P L T S ]%
Tusiemi di funsioni e ingiemi di curpe

x> o 1 , wvazione 11 del n.° pre--
«ia anche | fle) — fl )|_{;1, dalla Osservazion

1 ‘
N y < ©_ per ogni
cedente segue che & pure | Fy () — Fu(®) < n’ P g

coppia @, , ¢, di punti -appartenenti all’ int.el-m‘;l; ;h' t};&ﬁclf;
zione della F,(z) e soddisfacenti alla,‘l ®,— @, ;,,t i
prova I'ugnale continuita della Fps hemprel ‘I)el:-] e?n @_
di Ascoli, queste [7,, smmettono z_ﬁlm'a. .1111§|.l f!‘l]:l/:-l(.?l.‘le )
enmulazione F(z). Dico che tale F(x) & f-lllll'.{,l()-l]e di a(‘zcll o
lazione per la snecessione W, W, ,...:.Erll infatti, a.(.l r:lg:l‘ll;]? ]E:
corrispondono infiniti valori per T’ I]._lﬂl(’,e m, pnetl ]I]- I}?(q;) ¢
F,.(z) appartiene pmpriamenlt.e a]l’n:ll)t‘g::}ig (];:]}h:‘ ﬁ-e“lfuﬁ:&i(;“i
+ ciaseuno di questi m vi sono ‘¢ e
E?]ll":ﬁm 11p[)a1°t-e::g0110 pl‘Opl‘iamBnt{? all’in tor:i(‘) (2"_9) dell% {7(%),
perché F,, & funzione di aecumnulazione per.l 1_1151@3119. ﬁﬁi.t_e
Se poi mon tufti gli insiemi Wm. cont.enesself) nzlente,
funzioni, basterebbe prendere nel .1'aglm'1ameut.?. prece ]V-I’
per funzione F,,(x), che deve com-lspm‘lder_e {?]l msu}mc : ],:
contenente solo un numero finito di fll]]Z]Olli,. una ultl:zlonm
di W,., e cid secondo una delle 't-gnte leggi che all’uop
issarsi. A
pmﬁh[z;]:’s{:ﬂ;vi;lom — Se indichiamo con W' _1’1u31eme d,e-lle
funzioni f,,, di W,, che appartengono propriamente all’in-

: i ' indice = r il
torno (}) della Fiz), m, essendo-il primo indice = n pe

?1 5 - .

i : isfac ione
quale esiste almeno una Twala) goddisfacente alla condizio

detta, la snecessione di insieml

W ”T:‘,", ey ]'T'rnr;l 58

e

: i ione
converge nniformemente verso la funzione di aceumulazio

F(z) della successione W,, Wiyiy Wopyoono

1
' el | Ny — [ AlED
Si ha poi anche qui, se & |2’ — &’ | <3, | F(&) — @) =0,

11 T

, ar all’ intervallo

supposto naturalmente che 2’ e 2 apparfengano all

di definizione della I7x). : AR VAL,
Se per funzione F(z) prendiamo quella fmmloneldl tac-b?
k2 Blwd 4 . i X ~ ; o . ¥ I-B a

mulazione che il procedimento indicato al n.” pi ef]ﬁ"i;l:w e

: 7 T Y
corrispondere alla successione F, Ijsn ey Fins i S e aEaIGRE
il ragionamento qui fatto fa corrispondere, alla success
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oW v 5 N i 3

; i,) 11{_,, sy Wiy ooy it determinata funzione di acecumulazione
£(x) ed una suceessi W.oa W.! f i
ik ; _ C(_(“:bl()l‘lt{ WS Wy, W,,.., convergente uni-
1 emeil e \.-e'rﬁo'la F(z), dove W,’' & un insieme estratto
da mm W, di indice m, maggiore o nguale ad .

§ 3. LSISTENZA DBLLE CURVE DI ACCUMULAZIONE.

24. - Teorema di Arzela ().
Un insieme di infinite curve continue, per le quali esista
ung rappresentacione analitica simultanca

b= fit), y=yg(t), (a, b),

— tale ciod che Uintervallo (a, b), in cui varia la i, sice comune
@ tutte le curve — con f(t), g(t), funsioni tutte u-gualmente-c'bn-
tz?i--aﬂe e ugualmente limitate, ammette almeno una curva continua
di accumulazione.

Per il teorema di Ascoli, le funzioni f(¢) ammettono al-
meno una funzione di aceumulazione. Sia F(t) quella deter-
minata col metodo del n.” 22 e prendiamo a cm]siderére la

" sneeessione

{L) i -I'"?—l,j ¥ -ﬂ'ry,z_, reay —l"l"rnru., vey -

costroita m_jl]o stesso n°, la quale converge uniformemente
verso la J(f). Indichiamo con

(2) Wi, Was Wiy

o fc g 8 i

Iz.t. successione che si oftiene prendendo, in luogo delle fun-
zioni fit), le corrispondenti g(¢). Se, nel teorema del n.’ pre-
ce,dm.l.f;:’ poniamo la suceessione ora scritta al posto della
7 7. x 3
i3 Wiy woy Wiy ooy vediamo che & possibile di costrui
. costruir
un’ altra 5 5

(3) W W WL

convergente uniformemente verso nna funzione G(t), e, in questa
nuova suceessione, W,," & una parte di uno degli insiemi della (2)

( ) b ) (.a. Arzr 33‘ F!{-H.- tont EJ .','H L [~ Ll <J § £ . emin
3 -1 fr A § 1 L2 il e R ndie mti I R (& 1
; .’ 3 % . { i C Lllﬂ. ‘. A cﬂ.d
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relativi ad un indice maggiore o ugnale ad n. La stecessione
corrispondente alla precedente e relativa alle fanzioni f{(t), ri-
snlta formata, con la (1), come la (3) Jo & con la (2); © poiche
la (1) converge uniformemente verso la Fi(i), verso tale fun-
zione convergerd uniformemente anche la nuova snecessione,
Allora, ad ogni funzione g(¢) di W,/ corrisponde una enrva
dell’ insieme dato; ad ogni insieme W/, un insieme di enrve
W,.: alla snccessione (3), 1a

ﬂ_ri, 1'[72 g wrey 11"‘}1‘! gt |

e questa successione converge uniformemente verso la curva
continua € detinita da :

z= F(t), y=G({t), (a b)

come risulta prendendo, sn una gualungue curva @ W
come punto eorvispondente di un punto P di &, quello che
& dato dal medesimo valore del parametro ¢ che da P.

OSSBRVAZIONE — Anche qui, analogamente a quanto si
& fatto alla fine del ne 22, possiamo osservare che, da cid
che precede, risulte un modo di far corrispondere, ad ogni
insieme di curee continue della natura di quello considerato
nel teorema ore stabilito, una curva di accumulazione, ben
determinata; od anche, se U insieme ¢ chiuso, un sio elemento,
ben determinato, ;

25, - Teorema di Hilbert (*)..

Un insieme di infinite curve continue (n.* 2), tutte conte-
nute in un campo limitato ¢ tutte @i lunghezza inferiore ad wn
nunere fisso, ammette almeno una curve continua e rettifi-
cabile di aceumulazione.

Sia M il numero fisso di eni restano inferiori tutte le
lunghezze delle eurve dell’insieme che si considera, Detta e
nna qualunque di queste eurve e L la sna lunghezza, poniamo

t-:-}, dove s indiea la lnnghezza dell’arco di C che va da
un punto fisso A ad un punto mobile P.

() Cfe. D. Hivsuwrr, Ueber das Diviehlet’ sche Princip (Javesberieht
der Deutschen Mathematiker-Vereinignng, t. VIII, (1900), p. 184).,
."1

[ 4
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Conveniamo, per togliere ogni ambiguita, di scegliere per

punto A il primo estremo della curva, se questa & aperta ;
oppure, se & chiusa, il suo punto che ha la minima coonli-
nata =, o quello per il quale, essendo minima la %, & minima
anche la y; che se poi questo ultimo punto fosse multiplo,
‘81 prenderebbero, fra quegli arehi di @ che si chindono in
~esso, quelli di maggior lunghezza, i qnali sono sicuramente in
- numero finito », e si considerebbero appartenenti all’ insieme
dato, in luogo della sola @, » enrve identiche a questa, pren-
dendo in esse, per punti A, via via tutti i primi estremi degli
archi detti. - :
Con ¢id, mentre la s varia da 0 a L, t varia, in corrispon-
denza, da 0 a 1.
Sia
v=uwls), y=uls), (0,L),

la forma parametrica della curva @, relativa al parametro s
(n.C 8); esprimendo s in fuuzione di ¢, si ha altra forma

o =w(Lt)y=/{t), y=y(Lt)=g), (0,1),

dove il parametro ¢ varia nellintervallo (0, 1), sempre lo
stesso per tutte le enrve €. Osserviamo che, essendo la lun-
ghezza di un arco di curva maggiore o ugunale a quella
della corda corvispondente, Ja quale & a sua volta maggiore
o.uguale a quella della sua proiezione ortogonale su uno
qualunque degli assi del sistema cartesiano ammesso, @, L6
0oL —3s,

a8 +08) — @) [ <3, |yls 43— yls)| <3,
e quindi

I'f('t R ;_,) — J(t) | =3, j _q(t + %) — g(t) | <3

=N

ﬁ—”_@ <L<M, Ig“')'—__g_}[t_) :l = M.
TR LR [ t—t |

Per il eviterio di Arzela (n.° 21), possiamo dunque affer-
mare che le funzioni f{t), g(t), relative a tutte le curve dell’ in-
sieme dato, sono wugualmente continwe, Esse poi sono anche
ugualmente limitate, perchd, per ipotesi, le nostre enrve sono
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tutte contenute in un campo limitato. Il teorema di Arzela
del n.° 24 mostra perecid esistenza di almeno una curva con-
finna di accumulazione, la quale risulta anche rettificabile
in virth del teorema n® 19, e).

Puo ripetersi qui I osservazione posta in fine al n.° pre-
cedente.

26. - Terzo criterio d’esistenza 32

Un insieme di infinite cwrve continue (n.” 2), rettificabili,
tulte contenute in un campo limitato ¢ tali che esistano due dire.
siont fisse soddisfacenti alla condizione che ogii parallela al-
Uuna o all’ altra contenga, di ciascuna curva dell’ insieme, oltre
a eventuali archi, solo dei puntivisolati, in nwmero senipre mii-
nore di un wumero fisso, ammeite wn limite superiove finito per
le lunghezze delle sue curve e ammette quindi almeno una curva
continua e rettificabile di acoumulazione.

Costruiamo un parallelogramma che contenga in sé tutte
te curve dell’insieme considerato ed i cui lati abbiano le
divezioni indiecate nell’enunciato. Siano a e b due suoi lLuti
consecutivi e indichiamone le Innghezze con le stesse lettere.

Consideriamo una qualunque ecurva € del nostro insieme
e inseriviamo in essa una poligonale qualsiasi 11, i eni vertici
suceessivi si susseguano nell’ordine determinato dalla eurva
stessa, Indichiamo con ? il lato generico di (uesta poligonale,
¢ con la medesima lettera anche la sua lunghezza. Proiet-
tiamo i lati 7 su «, nella direzione data da b, e indichiamo
le proiezioni, ed anche le loro lunghezze, con 1,; analoga-
mente proiettiamo gli stessi lati 1 su b, nella direzione data
da @, e indichiamo le proiezioni, ed anche le loro lunghezze,
con I,. ¥, evidentemente, 1 <1, + 1, e percid Xi=31, 4 3,

Mostriamo che 2, e Zl, restano inferiori ad un numero
fisso, ;

Osserviamo, prima di tutto, che I'insieme J delle pa-
rallele ad uno qualunque dei lati ¢ o b che contengono un
arco della curva @, risnlta, per la reftificabilita della curva
© per il teorema di- Oantor (n. 3), numerabile. Osserviamo

(') Cfr. L. ToxgLL1, Sull’esistenza della soluzione, in problemi di eal-
colo delle variazioni, (Rend, R. Acead. dei Lincei, 1913 (1° semestre) p. 860).

E=a e BT I e
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poi ehe, se un lato / delia TI non & parallelo a b, una parallela
qualunque a b o non Iincontra affatto o 1'incontra in un
sol punto. Nel secondo oaso, la parallela considerata, se non
appartiene a J, incontra certamente I'arco di @ che corri-
sponde a ! (che ha ciod gli stessi estremi di 7) in almeno un
punto mon appartenente a tratbi comuni alla retta ed alla
curva, Ne viene, pertanto, che ogni parallela a b non facente
parte di J incontra Il in un numero di punti isolati, even-
tualmente nullo, ma sempre inferiore al numero fisso di cui
si parla nell’enimciato della nostra proposizione, ¢ che indi-
theremo con K; e quindi che nessun tratto del lato @ pud
essere la proiezione di lati o parti di lati della TI in numero
nguale o superiore a If, pe}'ché, in ecaso conlravio, tutte le
parallele a b condotte per i punti di mn segmento almeno
di a dovrebbero appartenere a J, ¢id ehe & escluso dalla
namerabilith dell’insieme J e dal fatto che i punti di un
segmento costituiscono un insieme avente la potenza del
continno. E dunque %I, <~ Ka. Analogamente, si ha 31, << KD,
e percid 2l < Kla+b). Se une conclude che, essendo il peri-
metro della 11 inferiore a Kla —+ b) ed essendo T nna qualsiasi
delle poligonali inseritte in @ nel modo detto, la Innghezza
della @ non pud superare K(a - b). Non resta ora che appli-
care il teorema di Hilbert gid dimostrato.

97. « Suecessioni di insiemi di curve, ;
a) Una successione di insiemi di curve continue, per le
guali esiste wna rappresentazione analitice simultanea

x=jft), y=g), (e, B),

con fit), g(t) funzioni tutte wgualmente continie e wgualmente
limitate, ammette almeno una curre continua di accuntulazione.

La dimostrazione i questa proposizione scende dal teo-
rema del 1.° 23, come il teorema di Arzeld & stato dedotto da
quello di Ascoli; e si ottiene anche dal teorema di Arzeld
con ragionamento analogo a quelio di cui ei siamo serviti
per giungere, dal teorema di Ascoli, alla proposizione del
n.” 23. In ogni ecaso, se

W14 W o ovidy Wiy o

|
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& 1a snecessione data, ad essa vien fatta corrispondere una
eurva di accumulazione ben determinata @:

v = F(t), y=@G(t), (a b),
e (da essa successione se ne ricava un’altra

W Wi ey Wil i

convergente uniformementeé verso la @, nella quale W, ¢
insieme di tutte le ‘eurve di W, i cui punti distano dai

; e il
corrispondenti di € per meno di 5 (intendendosi per punti

corrispondenti quelli dati dallo stesso valore del parameftro t),
m,, rappresentando q_ni il pin pieeolo numero infiero, non
minore di a, per eni W, contiene almeno una delle cnrve
indicate, .
p) Sfruttando quanto si & detto al n.° 25, §i ottiene
anche quest’altra proposizione: .
Se si ha una swocessione W,y W, yuuy Woyeuy di insiemi
di curve continue (n.° 2), tutte contenute in un campo limitato
¢ tutte di lunghezsa inferiore ad un wumero fisso:
1%) esiste wnd -'r'(.:pp-resentazion-c' analitice simaultanea

x:f(”a y=g(t), (0, 1),

per tutte le curve di tutti gli insiemi W, , con f(1), ¢(t), fun-
zioni wqualmente continwe e ugualmente limitate;

2% la successione ammette almeno una curve di aocu-
mulazione C,, definita da un sistema '

%= F(t),: y="=0(t), (9,1);

P 3 ) esiste un procedimento che fa corrispondere alla swo-
essione i i : :
a ?Oi:r? data wna swa curva di accumulazione &, , ben definita,
€l un’ altra successi f Pt 5ot j

-l tt. .?l’-{;(-fSSl?:tﬂ W,y Wy Wiy convergente uni-
‘mente verso la C,, dove W, € un insieme di curve estratto

e un W, i indi i
_ t W, @i indice uguale o maggiore, ¢ dove la distansa

a1 = ]
J . punto qualunque di una curve @, qualsiasi di. W, e
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il punto di @, relativo allo stesso valore del parametro 1, tende
a 2ero per n—oc (4,

§ 4. CONVERGENZA APPROSSIMATIVA.

28, - Teorema sulle successioni convergenti di insiemi di
funzioni. ;

@) Definizione. Data nna successione
W tyais Wasois

di insiemi di fanzioni f(x), diremo che essa converge (o tende)
approssimativamente ad nna fanzione I(w) se, presi ad arbitrio
due numeri positivi » ed e, & sempre possibile di determinare
un intero n, in modo che, per ogni « — 1, & per ogni fun-
zione f, di W,: :

1°) gli intervalli di definizione delle due funzioni iy i)
differiscano fra lovo, al pili, per due segmenti ambedue (i
lunghezza minore di ¢; ;

2°) in tatti i punti comuni ai due intervalli di defini-
zione della £, e della F, ad eccezione al pilt di quelli rinchiu-
dibili in una successione di intervalli di lunghezza comples-
siva minore di ¢, valga la disugnaglianza

|-fu S 1"1! <P (g]

b) TeoreMA (%) — Se lie successione di insiemi di Junzioni
continwe, & variazione limitata: Wiy Wy Wiguie; converge
uniformemente ad unea funzione F(z) continua, a variazione
limitata; se, inoltre, lu successione Ly, Lyyiny Ly oy degli in-

(1) Sulle gquestioni trattate in questo § il lettore potrd consultare util-
mente M. FrECHET, Sur quelques point dw Caleul Fonctionnel. (Rend. Circolo
Matematico di Palermo, 1906).

(*) La convergenza approssimativa fu eonsiderata, per la prima volta,
da P, Riesz (Sur les suites de fonctions meswrables. Comptes rendus de
I Aeadémie des Sciences, Paris, 1909), sotto il nome di CORVErgenza in
MASHT (.

(*) Questo feorema fu date per la prima volta, per le suecessioni di
funzioni, in: L. ToxuLry, Successioni di cwrve e devivazione per sevie.
(Rend. R, Accad. dei Lineei. 1016 (1° semestre)).
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siemi L, formati con le lunghezze I, delle curve rappresentative
3,-42.-‘.«) funziond f,(r) di W,, converge alla lunghezza L dfdl.!ﬁ.
curva rappresentativa della funzione F(z); rsilo-r.'a la successions
Wy Wyyemsy Wy'ser s degli tnisiems w,' fx.l?'ma-.t-a con_le_ de-rwfr.tb:
(@) — considerate uguali @ sero nei punti, degli _i-ntrf?'vralu
di definizione delle rispettive funziont Tal®), ove non @.%ston-.n
o non sono finite — converge approssimativamente verso la deri-
vata F'(x). :

Preso ad arbitrio un numero positivo &, minore di 1,
richiamandoei alla dimoestrazione data al n.' 13, poﬁsianu_)
affermare, per quanto ivi si & detto in ¢), che in tutti i p.unt-l
dellintervallo (a,, b,), in euni & definita la F(z), E}-d eccezione
al pin di quelli eontenuti in una sucr_:.eﬂsion_e S di m.tctrva]]l,f di
lunghezza complessiva minore di 2z (1 -+ L), la devivata I"'()
esiste finita, in modulo inferiore a cotg e.

Secelto poi ad arbitrio un altro numero positivo o, deter-
miniamo un numero, pure positivo, ¢, in modo che sia ¢, <Tc e
che valga la disugunaglianza

|fgm —tgo' | <o,
per ogni c¢oppia ®, o soddisfacente alle limitazioni
it - %
lo] = o—g i fl—w | <y
-

titornando alla dimostrazione citata, per quanto vI si €
stabilito in «) abbiamo che la disnguaglianza I-2|,_ considerata

1 Bt i o
(quando in essa si sostituisca ¢ con 3 €@ B faccia flz) = I(a))

: 1
e DD ) = 380
— dove 1 punti P, sono i vertici della poligonale IT iuseritta_nella
curvay = F(x),(a, b,), poligonale che soddisfa alla disnguaglianza
L—1< %(%)3 — & verificata in tutti i punti P, della eurva

ora indicata, le eni ascisse @ fanno parte. della proiezione
sall’asse 2 di P,_, P, ma non appartengono ad una suc-
cessione determinata di intervalli, che indicheremo con §,, di

H l g i 3
langhezza totale minore di 351 Pertanto, se rappresentiamo
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con ¢t la tangente (quando esiste) alla eurva y = F(2), (&, b,),
corrispondente all’ascissa generiea x, abbiamo che, per tutti
gli » di (a,, b,), ad eeccezione al piu di quelli appartenenti
agli intervalli delle due successioni 8§ e 8, la derivata I’
esiste finita, ed &
(F@)f < ootie, al(P., P, )<=t

d i Jita. e =g
intendendosi, per la seconda disuguaglianza, che @ appar-
tenga alla proiezione di P,_, P, sull’asse delle w.

Dopo cid, determiniamo, in base alla convergenza uni-
forme della suecessione W,, W,,... alla Flz) ed in base
anche alla L,--L, un intero it tale che, per ogni » >@ ¢
per qualungque funzione f,(z) di W,, si abbia

o

e s ;
=1, < 5—}(.-—) NE 0 SRR OO SRS N I N e o D A R

&
3 3’

dove 11, & la lnnghezza della poligonale inscritta nella enrva
Y =fu(®), (@n, b,), 1 cui vertici P, , hanno le stesse ascisse
di quelli P, della poligonale II, inseritta nella curva y =F(%),
(@, by), ad eccezione di" P, , e P, , che hanno, invece, per
aseisse quelle degli estremi dell’intervallo (a,, b,) di defini-
zione della f,(x). ;

Considerata nna qualsiasi di queste fuuzioni f,(z), si pud
(n.° detto, @)), per essa, determinare una successione di intervalli,
E'!
31
per ogni punto P, di y=Ff,(z), (a,, b,), avente asecissa =z
esterna ai suoi intervalli, ma appartenente alla proiezione di
P,_yu Prn sullasse delle z, si abbia

che indicheremo con §i,, di lunghezza totale < tale che,

; DL
% (Pr—l,n -P'r,ng }-—)n I’n) £ 351!
P, essendo un punto qualsiasi della medesima curva, di ascissa
appartenente alla proiezione di P,_;, ., sull’asse delle z;
si puo, inoltre, determinare un’altra successione 8,, di
: oA : € 2
intervalli, di lnnghezza complessiva < !, tale che, per ogni «

esterno a questi nuovi intervalli, esista finita la derivata 1", ().
Perciod, se indichiamo eon ¢, la tangente (quando esiste) alla

Tnsiemi di funzioni e insiemi di cuive 95

curva ¥ = Fal®), (@n; by), corrispondente all’aseissa generieca @,
abbiamo che, per tutti glizdi(a,, b,), ad eccezione al pit di quelli
appartenenti agli intervalli delle due successioni Sy, Sam, 18
derivata f,, esiste finita ‘o vale, supponendo in pit1 ¢he z ap-
partenga alla proiezione di Pryn Prp sull’asse delle z, la

1

; =
{24 (-Pr—l,u P?'.“! t:l’e_ —'3 Ei *

Si ha percio, sfrnttando quanto abbiamo stabilito pit
sopra, che, per ogni & comune a (a,, b)) ¢ (a,, b,), ad ecce-
zione al pint di quelli appartenenti alle quattro successioni (i
intervalli 8, Si, Sin, Sin, le due dervivate F' e 7, esistouno
finite, la prima soddista alla disngnaglianza | F'| <7 cotge,
ed &

ol el ey T
e quindi, per il modo con cui ¢, & stato determinato,
R s s

La somma complessiva delle lunghezze di tutti gli inter-
valli delle quattro snccessioni sopra seritfe ¢ minore di

& |

5 g, < 22+ L),

oo | 1
2e (1 4= L) 45 &+ g5+
e poiché = & arbitrario e la successione W,, W, .., W, ..
converge uniformemente alla F(z), per ipotesi, la nostra pro-
posizione ¢ dimostrata, :

29, - Teoremi sulle successioni convergenti di insiemi di
enrve, ,
«) Possiamo dare, per le suceessioni di insiemi di curve,
una proposizione perfettamente analoga alla precedente.
TROREMA (1) — Se la successione W, Wy, oy Wy e, di insiemi
di curve continwe (n.° 2), rettificabili, tende uniformemente ad
Una curva continua e rettificabile C; se, inoltre, la suecessione
L, /RSN L, e, degli insiemi L, formati con le lunghezze 1,

(1) Cfr, L. ToNeLLy, Sicccessioni di curve e derivazione per serie, (Rend.

= R, Accad. dei Lineei, 1916 (1° semestre)),
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delle curve @, di W, converge verso la Iunghezza L della
curva C; allora la successione T\, Ty oy Ty .. degli insiemi T

ol

iy
Jormati con le tangenti 1,, (considerate solamente 14 dove esiatono)
alle ewrve Q,, tende approssimativamente alla-tangente t della C.

Indichiamo con s la lunghezza dell'areo della curva &,
compreso fra il primo estremo A (4 essendo un punto comunque
scelto, se la eurva & chinsa) ed un punto qualunque P della
curva stessa; con s,, 'elemento analogo relativo alla eurva @,,.
Se le earve @, sono chiuse, la seelta dei punti 4,,, da cui si
comineia a misurarve gli archi, sard fatta nel seguente modo,
Per la convergenza uniforme della suceessione dei W, alla @,
esiste, socondo la definizione del n.° 20, almeno una legge ehe
ponga una corrispondenza Q (n.” 18, b), fra i punti della C e
della &,,, in modo che la distanza fra punti corrispondenti
tenda a zero per n--co. Si seelga una qualungue di queste
leggi e sia A, il primo punto di &, corrispondente, secondo
tale legge, al puuto A della @,

Poniamo una nuova corrispondenza, fra i punti delle
curve € e @, mediante la relazione

8 :’_”.

s iz 8,

e indichiamo con £, il punto di @, che cosi corrisponde al
punto P di &. Mostriamo che, considerato un punto -P di @
€ preso comungue nn 5 >-0, & possibile di determinare un
inteéro i tale che, per ogni n > &, la distanza fra i due punti
P e P, rvisnlti minore di 3.

Cominciamo col eterminare un intero n, tale che; per

ogni n > n,, sin sempre

g | = N
L—1,|< 5 2; pol inseriviamo, nel-

Parco C(A, P) della enrva @, una poligonale p avente per estremi
Ae P —ivertici susseguendosi sulla @ nell’ordine fissato dalla

: T 1 ;
earva stessa — e tale che sia | AP — p | <55 dove abbiamo
L3
indicato con la stessa lettera p anche la lunghezza della po-
ligonale. Fatto ¢id, determiniamo un numero positivo s << %-5, in

modo che ogni poligonale p', avente lo stesso numero di lati
della.p ed i cui vertiei distino rispettivamente e ordinata-
mente dai vertici di p per meno dip, soddisfi alla disngua-
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:,}‘5. Siccome la suecessione W, W,,...
converge uniformemente alla curva '@,, possiami‘n det-el'm.iual‘e
un intero my > n, tale che, per ogni n = 1y, Si possa p?rrﬁs,
fra ciaseuna curva di W, e la C, una comspondenza .9 (n." 18)
la quale renda la distanza fra punti ecorrispondenti sempre
minore di o e faecia corrispondere fra loro 4, e A. 11.1 tale
corrispondenza, ai vertiei di p, su G, vengono a_corrispon-
deve dei punti, sulla generica C,4 che sono 1' \"elililc.l thj una
poligonale p,, inseritta nell’areco C,(dy, Py) di &, () —

> Ll
glianza | p — P o5

.dove con P2, intendiamo il prim¢ punto corrispondente

a I’ — la quale soddisfa, per quanto precede, alla disngna-

1 :
; / & 5 : ot
glianza | p — ps' | {50. Ed avendosi, da nna parte,

e ; g%
AP - p| < (AP —p P vl <g%

e dall’ altra Inngh. C,(4,, P,) = p,, si ha
imph G (d, P 11]‘?’-— 5

1 poich® il ragionamento fatto su &(4, I’) si pud ripe-
tere su (P, B), dove indichiamo con B il secondo estremo
della curva G, 81 vede che, per ogni n > n,, n _es:-s_emlo un
certo intero maggiore i n,, risulta verificata, insieme con
la precedente disnguaglianza, anche ’altra

-

)
(1) lungh. &,(P,, B,) == PB— 50

Dalle ultime due disnguaglianze visulta, per tutti gli # > n,,

Ui 3
(2) [lungh. G, (4, P, — 4P| < 5 8,
perché se fosse
o
lungh. @, (4, P,))— AP > 5 B

() Qualora ad un vertice di p corrispondano pitt punti sulla @y, si
Sceglieri sempre, come vertice della p./, il primo di essi.

TonmLus - Vol, I, 7
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sommando con la (1) si avrebbe

: 1
l.r!. =i = B a:
. 1
la quale contraddirebbe alla | L—1, < 2 35.
5
Osserviamo ora che, avendosi, per ogni s dell’ intervallo
, s P 2
; W S s
(0, T, J_L” s—s|<|l,— L[, & per ogni n > %,
L ‘ 1
S R ( ?'
L 5"

Questa  disuguaglianza dice  che la lunghezza = dell’ arco

Culd,; Py, che & 3’42%3! differisce da quella di C(4, P),

3 a8 | ¥ : TR
che & s, per meno di -55; dalla (2) seende quindi che la
stessa lnnghezza differisce da quella di @, (4,,, P,) per meno

di 55. La distanza fra i punti di Cp, P, e P/, & danque
i o Fon s i y ;
minore di 5'5, e poiché quella fra P, e P & minore di 2,

i . -
ed & o< 5 5, risulta che,se & n >mn,, la distanza fra P, e P

& minore di 3, come avevamo affermato.

Stabilito questo primo punto, non resta che procedere
in modo perfettamente analogo a qnanto si & fatto al n.°
precedente,

Preso ad arbitrio un numero positivo ¢, richiamandoci ai
risultati stabiliti al n.® 11, possiamo affermare che, in tutti i
punti della curva @, ‘ad eccezione al pitt di gnelli contenuti
1 una suecessione S di avehi di lunghezza complessiva minore
di = esiste la tangente ¢ alla eurva stessa. Inoltre, inseritta
in @, nel solito modo, nna poligonale II di vertici P,., soddisfa-

et 8
cente alla disnguaglianza L — II (ﬁ(ij) — dove abbiamo
kil S
indieato con Il anche la lunghezza della poligonale — & tale c¢he
due P, couseeutivi oceupino posizioni distinte, la disugua-
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glianza considerata in a) al n. citato (nella quale sosti-

. { g2
{niamo & con 33).

1
@ (Pr Py PP <--3 g,

& verifieata per tutti i punti P di & .a‘ppartene?bi, i.IlSiGII]l?
con P, alllarco C(P._,, P., ad eceezu;:na ‘HJI. p]fl. di _quelh
che appartengono ad una successione S, di ‘archi di lun-
ohezza complessiva minore di %

Pereid, in tutti i punti di G&(P._,, P,) ad eecezione al
pitt di quelli che appartengono agli avehi delle .d.ue suCCes-
sioni S e 8§, &

: sl iy
(3) T S L ] e
Determiniamo ora, in basé a quanto si & detto pin sopra, un

intero @ tale che, per ogni # > 7 e per qualunque earva @
di TV, , si abbia’

¥ .L’ ! 1 /3%
.'['»"ﬁ_'_‘_L|<E1 lia—Hra<]'§(3):
k-}) a(-P"—'l‘i)"! p‘*'—ipﬂpr.n) /‘Ej" ('r —_ 15 29 Weas Hi)!

£ _. » = . s ] - Bis

dove 11, & la lunghezza della poligonale inscritta in €, 1 cul

" f : AL i %

vertici P,, corrispondono a quelli Py, della poligonale II in
seritta in @, mediante Ja relazione

5 ‘ g =8,
1_»)? P }J

Fissata nna qualunque delle eunrve €, qui co!Jsidm-?,tef
possiamo su essa determinare una successione b:_,-? di nlrclu di
lnnghezza eomplessiva minore di ¢, in modo che, in egni punto
della curva esterno a questi archi, esista la tangente ¢, alla
cnrva medesima, Di pit, per il n.° 11, @), e per la

1 f=4?
!H = ”'u < ]2(3) y
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possinmo determinare sulla &, un’altra snecessione Sy, di

archi di orliery i Ty e 3 5 eyl B
1 di hunghezza complessiva minore di 3 in modo che,

per ogni punto /2, della curva esterno ad essi, valga la disn-
guaghianza (se P, P, > 0)

a{—‘!)ﬁ‘j—l,u P-r,“, P E ) (1 %E

- n =
L]

1

fgnsemlfj &,,.?,[_P_L,., P, Iarco della @, che contiene entrambi
1 punti P, e P, .
Pertanto, in ogni punto, I, di Q@ @,y esclusi al pint quelli

appartenenti agli archi delle due snccessioni S, 8.5 Vale
la disugnaglianza

R(Pr—T,n Pr,ug tﬂ)f_'-

Rl -

essendo C,(Pr_q,, Pp,) arco della @, che contiene bl

Ad ogni arco della curva @, corrisponde sulla C, me-
diante la relazione (5), un arco la cui lunghezza & quella
dell’are (O 3 L 1
ell’arco di @, moltiplicata per 7 il quale rapporto, per la

5
L : ! S '
[T — L < o che da 1, > 5 risulta <= 2. Dungque, alle due

7
successioni 8§, 8, ,, corrispondono, mediante Ja (d), su €, dne
sueeessioni, §,"e 8, , di archi di lmrghewa complessiva minore

i

e 2 =
di 2z e e, rispetiivamente; ¢ se un punto di & & esterno

agli archi delle quattro suceessioni 8, 8,5 8, Sy, si pud
affermare che in esso esiste la tangente ¢ alla @ o Lh,B il suo
corrispondente P, su €,, mediante la (5), & esterno agli
archi di §, e di §,,;, e percid che in P, esiste la tangente
t, alla C, e vale la disugnaglianza ' (eonseguenza delle (3)
(4) e (6)) /

Aty Ta) e

7 . :
Siecome la lunghezza complessiva di tutti gli arehi delle

(] n. ol 7 i / 3 1 2
stuceessioni S, §,, 8,y §,,/' & minore di = 4 ; e e 4 - e—4¢
\ : d = =’
¢ e arbitis A
o .b i ario, resta dimostrato, ¢id che appunto si voleva,
* Ry,
:4-
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che cioe, seelti ad arbitrio due numeri positivi s e v, & possi-
bile di determinare un intero @ in modo che, per ogni n - i
e per ciascuna curva &, di W, valga la disngunaglianza

a(tg tn) < T,

— dove i punti P di Ce P, i @, in cui si considerano le
tangenti 7 e &, si corrispondono mediante la relazione (B) —
in tutti i punti della curva C, esclusi al piu quelli apparte-
nenti ad una successione di archi di lunghezza complessiva
minore di 7 ('), successione che, in generale, variera al variare

della (,ur va C,.. (®
) Conserviamo le ipotesi del teorema dimostrato in «)

e conserviamo anche ad s e s, il signifieato gia indieato. Ab-
biamo, per le curve @ ¢ @,, le rappresentazioni analitiche,
in funzione delle lunghezze degli archi rispettivi,

T = %[e), Y= Y(s), 0,L),

B =,(8:); Y="YulSa)s (0,0,)
e tutte le funziouni qui seritte risultano a rapporlo inecremen-
tale non superiore in modulo all’unita. Se facciamo il eam-
hiamento di variabile indicato da s, = fs, abbiamo, per le
curve @ e @,, la rappresentazione analitica simultanea:

\ § L8

L 2=1.8), Y=0ul8),
dove le f,, ¢u, Sono fun-?itmi a rapporfo incrementale di mo-
dulo non snperiore & L’ quindi non Rupt'llo:e ad un numero

fisso per tutte le @, (%), in virtdt dell’ipotesi L,— L. Le fun-

(Y) Bagterd, perché cido sia, seegliere il numero g, sopra eonsideraio,

- : e 3 1
minore di entrambi i numeri o e in-
() Pitt innanzi, al n.° 89, dimostreremo la reciproea della proposi-

zione qui stabilita.
() Cid & vero per tutti gli o maggiori di un certo Tumero; ma po-.
tremo senz’altro supporre che sin vero per tutti gli a incondizionatamente,
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zioni f,,, g,, sono dunque tutte ngualmente continue (m.? 21).
Ludicati, per ogni valore di n, con F,, G,, gli insiemi di
tntte le funzioni f,, ¢, , rispettivamente, le suocessioni

I R

1y ween

G’! ] G2 g ey Gu y e

convergono uniformemente «lle funzioni w(s), wy(s), rispettiva-
mente. Bd infatti, in «) abbiamo dimostrato che, preso co-
munque un 5>0 e fissato un punto P della curva @, &
possibile determinare un intero 1 tale che, per ogni n > f,
la distanza fra i punti P e P, (P, indicando il punto della
enrva @, corrispondente di P secondo la (B)), risulti minore
di 3; percio, se s & il valore del parametro corrispondente
a P, le coordinate dei punti P e P,, che sono rispettivamente
w(8), Y(8) © fu(s), g.(%), dovranno soddisfare alle disuguaglianze

| 2(8) — foa(8) | < 3,
!I y("') — ga(8)| < &

Al vaviare del valore s, I’intero o varieri, in generale; ram-
mentiamo, perd, che le funzioni £, , ¢,., sono tutte ugunalmente
continue e che, pertanto, possiamo determinare un numero
positivo p in modo che, se s e & sono due valori qualsiasi,
dell’intervallo (0, L), verificanti 1a disugnaglianza

B St i = s
si abbiano anche le

0 {2 —a) <5y —uyis) | <3,
L =) <, gals) — gals) | <3,

e cio qualungne sia la curva @,, considerata. Divi_i‘iiamo, al-
lora, Iintervallo (0, I) in parti, tutte minori di p, mediante
i punti ;

gl e Tl g e #o=—if

¢ indichiamo con n,, n,, #,, ..., n, i valori dell’ intero i cor-
rispondenti a questi valori di s. Sia N il maggiore di
questi n, e consideriamo un valore s qualunque di (0, L).
Sara '

=
8y = 8§ = Syt
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1 T IT “ L
¢ poichd & N = g, per ogni n > N, sard

| 2ls ) —= )] =% - -
Y(8,) — gnlsn) | << 2.

D altra parte, le (7) sono soddisfatte per ¢ =s,; si ha dungue

| 2(s) — fult) | < B,
T | ys) - gal8) | <88,

Siccome 3 © arbitrario e queste disnguagliau?e ‘valgonorpcir
ogni s di (0, L) e per ogni curva &,, purche sia _1f >.l\, ri-
sulta dimostrata 1'affermazione fatta sulle sueceessioni delle
o G::;‘l- Passiamo ora a considerare le deriva_te delle fnnziolm
f.y gn- Queste funzioni, e cosl anche .le x(8), Y(s), le;ssg;uto,
come gii abbiamo vilevato, a rapporto ;pcren:genrjale imitato,
<ono @ variazione limitata (n.* 16,¢) e ¢)) e quindi an?n:'aetntonp
derivata finita quasi dappertutto sull’intervallo (0, L) (n. }3).
Rammentiamo eche, quasi dappertutto sulla eurva &, , esiste
la tangente t, e vale I'ugnaglianza

. P‘!?.I)ﬂ’ y o
(8) lim ———=1,

Fg—r B PPy

(i 11 e 12). I siccome ad ogni arco di @,., di lunghezza a,,
corrisponde, mediante la relazione

i
B — ._L 5y

sulla curva @ un arco, ¢ quindi sul segmento (0, L) un in-

tervallo, di luinghezza ?.%“”" possiamo dire che, considerate
ana curva @, e la corrispondenza fissata, dalla 1-¢]uzione .plrej
cedente, fra i snoi punti e quelli del segme.ul'-.o 0, L), .[-ll:l.afl
dappertutto su questo segmento esistono finite h.a-dclt\as.e
Ia's g,y esiste la tangente t, alla @, e vale la ufgm;tg]mnm ( )
Sia s un valore di (0, L) non eccettnato per 1 eslstepm e la
validita di quanto abbiamo or ora indicafq, e P, il punto
di @, che gli corrisponde. Indicato con s un altro valove
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qualsiasi di (0, L) maggiore di s e con P, il punto corri-
spondente di &,, abbiamo, se & P,P," >0,
Jn'(s) = lim Z”(l}_'_fﬂ(_“)

8 — ¥ =8

BT 1 fn(“‘.} _.fﬂ{s) s -f)ﬂ.j)ﬂ’ In
e T e M e
e, per la (8), ‘

Sl ey

Ma il rapporto, di eni qni si considera il limite, non #
altro che il coseno dell’angolo che la corda P, P, forma con
la direzione positiva dell’asse delle z, e poiché questo angolo
tende, per s’ —s, ossia per P’ — P, alllangolo «, corrispon-
dente, relativo alla tangente t,, si ha

& 4
I Jn(8)= T GOS8 oy
Anulogamente, indicando con 3, I'angolo che la dire-
zione positiva della tangente ¢, forma con quella positiva
dell’asse o, si ha

il

¢ (5) = 7, €08 Bias

e le uguaglianze ora stabilite valgono quasi ovunque sul
segmento (0, 7).

Per la curva @ si avrd, pili semplicemente, pure quasi
ovunque su (0, 1),

v($) = cosa, y(s) = cosj.

Ora, siccome il rapporto f 81 puo, per n suficientemente

grande, rendere diverso da 1 di tanto poco quanto vuolsi
(per I"ipotesi L, — L), il teorema dimostrato in «) di imme-
diatamente (‘) che, presi ad arbitrio due numeri positivi g e »,

(') Poiche [cosp—cosqg|<|p—q].
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& possibile determinare un intero 7 in modo che, per ogni
4 >0 e per ciaseuna curva &, di 1, valgano le disugua-
glianze 5 = A

|Z(8) —Fl(9)]| <7y 198 — ¢:(8)| <3,

in tutti i punti del segmento (0, L?, esc]usi. a,l. pin quelli
appartenenti ad una successione di mte:rva-lll di hmght?z'z:g
complessiva minore di 7, snceessione che, in ggnetale,_ varu_ax

al varviare della eurva C,. Se indichiamo, per ogni va}o}'.e
di n, eon F,’, G,, gli insiemi di tutte le derivate fﬂ, In {‘.),
rispettivamente, il risultato ora ottenuto puo esprimersi di-
cendo che le successiont

i e Lk
< -Fi ‘) -F;s"" 1" i
G o G;,..;- Gn',--n

17

convergono approssimativamente verso le derivate z'(s); y(s),
rispettivamente.

; ioni 'f; i : ia ze ve le derivate
) Queste funzioni fi; ¢ si porranne nguali a zero dove le

non esistono,
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PSEUDOINTERVALLL B FUNZIONI QUASI-OONTINUE

§ 1. INSIEMI DI PUNTI, CHIUSI, LINEARL.

30. - Struttura degli insiemi di punti, chiusi e lineari.
@) Sia T un insieme chiuso di punti, appartenenti al
segmento AB.

Se P & un punto di AB e non fa parte di 17, non &
neppure punto di acenmulazione per questo ingieme. lisiste
quindi almeno un intervallo, avente come punto interno P
(a meno che P non coincida con A o eon B, nel qual caso
esso sard un estremo dell’ intervallo), costituito tutto di punti
non appartenenti ad E. Sia P, il pito di E che precede P
e che gli si avvicina il pin possibile, oppure il punto A se
non esistono punti di ¥ che precedano P. Per essere I/ un
insieme chiuso, il limite superiore dei punti di K che pre-
cedono P, se ne esistono, fa parte di 77, Analogamente, sia o
il punto di E che segue P e che gli si avvieina il pilt possibile,
oppure il punto B se non esistouo punti di % che segnano P.
I intervallo P, P, contiene I’ come punto interno (escluso il
caso che P coineida eon 4 o eon B, perché allora ¢ P =P,
o P= P,, vispettivamente); i suol punti interni sono tutti
punti che non appartengono all’ insieme 75 1 suoi estremi,
invece, fanno parte di £ (eccettuato eventualmente il primo
estremo, se coincide con 4, o il secondo, se coinecide con B).

Iintervallo P, P, dicesi contiguo (‘) all’insieme FE (rela-

(1) Questa denominazione & dovata a R. Baink. -
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tivamente al segmento AB). Possiamo dire cosi che ogni
punte di AB, il quale non appartenga ad %, ¢ interno ad
un intervallo contiguo ad T, se nou coincide nd con A no
con Bj; & invece, il primo o il secondo estremo di un inter-
vallo contigno se coincide con A o con B, rispettivamente.
Due infervalli contigui ad £ possono avere al pitt un
punto (estremo) comune ; e, per il teorema di Cantor, del n°, 3,
Iinsieme di tutti gli intervalli contigni all’insieme conside-
rato & numerabile. Coneludiamo c¢he un insieme chiuso di punti
di AB ¢ dato dai punti che mon sono interni a nessuno degli
intervalli di wna determinata successione (la successione degli
intervalli contigui all’ insieme), i cui elementi non si sovrap-
pongono ; possono perd non far parte dell’ insieme ¢li estremi
del segmento AB, quando essi siano anche estremi di intervalli
contigui all’ insieme stesso. I
b) Viceversa, data una successione di intervalli di AB,
i punti di questo segmento che non sono interni a wessuno degli

wntervalli della successione costituiscono un insieme chiuso ;e per .

questo insieme la successione degli intervalli contigui coincide
con quella data, se tale successione ¢ composta di intervalli
non sevrapponentisi. Ed infatti, se P, punto di AB, & interno
ad uno degli intervalli della successione data, non pud essere
punto di accumulazione per il nostro insieme, il quale deve
percid contenere tutti i propri punti di aceumulazione. Di
pilt, poiche gli infervalli della successione considerata, se non
si sovrappongono, hanno gli estremi appartenenti all’insiemé
chinso indicato, fali intervalli risultano contigui all’insieme.

E poi evidente che, se A ¢ B sono estremi di ‘intervalli
della data successione, essi possono essere soppressi dall’in-
sieme chiunso corrispondente alla successione, senza che esso
perda Ia proprietd di essere chiuso.

La proposizione qui stabilita da, insieme con quella dimo-
strata in ), un procedimento generale per costruire tutti i
gruppi chiusi lineari.

31. - L’insieme di Cantor.

Daremo ora un elassico esempio di insieme chiuso — do-
vito a G. Cantor. Consideriamo 1 intervallo (0, 1); divi-
diamolo in tre parti uguali e sopprimiamo i punti interni
all“intervallo -centrale; poi consideriamo le due parti rima-
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nenti e operiamo su esse come si e gia fatto sull .]thet v(ﬂl?
(0, 1); operiamo analogamente sulle quattro parti che cosl
Bt ; 0 23 i s
restano, e cosi proseguiamo indefinitamente. Nella prima ope
3 : & - - . - 3 - ’I "o
razione veniamo a sopprimere i punti interni all’intervallo
los di ampiezza 1 nella seconda, quelli interni ai due in-
3% 3) s G Y :
tervalli

oo} o

BN Sl e S T S e
5+ze 33 (+:-=z= st

1 e Sl
i 1 : ’ er nattro
ambedue di amplezza et nella terza, quellt internl al

intervalli

= ‘ g ‘ a
0 1 0 0 : 0 2 __1_ E] i 2
(0"'__4_*'7- ;'—|—32+—-_? 3+‘_3—2_| 941 3"1"3.24‘33

IR S e ; :

i 'y 1 ) )
SR S W T R (z B -:)
(% stgn 3t e tHp Breta grmEta)

1 i s
tutti di ampiezza 535 ecc. La somma delle lun;;hezh.e di tutti

questi intervalli & data da

e Lfid o N e &
3—3+32§—|—§—a+§g—|—..:3(1+§+(3)+(g)+-.)—1,
vale a dire, & uguale alla lunghezza dell’intervallo (0,1), che
li contiene. : = i

In quest’intervallo, dopo le operazionl eseg:mte,-(?-. ‘I‘I.I]'lﬂ.StU
an insieme chinso di punti E, i cui intervalli contigui sono
quelli sopra menzionati. L’isieme K & nmﬁ.'rt.?nso in ogni
parte.di (0, 1): in altre parole, preso ad arbltmo‘ un mter:
vallo parziale di (0, 1), in esso Vi sono sempre d.egh m.te_t'mlll
che non contengono punti di K. Bd invero, in ogni inter-
vallo parziale di (0, 1) vi & sempre almeno una par\txe di
(ualehe intervallo contiguo all’insieme [, pe?ché a_e‘c?m “mi
fosse, la somma delle lunghezze dei segmenti eont.lgl}l ad £
non potrebbe essere uguale alla Iun.ghe_zza del s_egmeut-?
(0, 1), che tutti li contiene. Ne deriva ;mch.e che 1-punl.?
di E sono tutti punti dir accamulazione per gli e-‘itl‘cl’[}l deglf
intervalli contigui all’insieme’ Cid & evidente per quei punti
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che non sono estremi di intervalli contigui ad L'; e per gli

altri la cosa risulta subito dall osservare che due intervalli

contigni ad % non possono mai avere un estremo comune.
Se notiamo che pud scriversi

e A 2
an =35 T gati T i e o,

possiamo dire che i punti di £ sono tutti dati da

o
: 33 3:-: L5383

dove i numeratori a,, a,, «,,.... assumono solo i valori 0 ¢ 2.

Infine, siceome i punti dell’insieme E sono tutti suoi

punti di accumulazione e, tufti i suoi punti di accumulazione
gli appartengono, I'insieme stesso ¢ perfetto ().

32. - Osservazione sugli insiemi chiusi lineari, non densi.

Perché un insieme chiuso lineare sia non denss non & essen-
ziale che la somma delle lunghezze dei suoi intervalli contigui
sia nguale al segmento fondamentale, da cui si parte per co-
struirlo. Consideriamo, infatti, I’insieme dei punti razionali
(punti di coordinata razionale) dell’intervallo (0, 1), eselusi
i punti 0 ¢ 1; e ordiniamoli in una successione

(1) ’ G O o s S s

Scelto ad arbitrio un numero positive =, minore di 1,

circondiamo il punto @, con un intervallo 3, , tale che: 1°) sia
tntto interno a (0, 1); 2°) abbia come punto di mezzo «,;

3°) abbia ampiezza uguale a :ﬁ, dove », & il pin piceolo in-
tero positivo compatibile con le condizioni precedenti. Cid

fatto, si scelga in (1) il primo punto che non appartiene
a . e lo si eivcondi con un intervallo 3,, tale che: 1°) sia

b —

(') 8i pud mostrare facilmente che Iinsieme E (come ogni altro in-
sieme perfeifp) ha la potenza del continuo; in altre parole, che & possibile
di porre nna eorrispondenza biunivoea fra i punti di £ e quelli dell*in-
tervallo (0, 1)
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tutto interno a (0, 1) ed esterno a 3,; 2°) abbia il punto eonsi-
derato come punto di mezzo; 3°) abbia ampiezza nguale a ok
dove r, & il pin piceolo intero, maggiore di r,, ecompatibile

con le condizioni precedenti. H cosi si prosegna indefinita-

mente, : : i
La somma delle lunghezze degli intervalli 2 & non mag-

giore di

A
5 g1t gi e =6

e pud quindi rendersi piccola a piacere, con e. Ogni punto
di (1) appartiene a' qualche 2, e poicheé in ogni intervallo,
comunque piccolo, di (0, 1) eade sempre qualche punto di (1),
in esso cadono sempre anche punti interni ai 3. Se ne con-
clude che l'insieme chinso di punti di (0, 1) ehe ha per in-

tervalli contigui gli intervalli 8, non e ddenso in nessuna
parte di (0, 1). '

33. - Teorema di Pincherle-Borel (').

Si abbiano, su una retta r, un insieme chiuso di punti, E
(necessariamente contenuto in wn intervallo finito), ed un in-
sieme (I) di intervalli; e ogni punto di F sia interno ad «l-
meno un intervallo di (I). Esiste, allora, almeno un gruppo (1))
di intervalli di (I), in numero finito, tale che ogni punto di E
risulti interno ad almeno uno dei swoi intervalli.

(') Questo teorema fu dato, sotto altra forma, da 8. PincHERLYE, Sopra
aleuni sviluppi in serie per funzioni analitiche, (Mem. Acoad. delle Seienze
dell’Istituto diBologna, Serie IV, Tomo ITT (i881) p. 154, in nota). Nella
forma del testo, il teorema fu dato da E. Borur, Swr quelques poiuts de lo
théorie des fonctions. (Aunales Scientifiques de 1'Teole Norm. Sup. dieme
série, T. XIIL, 1895, p. 51), per l'insieme F di tutti i punti di un inter-
vallo ¢ per un insieme (I) nwnerabite, Fu poi ¢steso, da H. LEBESGUE, ad
un insieme (I) qualunque ¢ da F. Rigsz, G. Virany, W. H. Youxe, agli
insiemi F chingi. Eszo ha assunto, in questi nltimi anni, ona grande im-
portanza, ed & diventato una delle proposizioni fondamentali dell’ Analisi.
Aggiungeremo che la proprieth che il teorema stabilisce ¢ caratferistica
per gli insiemi chiusi, nel senso che, se per ogni insieme (I') di intervalli
& sempre possibile di trovare un gruppo come (Ij), allora F & necessaria-
mente chinso (v. E. Borur, Comptes rendus de PAcad. des Seiences de
Paris, t. 140 (1905) P 298).
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_Siu (@, b) un intervallo della refta r il quale contenga
tufti i punti dell’insieme F, e lo si divida in 27 parti uo'mﬁi
Bastera dimostrare che, per n sufficientemente grandea ci;l-:
seuna delle parti cosi ottenute, la quale contenga almé,no un
pnn_mf di IZ, & contenuta interamente nell’interno di :ﬂmeno
un intervallo di (I). Procedent T assurdo, si stta e
¢io non si \Teriﬁc(hi mai, eommll?}l?: 'lﬁi“;:-]c::g; 5: a;“ I;;Ltita _‘5']19_'

. , € si indichi
con 2, la prima delle 2" parti uguali, in cui risulta diviso
(@, b), che contiene almeno un punto di Z e che non & conte-
Ftut-a _interamente nell’interno di un intervallo di (I). Sia P
il primo ear_.remn di ¢, ¢ P un punto di accumulaziun:
(le_lla. suceessione P, PP, ,P,,..,o0 un punto (se esiste)
coincidente con infiniti elementi di tale successione. Siccome

e : : a
I"ampiezza di 3,, ugnale a -, tende a zero per n—-oc

on ’

e in ogni 3, esiste almeno un punto dell’insieme chinso I
P appartiene a questo insieme ed esiste almeno un int-erz
vallo di (I) che ha P come punto interno e che contiene, di
conseguenza, come punti interni amnche tutti i punti di ,6
per n suflicientemente grande. Qid contraddice alla deﬁr‘?iz
zione di 3,,.

: OS.SERVAKIONE. — Il teorema ora dimostrato si estende
1mmf9dlatamente agli insiemi ehiusi & di punti di un piano
cj:msldera"ndo, in Inogo di un insieme (I) di intervalli, un in-’
sieme (I) di rettangoli, o di cerchi ece. L

§ 2. GLI PSBUDOINTERVALLI.

34. - Prime delinizioni.

e et : = :
i lfa 1]1}9|e1n1 di pllI._ltl. I\, E,, appartenenti ad una stessa

tta, i diremo wguali (0 congruenti) se sard possibile di

porre tra di essi una corrispondenza biunivoca e ordinata (‘).,
in modo che la distanza fra due punti qnalsiasi del primo
sia sempre 1;1guale a quella fra i punti corrispondenti del se-
condo, e seriveremo F, = I7,.

Dati TR ke e :
o ‘az'ldue O piu insiemi, in numero finito o in un’infinita
numerabile: K, I, ..., I7, ..., diremo loro somma 1’ insieme £

Y Vale ; : 1 i Fod
< .]. V Lll‘ a 1111.1, tale che Iordine dei punti, in uno degli ingiemi, siag
O sfiesso dei punti eovrispondenti dell’altro insieme.

8
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di tutti i punti ciaseuno dei quali appartiene ad almeno 1no
di essi; e seriveremo = I, + L, 4 . + L0y + e Diremo,
invece, loro prodotto I'insieme E’ di tufbi i punti eiascuno dei
(uali appartiene a tutti gli £, ; e scriveremo B =F F .. By

Dati due insieme 75, H,, il primo dei quali contenga

- tutti i punti del secondo, diremo loro differenza I" insieme K

di tutti quei punti di E, che mon appartengono ad E,; e
seriveremo If = 15, — Ii,.

Se tutti i punti di un insieme //, appartengono ad an
altro insieme /7,, dirémo che il primo & un componente del
secondo. Un insieme £ si dird decomposto uel suot componentt
B, E,, E,.., anche in numero infinito (infinitd numerabile),
se questi componenti sono, a dne a due, senza punti comnni
e se, inoltre, & K= K, -+, + E, + ... 3

Se tutti i punti di un insieme £ appartengono ad un
intervallo («, b), diremo complementare di F, rispetto ad (a, D),
I"insieme di tutti quei punti dell’intervallo che non fanno
parte di JF.

25. - Insiemi lineari equivalenti ().

a) Diremo che un insieme lineare di punti £ & equi-
valente ad un intervallo I (anche nullo, e ciog ridotto ad un
solo punto), e seriveremo F " I, se soddisfa ad una delle
seguenti eondizioni:

1"y & uguale ad I;

9%y & la somma di un numero tinito o di un’ infinita

numerabile di intervalli, non nulli e mon sovrapponentisi,

aventi per somma geometrica (%) Iintervallo I;

3%) & la differenza fra un intervallo I, e un insieme
equivalente, secondo 1%) o 2%, ad un intervallo I,, in modo
che la differenza geometrica fra I, e I, sia data da 13

(*) Taluni Autori chismano equivalenti due insiemi di punti, se fra i
loro elementi & possibile di porre una corvispondenza binnivoca. Non e in
questo senso che noi poninmo il copeetto di equivalensy.

2) Datn nna successione di intervalli, la somma geometrien dei
primi n & Pintervallo I, che si ottiene disponendoli 8n nna madesina
retta, consecutivamente; la somma geoulefrica della suceessione & 1"inter-
vallo limite di questi T, (disposti futti su nna stessa retta, con il primo
estremo comune).

ToNpLLL - Vol, I,
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4") preso un qualsiasi intervallo I,, minore di I, esisto
sempre almeno un componente di 7 equivalente, secondo
1) 0 2%) 0 3%, ad un intervallo maggiore di 1,; e nello stesso
tempo, preso un qualsiasi intervallo I,, maggiore di 7T, esiste
sempre almeno un insieme che contiene /£ e che & equiva-
lente, secE)utlo I*) 0 2) 0 3%), ad un intervallo minore di T

b) E importante mostrare che un insieme 72 non pu-h
eﬁfsel'e contemporaneamente equivalente a due intervalli di
(l.n-‘ersa. lunghezza. Basterd, per questo, provare che « se I’ in-
sieme I¢ & equivalente all’intervallo I, 1a lunghezza di questo
intervallo & nguale al limite inferiore della somma delle lun-

- ghezze degli elementi di una qualsiasi successione di intervalli
non nulli e non sovrapponentisi, ricoprenti interamente l’iu-,
sieme I ». :

Gum‘incia_mo a dimostrare questa proposizione suppo-
nendo I equivalente ad I secondo la condizione 1%) o 2*). In
questo caso & subito evidente che la lunghezza di I non pnd
essere minore del limite inferiore indieato. Supponi
si.a.maggiore, e cioé che esista una successione 3 e
di intervalli, non nulli e non sovrapponentisi, ricoprenti inte-
ramente 1'insieme 77 e tali che si abbia

amo che

-

&
17 Ogpenny O

(1) 5'5,,, =L
1

dove; 1 filmbolll adoperati, 3, e I, rappresentano le langhezze
degli intervalli corrispondenti. Scelto comunque un numero
positivo &, minore della differenza tra i due membri della

disugnaglianza seritta, costrniamo, per ogni valore dell’ in-

i ri e 2 i i i
dice n, I'intervallo 3, eoncentrico dj 5, e di lunghezza 3, 4+ =
- n ot

(]

C s . RIS R Ao . e

Con Ll(),. Ig auccear'i:(‘me €1y Opgeemey Dy ,.. risulta costitonita di
mtervalli ricoprenti interamente I’insieme % e dj lunghezza
complessiva G

(2)

di pil, ogni punto di # & interno ad almeno un 3. Sie
B 41 _ n e 5

come Iy & equivalente ad I secondo la condizione 1*) o 24
. % .
possiamo sempre trovare una parte L di I che sial

¥ B > U a somma
<Al un numero finito di intervalli non SOV

apponentisi, di

‘Mm‘f e n':“‘ Fih

A

-

i,
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oo
lunghezza totale compresa fra X3, e I. Ma questa parte E,
] 1

& un insieme chiuso e, per il teorema di Pineherle-Borel (1." 33),
possiamo seegliere fra i 2," un numero finito di intervalli rico-
prenti interamente £/, ¢id che & impossibile, perche Ia lun-

.

<
ghezza complessiva dei 2, seelti, dovendo risnltare E?%';

sarehbe minore di quella degli intervalli di £ . Dunque la
lnnghezza di T & uguale al limite inferiore indicato.
Supponiamo ora che ¥ sia equivalente ad I secondo la
condizione 3%), e cioé che sia la differenza fra un intervallo I,
ed un insieme 7' formato dalla somma di un numero finito o
di un’infinith numerabile ©, , ©,, © .., 0, ... di intervalli non
sovrappouentisi, di Junghezza complessiva I'=1, — I. Soppri-
mendo nell’intervallo I, i punti interni ai primi m inter-
valli ©, restano degli intervalli, in pumero finito, non sovrap-
ponentisi e ricoprenti interamente 'insieme f9, la cui Innghezza
complessiva tende a I, — I' = I, col crescere indefinito di m.
B eid prova che la lunghezza di I non puo essere minore
del limite infeviore pin sopra indicato. Ammettiamo che esista
mna suecessione di intervalli, non nulli e non sovrapponen-
tisi, 2,5 Z4u0iay 3540y vicoprenti interamente 77 e tali che valga
la (1), e costruiamo, come pil sopra si & gid fatto, gli inter-
valli ;" soddisfacenti alla (2). Detto ¢ un numero positivo,
minore della differenza fra i dne membri della (2), sia 0,," I'in-

=

=t

tervallo concentrico di o, ¢ di langhezza ,, -1-

ot
= = = iy
2(0”, == E(Um_ = e {Ii ey X T’ == tI s :bnf]-
1 1 1
o

no
fs ¢ Fer
‘i"wm = Ton = I! 4

Ma ogni punto dell’ intervallo I, visulta interno ad almeno
un intervallo o, o 3,/, ed i punti di I, costitniscono un in-
sieme chinso. Per il teorema di Pincherle-Borel (n.° 33), pos-
siamo, pertanto, scegliere un numero finito di intervalli, fra
gli w,," € 8,’, in modo da ricoprire interamente I,, e la somma
delle lunghezze di tali intervalli dovrd, da una parte, supe-
rarve I, e, dall’ altra, essere minore o uguale al primo membro
dell’ ultima disngnaglianza sevitia, cid che & impossibile.
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Dunque anche in questo easo la nostra proposizione &
provata, _

Veniamo, infine, al easo di un insieme E equivalente al-
intervallo I secondo la condiz, 4*), e osserviamo subito che il
limite inferiore di cui si tratta non pud mai essere minore
dello stesso limite infeviore relativo ad un componente Jdi £,
Allora, poiché E contiene almeno un componente £ equiva-
lente, secondo una delle tre eondiz. 1%), 2%) e 3%, ad un inter-
vallo T', maggiore di un I, ecomunque preseelto minore di 1,
il limite inferiore in questione non pud essere minore della
lunghezza di I' e quindi di I, e di 1. D’ alira parte, poiché
esiste sempre un insieme E” che contiene £ e che & equi-
valente, secondo una delle tre condjz. 1%), 2% ¢ 3%, ad un
imtervallo I”, minore di un I, comunque prescelto maggiore
di I, lo stesso limite inferiore non pud essere maggiore della
lunghezza di I” e quindi di I, e di 1.

La proposizione piilt sopra enunciata & cos) provata com-
pletamente. :

¢) Diremo che I'insieme lineare B & prevalente (surva-
lente) all’intervallo T (nullo 0 no) se & equivalente ad un inter-
vallo maggiore (minore) di I; e seriveremo F = - I(Ey< 1),

Ancora: due insiemi lineari £, I,, li diremo equivalenti
Jra loro se sono equivalenti ad intervalli nguali; e scrive-
remo J7, -~ E,. Kssendo E,, F, rispettivamente equivalenti
agli intervalli T, I,, diremo che F, & prevalente (suvralente)
alisee ] > I.(l < 1,); e seriveremo K, > E, (I, - < IZ,).

36, - Esempi.

a) L’ insieme dei punti di un intervallo non nullo Y

escluso un estremo, o esclusi ambedue gli estremi, ¢ equiva-
lente all’infervallo stesso. Cid per la condizione 4%) del n.° pre-
cedente, od anche per la 2%),

b) I’ insieme E' dei punti appartenenti agli intervalli
contigui ad un insieme chiuso 77, dato su un intervallo (et b),

& equivalente (condiz. 2°), n.’ 80) ad un intervallo I, minore o

uguale ad (e, b), e precisamente ngunale alla somma geometrica

degli stessi intervalli contigui all’ insieme chiuso. Ad T & anche
equivalente (condiz. 4%), n.° 35) 'insieme £’, dei punti interni
agli intervalli contigui ad E. Ed invero, I, & un componente
di £, il quale & equivalente ad 1. Inoltre, numerati che siano
gli intervalli contigni ad 77 (ad esempio secondo il metodo

L
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adoperato al n.” 3, @), in modo da disporli nella sueces-
sione 2,, 3,, 8,, .., si sostituisca a 3, 1'intervallo eoncentrico
di lunghezza (1 —e)3,., con e < 1. Si ofterra, in tal modo, un’infi-
nild numerata di intervalli, ciascuno dei qnali & interno ad
m 2,., e questa suceessione dard un insieme (i punti conte-
nuto in K’ ed equivalente ad un intervallo differente, in
meno, da I per 23, Per la condiz. 4°) del n” 35, I/, & dunque
squivalente a I
Abbiamo cosl che P’insieme dei punti appartenenti agli
intervalli contigui ad un insieme chiuso, dato sw un intervallo
(@, b), & equivalente all’ altro costituito deai punii interni agli
stessi intervalli.
¢) Auche un insieme lineare chiuso ¢ equivalente ad wn
intervallo. Siano, infatti, (¢, b) un intervallo contenente ’insieme
chiuso 77 che vogliamo considerare, ed I nn intervallo equi-
valente alla totalita degli intervalli contigui ad F (rispetto
ad (a, b)). Per guanto si & detto al n.° 30, I'insicme J contiene
un insieme fZ, [che si ottiene sopprimendo in E quei punti
che sono gli estremi dei suoi intervalli contigni] il quale ¢,
per la condiz. 3°) del n.” precedente, equivalente alla diffe-
renza geometrica fra (a, b) e I. D’altra parte, numerati gli in-
tervalli contigui in modo da poterli ordinare nella suceessione

e
SRl O, e

€ preso un intervallo arbitrario ¢, & possibile determinare un
intero n,, in modo che la somma di tutti i 2 di indice n > n,
sia minore di e,

Consideriamo allord Iinsieme %, che comprende tutti i
punti i 72 e tutti quelli appartenenti ai 3, di indice n>n,.
Questo nuovo insieme & costituito di un numero finito di in-
tervalli (u, -1, al pilt) perchd esso pud ottenersi sopprimendo

™~

in (a, b) i punti énterni agli intervalli 3,, 2,,...., 5., . La somma
degli intervalli di £, 8 < (h—a) — (I — ¢), perché & 3, 43, 4 ...
+8 =1 Bt Snae-te ) > I —g; e siccome ¢ @ arbitrario,
per la condiz. 4%) del n.” 35, K risulta equivalente ad un inter-
vallo di lunghezza (b— a) — I. E possiamo dive che P insieme
chivwso 1) ¢ equivalente all’ intervallo che si ottiene togliendo da
(@, b) quello @ oui é equivalente U'insieme dei punti interni agli
interpalli contigui ad 12; P insieme I & quindi equivalente anche
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all’ insieme 15, clhe si ottiene sopprimendo in 15 quei punti che
sono gli estremi dei suoi intervalli contigui (').

d) Un altro esempio di insieme equivalente ad un inter-
vallo & dato da un insieme di punti lineare e numerabile.
I'insieme, numerate, sia P, Py Pyy. Analogamente a
guanto si & giad ‘fatto al n.° 32, possiamo costriire una sucees-
sione di intervalli non sovrapponentisi che contengano tutti
i punti dell’insieme dato e c¢he abbiano una somma minore
di e. Poiché e & arbitrario, 1" insieme considerato ¢ eqnivalente
ad un intervallo nullo. Cosi si pud enunciare la proposizione:
ogni insieme lineave, numerabile, & equivalente ad un inter-
vallo nullo; tutti gli insiemi lineari numerabili sono equiva-
lenti fra lovo. .

37. - Proprieta dell’ equivalenza.
Supposto ehe gli insiemi lineari f, K., I9, siano equi-
valenti a tre del:ermiunti intervalli, nulli° 0 no, si ha;
a) se & E, =1L, L,—T,,
b) se IS, ¢ un componcllte di ¥,, 8 ¥, - HE, oppire
3
o) see B, > K, el > K, o anche B - K
d) se ® E, > I, e E, >- F,, & anche E, > I
Tutte queste proprietd sono evidenti.

28, - Prima propriety caratteristica degli insiemi equiva-
lenti ad un intervallo. i

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche un  insieme
lineare sie equivalente ad wn intervallo, é che il lynite supe-
riore delle lunghesze degli intervalli equivalenti «i SUOL, Compo-
nenti chiusi sia finito e uguale al limite inferiore delle lun-
ghezze degli intervalli equivalenti alle successioni di intervalli,
non nulli ¢ non sovrapponentisi, che lo ricoprono interamente (%).

(1) Da questa dimostrazione risulta che, dato- un insieme chiuso B
equivalente ad un intérvalle I,, & rempre possibile di determinare un
numero finito di intervalli, contenenti tufti i punti di E, ed aventi una
gomma superiore & I, di gquanto poeo si vuole.

) Questo teorema vale anche per gli insiemi misurabili del Lesrscun
(Legons sur Uintégration ete, pag. 102). Ne viene cosi che ogni insienme
misurabile & equivalente ad un intervallo e che, viceversa, ogni insieme
equivalente ad un interyallo, il quale gia contenufo in un segmento finito,
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La condizione & sufficiente. Ricordiamo che ad ogni in-
«ieme chiuso pud accoppiarsi un altro insieme, in esso con-
tenuto, che gli sia equivalente e che equivalga ad un inter-
vallo aewndo la condiz. 3.%) del n.° 35: & l'insieme che si
ottiene sopprimendo dall’insieme chiuso gli estremi degli
intervalli ad esso contigui (vedi n." 36, ¢)). Allora, detto NF
un intervallo di lunghezza uguale ai due limiti dei quali si
parla nell’ enunciato, Iinsieme dato risulta equivalente ad I
per la eondiz, 4.%) del n." 35.

La condizione & necessaria. La cosa & evidente per gli
insiemi equivalenti ad nn intervallo secondo le condizioni
1.4 e 2.4 del n.* 35. Se Pinsieme IS & equivalente ad nn in-
tervallo 1 secondo la condiz. 3.*) del n.° 35, L4 & la differenza
fra un intervallo I, e al pil una successione di intervalli
3,y ey Bgaress dizdy, mon sovrapponentisi. E & percid contenuto
nel gruppo i lntelmlh che si ottengono togliendo da I,
i punti interni & 3, 8,,...,5,; € gl intervalli di tal gruppo
hanno una somma maggiore di I e tendente a I, per n—oo.
D’alfra parte, B contiene I'insieme chiuso FE,, (he ¢i otfiene
togliendo da I, i punti inferni agli inter vl B B Bl gy
dove 3, & Dintervallo concentrico di 3, ¢ ch lunghezza
» =t }—?1‘)? B poich®é (n.° 36, ¢)) I'insieme F, & equivalente ad
un intervallo di langhezza maggiore o nguale a

-
7]

Ja lunghezza di tale intervallo tende a diventare uguale o
maggiore di I, per nm--c<. Siccome poi (n.” 37) un compo-
nente di J& non pud essere equivalente ad un intervallo di
Innghezza superiore a I, la proposizione enunciata risulta
dimostrata anche in guesto caso.

Resta il easo relativo alla eondizione 4.") del n.” 3b. Esiste,
per quello che abbiamo gid 'stabilito al im. 8ar By una
successione di intervalli, non nulli e non sovrapponentisi,

& misurabile. Conviene osservare che, mentre la definizione di insieme misi-
rahile del Lebesgne richiede che 'insieme sia limitato, quella inveee di in-
sieme equivalente ad un intervallo si applica anche agli insiemi non lmifati.
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comprendenti ¥, e tali che la loro somma sia di lunghezza
minore di quella dell’ intervallo I a cui & equivalente %, aumen-

tata di 4 Hsiste poi an insieme F,, contenuto in F, equi-

valente, secondo una delle condiz. 1.°), 2.") e 3.*) del n.” 35,
. . ; . 1

ad nn intervallo di lunghezza maggiore di I — 55,7 ber quanto
. -

abbiamo gid stabilito piitt sopra, esiste quindi anche un insieme
chinso, contenuto in # e percid in E, tale che la lunghezza
1

dellintervallo a eui & equivalente sia >I—;. Il teorema

& cosi dimostrato completamente.

39. - Seeonda proprieta caratteristica degli insiemi equiva-
lenti ad un intervallo.

Premettiamo, per maggior semplicitd, la seguente defini-
zione. Diremo che un insieme lineare qualunque @ suvvalente
nel senso generalizeato ad un intervallo I, se ¢ possibile i
determinare una suecessione .di intervalli, non nulli e non
sovrapponeutisi, che lo contengano completamente e che ab-
biano nna somma minore di I. Cid posto, abbiamo :

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche wun insieme li-
neare sie equivalente ad un intervallo, & che, preso ad arbitrio
un intervallo &, Uinsiene si possa ottenere da quello dei punti
di un numero finito di intervalli, non nulli e non sovrap-
ponentisi, aggiungendovi ¢ togliendovi, rispettivamente, due altri
insieind, entrambi swvvalenti, nel semso generalizeato, ad & (Y.

La eondizione & necessaria. Se /' & un insieme lineare
equivalente ad un intervallo I, esistono (n.° 38) un suo com-
ponente chinso € ed una successione D di intervalli, non
nulli e non sovrapponentisi, ricoprenti interamente I, in
modo che la differenza d, fra gli intervalli equivalenti a D
e a O, risnlti << ¢. Indichiamo con § I'insieme dei punti dei
primi m intervalli di D, m essendo il pit piecolo numero per
il qnale la differenza fra gli intervalli equivalenti a D e ad §
risulta <7 z. Indichiamo poi con ¢ Pinsieme dei punti di #
contenuti in D—38, e con ¢ quello dei punti di S che non

(1) Cfr. Cu. J. be ra Varned Poossin, Cowrs & Analyse. 'I. 1 (3¢ édit.),
P 63, (Paris, Gauthier-Villars, 1914).
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fanno parte di . I
(1) H=8+4e—é¢,

dove: S & un gruppo di un numero finito di intervalli, non nulli
e non sovrapponentisi; e, insieme contenuto negli intervalli
di D — 8, che hanno una somma << ¢, ¢ suvvalente, nel senso
generalizzato, ad ¢; ed &, insieme contenuto nelle parfi non
nulle degli intervalli contigni a €' che sono comprese in S e
che hanno una somma (n.” 36) minore o uguale a d < ¢, & puve
suyvalente, nel senso generalizzato, ad .

La condizione & sufficiente.

Sia, infatti,

I=8+¢ -¢,

ove S & un insieme composto di un numero finito di intervalli,
non nulli e non sovrapponentisi, ed e e ¢, che possiamo supporre
senza punti comuni, sono suvvalenti, nel senso generalizzato,
ad . Possiamo supporre senza punti comuni anche S ed e. Sia s
una successione di intervalli, non nulli e non sovrapponentisi,
racchiudenti e, e suvvalente ad e. Indichiamo con § la sticces-
sione che si ottiene dalla precedente togliendo ai suoi infer-
valli quelle porzioni che eventualmente cadessero su 8, e
con D quella che si ottiene aggiungendo tale successione agli
intervalli di 8. La successione D & allora cosfitnita di inter-
valli, non nulli e non sovrapponentisi, ricoprenti interamente £,
ed @ snvvalente a S --¢. Sia poi § una successione di inter-
valli, non nulli e non sovrapponentisi, racehiudenti ¢, e suvva-
lente ad &, e indichiamo con §' la successione che si ottiene
sostituendo, ad ogni intervallo 2, della precedente, quello
concentrico di lunghezza 23, e sopprimendo poi le eyentuali
parti esterne ad 8. Questa nuova successione, ricopre anch’esse_t
I'insieme é ed & suvvalente a 2¢. L’insieme € dei punti di 8
che non sono interni agli intervalli di &, & chiuso ed & equi-
valente ad un intervallo di lunghezza maggiore di quella I
dell’intervallo a cui & equivalente S, diminuita di 2¢: infatti,
detto (@, b) il minimo intervallo che contiene S, ¢ si ottiene
togliendo da. (a, b) i punti interni agli intervalli di & e a quelli
che separano gli intervalli di S. Indichiamo con ¢ P’insieme
che si ottiene da € togliendovi quegli estremi degli intervalli
di 8 che appartengono ad ¢. Tali punti, se esistono, sono in
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numero finito e, dovendo appartenere ad intervalli di &, sono,
per O, dei punti isolati, Ne segue che € & chiuso ed ¢ equi-
valente a (', ossia © equivalenfe ad un intervallo di lunghezza
maggiore di | — 2¢, H poiché C & contenuto in £, il teorema
¢ dimostrato, in virtt del n.” 38,

40, - Psendointervalli.

a) La condizione, data al n.° 38, affinch¢ un Insicme
lineare /7 sia equivalente ad un infervallo, si pud esprimere
anche dieendo che, preso un numero intero e positivo n,
qualsiasi, devono sempre esistere almeno un componente chiugo
¢ di £ ed almeno una sucecessione D di intervalli, non nulli
€ mnon sovrapponentisi e rieoprenti interamente [, tali che
gli intervalli equivalenti a € e a D abbiano lunghezze diverse

[ ; ‘ b
fra loro per meno di =

Nel seguito, ci limiteremo a considerare soltanto quegli
insiemi equivalenti ad un intervallo per i quali esiste almeno
una legge che faecia corrispondere, a ciascun i, una coppia
¢ e D ben determinata. Tali insiemi li chiameremo psendo-
intervalli; porremo cioé la seguente definizione:

Diremo pseundointervallo wn insieme di punti, lineare, £,
tale che, per esso, esista almeno wna legge la quale faceia cor-
rispondere, ad ogni intero positive n, un componente ecliuso
" di I ed wna successione DY di intervalli, won nwlili ¢
nown sovrapponentisi ¢ ricoprenti inderamente 14, in modo che
la differenze fra le lunghezze degli intervelli equivalenti a
D% ¢ @ O gi@ minore di u

Diremo poi misura di uno pseundointervallo F2, e I'indi-
cheremo con m(/lM), la lunghezza dell’intervallo a cui £ &
equivalente.

b) B evidente che sono pseudointervalli tutti gli insiemi
equivalenti ad un intervallo secondo una delle condiz. 1%) e
2*) del n.” 35 ().

(') Al n.° gegnente risulteri che sono psendointervalli anche gli in-
sicmi cquivalenti ad un intervallo secondo la condiz 3.%) del n.® 85, Cosi

pure risulterd che & nne pseudointervallo, di misnra nulla, ogni insieme
lineare nnmerabile.

X
s

—
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Anche ogni insieme lineare chiuso k£ & 1no psendoin-
tervallo.

Sia, infatti, (¢, b) un intervallo contenente E e sl consi-ﬁ
deri, relativamente ad (e, b), la successione degli intervalli
contigni all’ insieme, ordinati, per es., secondo il metodo
seguito al n.’ 3, @): 5., Sypepsy Bpyeeee. Si prenda, quahmqn'e
sia Pintero positivo n, € = E; poi, indicato con T il
pitt piecolo intero positive soddisfacente alla disnguaglianza

r:jaf = 2]_”,51 indichi con D, I insieme degli intervalli (aleuni
e?ei quali possono essere anche nulli) ehe l'eﬂta110‘H11 ia, by
quando si sopprimano i punti interni agli intervalli 3, , 3,500y
5m. Se nessuno degli intervalli di D, & ridotto ad un punto
solo, si ponga D™ = D,”°; in caso contrario, per ognl inter-
vallo nullo di D, si costruisea il massimo intervallo, ad esso

che non contenga, come

coneentrico, di lunghezza = -
4nr;,

punto interno, nessuno dei centri degli intervalli g, %“'""_5.“’
¢ si prenda per D Iinsieme degli intervalli cosi Cosf-l‘llltlf?
di quelli non nulli di D,“?. (i intervalli di D sono tutti
non nnlli e non sovrapponentisi, e la somma delle loro lan-

' 1 ; s it Stk
2 ¥ . et by " ah L : -
ghezze & < (b —a) - %o,. A1 5 < (b —a) .l.tb,. - i 15 ste
come O = E2 equivalente ad un inter rallo di limghezza

oo

(h —a) — 1118,., ¥ visulta nmo pseudointervallo.

¢) Dalle definizioni poste, risnlta che la misura di un
insieme chiuso, contennto in (e, b), ¢ data dalla differenza
fra b— @ e la somma delle lunghezze degli intervalli con-
tigni all’insieme, relativamente ad («, b).
 La misura di uno pseundointervallo risulta poi uguale al
limite superiore di quelle dei suoi componenti chiusi,‘ e.d.
nguale anche al limite inferiore di quelle delle snccessioni
di intervalli, non nulli e non sovrapponentisi, che lo rico-
prono interamente.
d) Se I & uno pseudointervallo, la parte di /2 conte-
nunta in un qualungue intervallo & pure nuno pseudointervallo.
Se lo pseudointervallo 2 & contenuto in («, b), anche il
suo eomplementare rispetto ad (e, b) & uno psendointervallo.
Basta, per questo, osservare che,ad ogni insieme chiuso, con-
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-t-enuto in_F, corrisponde )’ insieme dei suoi intervalli contigui,
I quali racchiudono il complementare di 7, o che, ad ogni
successione di intervalli contenenti E, corrisponde un insieme
.-c-hiuso (quello dei punti di (@, b) non interni ai suoi intervalli)
contennto nel complementare di J. .
¢) Qualora si abbie a considerare wite stccessione i
ps.mr.daintc-re-alli E, By Byyeiy By, intenderemo sempre che
cf!s-t-sta almeno una legge la quale Jaceia corvispondere, ad ogni
tutera positivo m e ad ogni r, un componente chiuso G B,
ed una sweccessione D, di intervalli, non nulli e non so-
vrapponentisi ¢ ricoprenti interamente E,, in modo che sia

m(D,"P) — m{C) — 1.
LS

41. - Operazioni sugli pseudointervalli.

a) Mostriamo dapprima come. si possa, data che sia
una snceessione s di intervalli non nalli, che abbiano una
somma <z, costrnirne un’altra suvvalente ad e, costituita
di intervalli non nulli e non sovrapponentisi, i quali conten-
gano tutti i punti degli intervalli di s.

Siano 3,, 3,, 3,,.... gli intervalli di s. Poniamo R A e
alla parte di 2, esterna a 2y e nel caso ve ne fossero Elue,
sianu esse, ordinatamente nel senso da sinistra a destra,3," e 3.';
SL prendano poi le parti di 2, esterne a B 5-0r 0 cosi via.
La successione 2/, 3, 3,'..... & formata di intervalli non nulli
© non sovrapponentisi, i quali contengono tutti i punti di
quelli di s. Inoltre, & evidente che la somma dei primi n inter-
valli & & minore di quella dei primi m intervalli 2, se m & nun
nunrero convenientemente grande; & pereid 3,4 5, 4 ...
B e ' :

b) Dato un numero finito od una successione di sue-.
cessioni di intervalli non nulli :

; (28] b T3] & A e
G BS aiy e Oy o et ¢ ==1,; 2 .

tali che gli intervalli di una medesima successione non siano
f.m loro sovrapposti e che le varie successioni siano rispet-
tivamente suvvalenti a €y Egyeny Eppein, lissiamo un proecedi-
mento per formare una successione di intervalli non nulli
€ non sovrapponentisi, contenenti tutti i punti che appar-
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tengono ad almeno un 3, (n=1,2,....; r=1,2,....), la quale
sia suvvalente a Xz,.. Ordiniamo, a tal uopo, tutii gli inter-
valli 3, in un’ unica successione

" -~

Oy Doy Ogyeeeey

dove %," coincide con 3,'”; 3, con 5, e 3, con 3,'Y; 3, con
&%, 8, eon 8,%, 8. con &"; ece.... B chiaro che la succes-
sione seritta ¢ suvvalenfe a Xz,.. Da essa dedueiamo, col me-
todo fissato in @), la successione

Bis ®
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di intervalli non nulli e non sovrappounentisi, la quale & suv-
valente a X¢,.. Un punto qualunque di un 2,"", appartenendo
ad un #',., appartiene anche ad un 5,..
¢) Se E,, I, sono due pseudointervalli, senza punti co-

mun’, Uinsieme 1+ 14, ¢ anch’ esso uno pseudointervallo, e si
ha m (I, 4 15) =m (1) +m (I2,).

Supponiamo, dapprima, che F, e ¥, siano chiusi: allora
E, 4 E, ¢ anch’esso chiuso, e percid & nno pseudointervallo.
Detto (a, b) un intervallo ¢he abbia tufti i punti di #, + F,
come punti interni, essendo K, e FE, senza punti comuni, i
punti di 7/, sono tutti contenuti negli intervalli contigui a &,
rispetto ad (e, h), ed anzi (n.° 33) in un numero finito di essi:
Siy Bayrnery Oppe SIANO By By osee. gli altri intervalli contiguai
a If,. Le parti degli intervalli eontigui a J,, contenute in
3,y Byyenny Oy hanno una lunghezza complessiva = (h—a) —
—m(F) — [(b—a) — 3, — 3, — ... —%,,]. Ma tali parti pitts,, .,
Bia4as e hanno gli intervalli contigui a F, -+ E,. Dunque
(b — @) — m(k, 4 B) =33, —m(E,) = (b — @) —m(F) —m(L,),
ossia m(l, - ) =m(l) +m(E,). :

Passiamo ora al caso generale, e, lissata per E, una legge,
di eni alla delinizione di pseudointervallo (n.° 40, «)), e fis-
satane poi un'altra per £,, indichiamo gli elementi €' e D™,
relativi a #,, con ¢ e D™, e quelli relativi a £, econ C,",
D™, Posto €, = €,*™ 4 C,%", G, visulfa chiuso e tutto
contenuto in F, -+ E,; di pif, essendo O,*" e C,° senza
punti ecomuni, &

(1) m(C,") = m(€*") - m(€,57),
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Indiehiamo poi con D, la sueccessione di intervalli, non
nulli e non sovrapponentisi, che, col metodo esposto in b), si
deduce dalle due D *™, D,*", Siccome ¢

e i 1 g ] o2 1
m{ D ) = m(C,*7) - on’ m(D, ") < (0, 2M) - on’

& pure
1

"

(2} m(D;m) < ’H!(OLW”}'} S ,.,n(cfﬂ.em) =ik o

¢ negli intervalli della D, sono contenuti tutti i punti di

E +E,. E dungque m(D, ™) —m(C, ™) = 1 , ¢i6 che prova che
2 : n

L, + E, & uno pseudointervallo.
Da (1) e (2) segue poi

m(E, + L) = m(C,") = m(E,) 4+ m(E,) —

n’

x : ; w2y g
m(ll, + F,) < m(D,") < m(E,)+m(L,) +

n'

¢ ne risulta

it : =R 1
(- b,) —m(E) —nkE,)| < i

Il teorema & completamente stabilito; e si estende subito alla
somma di un numero finito quahmque di pseudointervalli %, ,
Iz, yey 49y, & due a due senza punti comuni.

d) Se B, Iy, B,,... & una successione di psendo-
intervalli, « due @ due senza punti comuni e tali che sia conver-

gente la serie ?m(E,.‘_a, Uinsieme B = E, + ¥, ... + I, + .

¢ anel’ esso uno psevdointervallo, ¢ si ha m(E) == .‘..m(l,

Scegliamo il primo numero intero positivo s tale che sia

1 p ’ .I
(g )+ m(E L) A e < on"
Fissata una legge che faccia LOI‘l‘lEa[)O]_ld{fl‘@, ad ogni coppia
r, ny gli elementi ¢, ¢ D,™, di eui al n.° 40, ¢), poniamo

o 4% = adfe1
i = O’i[ n Ll Oﬂ(.’ ) + S G,,-tj H}.

Pseudointervalli e funzioni quasi-continue 127
Qnesto insieme risnlta chiuso e tutto contenuto in I, ed &
: ) N B
(3) m(C) = m(C,® ™) +4= vos -+ m(C,* ),

Indichiamo, con D™ la suceessione di intervalli, non
nulli ¢ non sovrapponentisi, che, col metodo dato in b), si
deduce dalle D7, Diew Lo D

Siccome ¢
1

AL ot PR gttt
(D) << (G5B ) e oty

m(L,) =

Os—l—l
¢ pure

oo % 3 S 5
(4) m(D") <EZm(D,* My S0, —l— 3 m(L = o5
1 1
e pereid
I 1
m(D") — m(C) = =
E poiché tutti i punti di £ risultano contenuti negli inter-
valli di D™, F & uno psendointervallo, Segue poi, da (3) e (4),

m(E) = m(C™) > %‘ m(dy) — 5 ~ r-}?m(E,.) L '}a’
()< (D) < F( )+,
donde |
[ m( 1) -—? n( I, I = :_1 :

Siccome n & arbifrario, il teorema & .dimostrato.
OSSERVAZIONE — Se gli I, sono tutti contenuti in un in-
tervallo («, b), la convergenza della serie Zm([,) & assicurata

dal fatto che X m(L ) & sempre minore o nguale a b — a.

e) Se Li e 14, sono due pseudointervalli, ed il primo
contiene il secondo, anche I, — I, ¢ uno pseudointervallo, e
8t ha (L, — E)=m(E) — m(],).

Si 6011&11101‘1 la successione di intervalli, non nnlli e non

Firai r—1 r41

sovrapponentisi, 2, 2,, .., .., dove & E.,-E( o —-;-)—).
< r el :

se r & dispari, e D}-E(—‘_’, — 9—), se r ¢ pari. Le parti

L, E,, di B, E,, rispettivamente, contenute in 3,, sono
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degli psendointervalli (n.” 40, d)), e il complementare di

E. ,—FE,,, relativamente a g, € dato dal complementare

di E . pit I,,, ed & esso pure uno pseudointervallo. E
dunque tale anche ¥, ,.— I, . (1n.° 40, d)). Siccome poi &

& &
=wE,,—E,,< Im(E,,) < m(E),
1 1

¢ mo pseudointervallo (d)) -anche ?(_’)’i‘il,.—h},,.)zb’i— g £y

E poiché si ha, per ¢), m(E,) = wll, — L]+ E)=
mile, — B,) -+ m(H,), ne viene n(E, — E)=m(E,) — m(BE,).
J) Be E, ¢ E, sono due psendointervalli, U insieme B, B,

& ancl’esso wuno psewdointervallo.

Siano €, e D" gli elementi €' ¢ D™ pelativi a B
secondo una qualsiasi delle leggi di cui alla definizione di
psendointervallo (n.° 40, a)), e )" e D, quelli relativi
a I,. Poniamo C," = ¢ *"(,%" e indichiamo con D™ ]a
suecessione  dedotta, col metode dato in b) (*), dalle sue-
cessioni delle parti degli intervalli di D, ¢he apparvten-
gono, rispettivamente, al primo, al secondo, al terzo,.... in-
tervallo di D, “™. €, risulta un componente chiuso di Bl
e D, ricopre completamente questo insieme I E, . Osser-
viamo ora che I'insieme chiuso €% 4 €, & dato dalla
somma di ¢, e €, — €%, che sono due pseudointervalli
senza punti comuni, e che pereid &

(5} i ?"I(Gi(ﬁm = Cg{:.’.n.z) [ ?H-(_Ui['"'m} = ?31(0.3‘3”)} 25 ?H{O‘q‘m}.
Osserviamo, inoltre, che, essendo
Dlwm 4+ _D_:mm =28 1)](3-;;) 2 (1)2ram I_TDHUU)’

dove le due parti del secondo membro sono pseudointervalli
senza punti comuni, &

(61 (D, =D =l D Py m(D,) — m(D, ™),

(4} I evidente che la proposizione data in d) vale anche g gli insieni
By By~ ...+ By e Bryq hanno un punto comune, appartenendo perd a,
due intervalli non sovrapponentisi, 7

(*) Tale metodo & applicabile anche se si hanno degli intervalli nulli.

Pseudointercalli e fuuzioni guasi-continue 124,

B siccome %" 4 0, & un componente di F, + L, e

s . - 5
gquindi di D% 4 D, il 1.° membro della “(5) non pud
snperare (uello della (6), onde si ha

(7) m (D, — m(C,) = [m(D, ") — m(C,")] 4

+ [m(D,#my — G‘R(OZ_W’”)I = ‘%;1 .

Se nessuno degli intervalli di D,” & nullo, questo basta a

i
provare che K I, & uno pseudointervallo, In caso contrario,

se Irme intervallo di D, & nullo, gli &i sostituisea 1?inter-
1 i y
30071 © dalla nnova sue-
cessione che cosi si ottiene se ne deduea, col metodo indi-
cato in a), Paltra, che chiameremo D.® a intervalli non
nulli e non sovrapponentisi. Avremo

vallo concentrico di hinghezza

T iR ]
m(D,"™) < m(D, ") 4 2,

. : 1 : .
e per la (7), m(D,") — m(C, ") .{1-'; e siccome D" contiene

futti i punti di B F,, ¢id prova che questo insieme & uno
pseundointervallo, .

La proposizione si estende subito all'insieme ¥, 17, .... F,.,
dei punti che appartengono contempormeamente a tutti gli
pseudointervalli B, E,,..., FE,. -

g) Se E,, I, ..., E,,... &2 una successione di pseudoin-
tervalli, ciascuno dei quali & contenuto nel precedente, Uinsieme F
dei punti che appartengono contemporaneamente « tutti gli E,.
¢ uno pseudointervallo, ¢ si ha m(E)=lim m(E,).

I evidentemente E=FK i (E —EBE)+ (B, —E) A+ ...
L'insieme (B, — E,) + (E, — E,) 4 .... & per d) e ¢), uno psen-

1

dointervallo, e la sua misura & data da m(E, — H,) -+ m(F, — 7,)

Fwn = [m(E,) — m(F,)] + [m(E,) — m(E,)] - ... = m(E,) —
lim m(E,). B dunque [¢)] K uno pseudointervallo e si ha m(#)

=m(E,) — [m(E,) —lim m(E,)] = lim m(Z,).
h) Se Y T vy Bopy v & una successione di psendo-
tntervalli, U insieme 1, B, B,.... ¢ uno pseudointervallo.

I'ONBLED - Vol I, 3
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Gli insiemi
i DR Bl A S s B L,

sono [ )] degli psendointervalli e ciascuno di essi é contenuto
nel precedente. Ora I'insieme E K, V... & quello dei
punti appartenenti contemporaneamente a tutti gli insiemi
E E,..FE,, per ¢g) esso & dungue uno psendointervallo. Si ha,
inoltre, che la sua misura ¢ minore o uguale alla misura di
uno qualungue degli insiemi % F, ... ¥, e quindi anche mi-
nore o uguale a quella di nno qualunque degli F,.

iy Se B, E,, .., E. ... ¢ una successione di pseudo-
intervalli, ciascuno dei quali contiene il precedente, e se m(E,)
resta, qualungue sic v, inferiore ad un numero fisso, U insieme E
dei punti che appartengono ad almeno un E, ¢ uno pseudo-
intervallo, ¢ si ha m(l) = lim m(E,).

T—roc

!

E

E = ﬁ'l "I" Eg _!" EH _!' e = E] ".}_' (E‘g = ‘b'i) "I_ (ES _ E‘E’} 'i_ Lt LE ]
dunque, per-¢) e d), 1 ¢ uno psendointervallo, ed &

m(E)=m(¥F) -ml, — L) +m, — L)+ ...
= (L)) 4 [m(E,) —m(F)| + [m(E,)] —m(E,)| A ...
m(E)=lim m(F,).

) Se £, L, ..., L,,... & una successione di pseudo-
intervalli, ¢ se m(H,) resta, qualunque sia r, s‘nferio-ré ad un
numero fisso, Uinsiene E dei punti per ciascuno dei quali esiste
almeno un 7 tale che esso punto appartenga a tutti gli E,. di
indice = 7, & uno psendointervallo ; ¢ se fra gli E, ve 2’ ¢ un’ in-
finita di misura =k, si ha m(E) < k.

L’ insieme F ¢ uno pseudointervallo perché é

E=(EEE )V (LEE . ..)4 - (T Eeyg o) 4 ey
<|h) e i) '

.

Se &, per infiniti valori di », m(E,) =k, & anche, qua-
lunque sia 7, minore o uguale a %k la misura di #, E,.. F,, ...
Il limite, per r-—oo, di tale misura &, secondo i), m(F), donde
m(I) = I.

Psendoiitervalli ¢ funzioni yrasi-continie 131

§ 0. - LE FUNZIONI QUASI-CONTINUE,

42, Definizione di funzione guasi-continua in un infer-
vallo.

Premettiamo che una funzione f(=), definita in (a, b),
dicesi continue in un insieme F, di punti di tale intervallo,
se, ad ogni punto = dell’insieme ¢ ad ogni ¢ = 0, corrisponde
almeno un intervallo non nulle 8, di eentro @, in modo che
si abbia, per tufti i punti &” di I appartenenti a 2,

| fw) — f@) | <e.

Cio posto, ,
una funzione f(x), definita nell’ intervallo (a, b)("), la direno
quasi-continua nell’ intervallo medesimo se esiste almeno wna
legge che faceia corrvispondere, ad ogni intero positive n, un
insieme chivso 1577, di punti di (a, b), di miswra > (b — ) — l
¢ tale che in esso la fla) sia continua.

In altve parole, la f(x) & quasi-continua in (¢, b) se esiste
almeno una legge che faccia corrispondere, ad ogni n, una sue-
cessione di intervalli, non nulli e non sovrapponentisi, di (e, b), di

; : o 1 : 3
lunghezza complessiva minore (i o modo che, soppressi

da (@, b) i punti interni agli intervalli della successione, nel-
I’ insieme dei punti rimanenti la f(2) risulti continna.

I} evidente che ogni funzione continua in (ay by & ivi
anche quasi-eonfinua; e tale ¢ pure ogni funzione c¢he in («, b)
ammelty golo un?infinitd numerabile di discontinnitd, Per
giustificare questa seconda alfermuzione, basta osservare che
un insieme numerabile di punti & uno psendgintervallo di
misura nnlla (0.* 41, d)) e che, pereid, Pinsieme dei ponti di
continuita della funzione considerata & uno pseudointervallo
di misura (h — «). Vedremo fra poco guanto sia estesa la
classe delle fanzioni quasi-eontinue.

43. - Proprieta delle funzioni guasi-continue,
a) Data una funzione j(z) guasi-continua nell’ inter-
vildlo (a, D), si fissi una legge che faecia corvispondere, ad

(1) Avente eioé un valore (finito) per ogni x di (a, b
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o

ogni n, nn insieme chiuso £, come ¢ detto nella defini-
zione del n.” precedente, e si costruisea la funzione f™(x) nel
seguente modo: si ponga, in 257 (%)= f(x), e negli inter-
‘alli contigni ad /5™ si faceia variare f(z) linearmente, fra
I valori gid fissati vegli estremi; se¢ il punto « non appar-
tiene ad £, nell’intervallo contiguo ad £, avente il primo
estremo in «, si imponga alla f%x) di restare costante, e
altrettanto si fuc(m. per b. La funzione /() & eontinua in
tutto (a, b). Cid & chiaro se z & un punto interno ad mn
intervallo conhg.,uo ad ££7; ed & anche chiaro che 'la £™(z)
¢ continua a desfra (sinistra) nel primo (secondo) estremo di
un tale intervallo. Per stabilive la continuitd nei punti di 2,
hasta osservare che la f7"(x) & continna nell’ insieme ™ o
che i valori di f"(2) nei punti interni ad un intervallo con-
tigno sono compresi fra quelli che la funzione assume negli
estremi. Ne viene dunque, fissata che sia una legge come
sopra si & detto, che, ad ogni intero n, corrisponde wna fun-
stone fV(a), coptinua in tutto I intervallo, la quale coincide
con la flz) in tutti i punti dell’ insieme chiuso ]“"*, di mi-

20 1
sura > (b — a) — z=

) 1 insieme dei punti di (@, b) nei guali la funzione
quasi-continua  fir) soddisfa alla disuguaglianza f(x) < M,
dove M ¢ un numero comunque scelto, & uno psendointervallo.

Sia X 1" insieme defto e considerata una qualunque delle
leggi di cui alla delinizione di funzione quasi-continua (n.” 42),
indichiamo con ' Pinsieme di quei punti di E®™ ove
& fl@) =DM, Hssendo f(x) nna funzione continua in ) s
C'™ ¢ un insieme chiuso, perche tale & K?*; esso poi ¢ un
componente di /5. I punti di Z che non fanno parte di ¢
sono contenufi negli intervalli contigui a " (rispetto ad
(a, b)), i qnali, ordinati per lunghezze non ecrescenti e in
modo che quelli di nguale lunghezza si presentino nello
stesso ordine in cui si trovano sn (a, b), formano una sue-
cessione 2., 8,, B,y €d @

23
2B = — ) —m(ER e =

2y gli intervalli contigui a € ordinati

Siano 2 °

Eseudointervalli ¢ funzioni guasi-continue 153
come i 2,. Detto » il minimo intero positivo tale che

= ot = 1
O San B G b i o
Zn
consideriamo gli intervalli che restano in (a, b) dopo tolti i
punti interni a 3/, 8),.... 2, ; essi saranno, disposti nell’ordine
stesso in cni si presentano in (a, b), 3,” ","_,.... B <wr,+ 1),
e 8 avia

8, 48, F s 8, = (b— a) — B — e —3, =
l’\.
\ . |h
=(b—a)— 23, -{—‘ ’/m(C””}—i 18
r I r=wy -1

¢ 1 punti di € saranno tutti eontenuti in questi inter-
vallisg o 8.4
Qualora fra questi 27 ve ne fossero dei nulli, eonverremo
di sostituive a tutti quelli nnlli gli intervalli concentriei, di
nnghezza
1 ol

'1 ) et o FPEL -
*;'s'rm{(’ )+2"—-o‘ il D

Cosi, anche dopo la sosfitnzione operata, avvemo sempre

8 H B 4w A8, < M(C) - on

Iudichiamo allora con D, la suececessione di intervalli
che si ottiene aggiungendo a2,",8,",..., 2", gli intervalli3,, 2
La somma di tutti questi intervalli &
SR 1 AR L
= (-m-(()‘-””_; R o = m(C77) -4 = ™

2n/

Poiche gli intervalli di D, eontengono tutti i punti di 7,
.uwhe la sueeessione D7, :ledotl.a da D™ ¢ol metodo del
' 41, @), e composta di intervalli non nulli e non sovra p-
poneut'isi. contiene nei suoi intervalli insieme 72 ed ha nna

somma minore di m(€C"") 4--, Oid mostra ¢he I & nno psendo-
n

inftervallo.
Parimente & uno pseudointervallo I insieme doi prnti
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di (a, b) ove si ha fla)=> M, e pseudointervalli sono pure
(n.° 41) quelli ove & flz) < M, fla) > M, fix)= M.

Prendendo poi la parte comune ai due pseundointervalli
nei quali &, rispettivamente, fi#) < M, fiz) = N si ottiene che
& uno pseudointervallo anche Vinsieme dei punti oye si ha
N=flz)<<M. I cosi anche I'altro ove ¢ N jfle)<=M ().

¢) Dal ragionamento fatto in #), risulta che, se I, in-

dica lo psendointervallo dei punti di (@, #) in cui la funzione
quasi-continua flz) soddisfa alla disuguaglianza flx) = r, per
la suceessione [, (r=1, 2, 3,...) risulta definita nuna delle
legpi di eui al n.” 40, ).

Altrettanto dicasi se %, & lo pseudointervallo dei punti
di (@, b) in cui & fix) = r, oppure f(x) =1

Risulta anche che, se & E},If,' lo psendointervallo dei punti
di (a, b) in eni & p = flu) =g, esiste una legge, almeno, la
quale, ad ogni coppia (p, ) e ad ogni intero positivo »n, faccia
corrispondere un componente chiuso ¢, di I7,, ed ina
snecessione D, 70 di intervalli, non nnlli e non sovrappo-
nentisi, e ricoprenti interamente 7, ,, in modo che sia

m(D

G T ¥ Yy
Aple) MGy ") <C

n’

d) Se flx) & quasi-continve i (@, b, I inkteme Iy dei
punti nei quali ¢ flz) = N, ¢ uno psendointervallo la cui misura
tende @ zero per N—oo, Infafli, in easo contrarvio, si avrebbe
m(fy) >80 per tutti gli N, perché, se & N’ =N, Ex &
contenuto in Fy. Allora, detto I I'insieme dei punti che
appartengono contemporaneamente a futti - gli  insiemi
By Fyyuiy Bigoney S avrebbe (n.” 41, g)) m(E)=>5 e nei
punti di £ la f(z) non potrebhe avere valore finito.

¢) Se flz) & gquasi-continua in (d, b), sono quasi-continue,
nello -stesso intervallo, anche — fl) ¢ | f(z)|. La proposizione
¢ evidente.

f) Se fle) & una funzione quasi-continna ¢ f (@) diffe-
risce da fiz) solo in uno psendointervallo LI di misura nulla,
anche f,(x) ¢ quasi-continua,

(1) Le proprietd, qui stabilite per le funzioni quasi-econtinue, mostrano

clie tali funzioni sono misurabili nel senso del Lebesgue, (Cfr, Lecous sur

[Mintégration, ete., pag. 110).

Pseudointervalli e funzioni quasi-conline e
Sia D la successione di intervalli non sovrapponentisi,
Sl : , 1 :
contenenti ¥ e di lunghezza complessiva < -, determinata
i 1t

secondo una delle leggi di cui si parla al n.” 40, a). Sia poi
E il solito insieme corrvispondente a flz) (n." 42). T punti
di E®® che non sono intérni a qualehe intervallo di D*"
costitniseono tn insieme chinso £, di misura

Sm(E) — > b —a)—

2n o 0
In B, & f,=f, domque f, & quasi-continua.

44. - Operazioni sulle fanzioni yuasi-continue.

La somma, la differenza, il prodotto e il quoziente di due
Fungioni quasi-continwe in (@, b), sono fungioni quasi-condinwe
(nel caso del quoziente, il divisore non dovra mai annullarsi
in («, h)). :

Siano f(2) e f,(x) due funzioni quasi-eontinue in (a, b),
e K E,™ %), £,"(z) gli insiemi e le funzioni, di cui
si & parlato al n.” precedente, a), velativi ad esse. Indichiamo
con £ la parte comune a I, ¢ KE,*™. Poiché questi due
insiemi sono chiusi, & chiuso pure K, e si avrd '

1
(") = (b — @) — i

“

La funzione f,*" + f,*” & continua in tutto (a, b), come lo
sono £, e f,™, ¢ in E"™ & ugnale a f,+f,; dunque
f, +f, ¢ una funzione continua in K e quindi quasi-con-
tinna in (e, b). Analogamente per la differenza, il prodotto
¢ il quoziente.

Si ha pure, se f{z), quasi-continua, ¢ sempre =0, ¢ s¢ &
o >0, che é quasi-continua anche f(:v)g‘:' cid risulta immedia-
tamente dal fatto che f™(z)” & confinua come la f""(x),
e coincide con flz)” in E™,

45. - Sueecessioni di funzioni quasi-continue.
@) Premettiamo che, considerando una swccessione

i@y fo(@) 5 ey Sl @)y
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di funzioni quasi-continwe in (a, b), intenderemo sempre che
esista almeno una legge la quale faccie corvispondere, ad ogni
intevo positivo n e ad ogni v, un insieme chiuso B, di punti

S . 1 : :
di (a, b), di misura = (b — a) s ¢ tale che in esso la f,(x)

sl continud.
Vale la seguente proposizione:
Se la successione di funziont quasi-continue

FAD)y  [ol@)y ey @)y

conrerge quasi dappertutto in (a, b) () verso una funzione fiv),
questu funzione & anch’ essa quasi-continua.

Sia ¥ Vinsieme dei punti di (¢, b) in cui la successione
converge verso la flz), e fissata una delle leggi di cui ab-
biamo parlato pitt sopra, e scelti tre numeri interi positivi
¥, b e p, si indichi eon K, ; 1'insieme dei punti di (¢, b) ove &

; 1
) = Fran (@) < .

Per i nidd e 43 (¢) e b)), I, ; ¢ uno pseudointervallo.
L'insieme E,.= ¥, K, K ... 6 pure (n.” 41, h)) uno psendo-
intervallo, e in esso la disuguaglianza sopraseritta & veri-
ficata per tutti gli h, da 1 a o= Sia E' P'insieme dei punti
di (@, b) per ciascuno dei quali esiste almeno un 7 tale che
ess0 punto appartenga a tutti gli £, di indiee = 2, L7in-
sieme I2° & uno pseudointervallo (n.° 41, 7)), e poichd i punti
di £ devono necessariamenfe far parte di E', e il comple-
mentare di % rispetto ad (a, b) deve essere rinchindibile in
una suceessione di intervalli di lunghezza complessiva pic-
cola a piacere, lo pseudointervallo %' ha per misura b — a.
Da ¢io segue chie la misura di E, tende, per r—-oco, a b— a:
ed infatti, nel caso contrario, vi sarebbero infiniti %, di mi-
sura inferiore a (b—a) —2, con & numero conveniente, ed I
non potrebbe avere per misura b — « (n,”> 41, I)).

() Cioé f(efr. n° 11) in tutti i punti di (a, b), cocettuati, al pin, quelli
di un insieme rinchiudibile in una suceesgione di intervalli di lunghezza
omplessiva piceoln a pincere,
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Sia 1y il pilt piecolo valore di r, maggiore di Vi n DOE
2 < 3 ; 1
il quale Bemp(d ) = 0h = L e : ;
| (E.) > (b —a) 3p.070 essendo » un intero po-

sitivo, L/ insieme %,, ¥,, B, ... E,,.... ¢ (n.° 41, h)) uno pseudo-
intervallo, ed & I'insieme dei punti che appartengono contem-
poraneamente a K, E.,, FE. B, B, ,.... Ora, &

e
.2 3n.2%7

Sedie e . 1 1 1
k. E L. > (b— a) T 8ug  Enr T Bp gy

m(E, E.) > (b—a) —

dungue
MBI By By o) 5 (0 ) oL
{ e 3n
Se # & un punto di E. B, ... B, ....; & por oghi p e
per tutti gli fi,

o il 1
Fa®) = 1@ <L,

quindi la sueccessione
Tri@)s Fro s viees Sral®) po

© convergente, e converge uniformemente in tutto I’insieme
delto. =

Lo psendointervallo £’ definito pilt sopra in corrispon-
denza di p, indichiamolo, pitl specificatamente, con ' (p).
Iq sua misara & sempre b—a, ed esso contiene I7(p—+-1).
L’ insieme '

(D L2)E(8)....

(:J allora (n.° 41, ¢)) uno pseudointer vallo, di misura b — a. Ma
t evidente che tale insieme coincide con E, e se ne conelude
che I & uno psendointervallo di misura b — «.
Consideriamo ora la parfe comune a E,.tE,.d. ..... Hoswin e
all’insieme £, parte che ha una misura maggiore di (b — a) —

gl indichiamo con C“? il suo componente chiuso, cor-

vispondente al numero 3n secondo quella delle legei di cui
St parla nella -definizione di pseudointervallo (n.° 40, «)), che
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oli deriva dopo aver fissato una legge analoga per E e la

legzge generale per tutti gli E,,; (la quale, a sua volta, deriva
dalla legge fissata in principio per Ja successione f,, Fodenn Vs
0
Questo ¢ ha una misura > (b— ff’_}—é{l, e in esso la
suecessione f,., fr,,... cOnverge uniformemente verso la f.
Prendiamo infine a considerare gli insiemi E,"” che cor-
rispondono alle funzioni f,, secondo la legge fissata al prin-
cipio del ragionamento, e fra essi teniamo conto solo degli
B, @3 (p=1, 2,..). La parte comune a tutti (uesti in-
siemi e a €9 & (n.” 41, h)) uno pseudointervallo, la eni
misura & (come si vede 1‘1petem10 on ragionamento fatto pitt
3
3n
vallo, che indicheremo con E“”, & chiuso, come sono chiusi
C* e Tr 20 In B la snceessione [, Froyeoes Jrp e CON-
verge uniformemente verso la f, e tutle le f,, sono, nel me-
desimo insieme, continue. Poniamo o) =) e DR
e negli intervalli configui a tale insieme faceiamo variare
la I+, () linearmente, fra i valori gid ad essa assegnati negli
estremi degli intervalli stessi; se il punto « non appartiene
ad E™, nell’intervallo configno ad K" avente il primo

1 :
sopra) = (b— @) — {b—a}—ﬁ; e questo pseudointer-

estremo in @, imponiamo alla f, “"(z) di restare costante; e

altrettanto smlmmmo per b. l)eﬁnmmo poi in modo ana-
logo f(x). Abbiamo allora che la successione di funzioni
continue, in tutto (a, b), fr,"™, [, . converge uniforme-
mente, in tutto I’intervallo, verso la funzione f"(z). Questa
funzione & dunqgne continna, cosicehe & eontinua in £ anche
la f(#). La quasi-continuitd della f{z) & cosi dimostrata.

b) Dal ragionamento precedente risulta che: la misura
dello psendointervallo costituito dai punti ove @

: 1
fr®) — flz) | = }}

tende @ b — a col tendere di v all’ oo. Bd infatti, tale pseudo-
intervallo contiene quello dei punti di 77, che sono punti di
convergenza per la suecessione f,, f,, fy,..., il quale ha Ila
stessa misnra di E,; ma la misnra di E,, come abbiamo
gid dimostrato, tende a b— «, per r—-oo, dunque a b—a
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tende anchs quella del primo psendointervallo considerato.
Possiamo dire, percid, che: se une successione di  funcioni
quasi-continwe converge quasi dappertutio in (a, b) verso une
Sunzione flz), la successione stessa converge approssimativa-
mente (') verso la f(x), nello stesso intervallo (7).

¢) Rileviamo che, nella dimostrazione svolta in «a), dalla
snecessione data, ne abbicemo estratta wnw’ altra (f, Fry o)
convergente wniformemente verso la [ in twtti i punti dell’ in-

sieme ehiuso E"7, di miswra > (b — a) — v (2,

d) Rileviamo pure che, come si & dimostrato in a),
I’insieme dei punti di (e, ) in cui la successione 7, f,, ..
non converge verso la /' ¢ uno psendointervallo di misura nulla.

Quando una certa proprietd si verifica in tutti i punti
di un intervallo (@, b), o di un insieme lineare, o di nna retta
(0 di una eurva continna e rettificabile), ad eccezione, al
pity, di quelli appartenenti ad uno pseudointervallo (o psendo-
arco (*)) di misura nnlla, diremo che tale proprietd si verifica
in quasi-tutto 1'intervallo (a, b), o 1'insieme, o la retta (o la
curva). B evidente che se una proprieta. si verifica in quasi-
tutto (a, b), si verifiea, in tale intervallo, anche quasi-dapper-
tutto.

In base alla definizione ora posta, possiamo dnngne dire
che, se una suecessione di funzioni quasi-continue converge
quasi-dappertutto in (a, b), tale successione converge @iche
in queasi-tuito lo stesso intervallo.

Da questo risultato segue che, supposta la funzione Fiz)
continna e & variazione limitata in (a, b), e considerata la
snecessione di fonzioni eontinue

! :
?‘[F(.’u—!— }) — Fl(z)], A

*Cfr, 228,

() Cfr.: Lusescur, Swr une propriété des fonctions (Comptes rendus
de UAead? des Seiences dde Paris, b 137 (1903), pp. 1228-1230).

() Cfr.: T Luspscun, loe. eit.; D. Tr. Baorore, Sur les suites de

Jonetions mesurables (Comptes rendns de "Acad., des Seiences e Paris,

t. 152 (1911), pp. 244-246).
() Gli pseudoarehi sono, sn una curva, gli analoghi degli psendo-
intervalli sau una retta,
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la quale sappiamo convergere (n.° 13) quasi-dapperctutto in
(@ ) verso la derivata I''(z), tale successione converge verso
la F'(z) in quasi-tutto (e, b); onde: la derivate di una fun-

gione continua, a variazione limitata, in (@, b), esiste finita

in quasi-tutto tale intervallo ().

46. - Classi di funzioni yuasi-continue.

Abbiamo gid osservato che ogni fumzione continua in
(e, b) & ivi anche quasi-econtinua. :

Da quanto precede, si ha pure che, partendo da una deter-
minata suceessione di funzioni quasi-continue in (a, b), e ope-
rando su di esse, secondo una data legge, con itn numero finito
O un’infinith numevabile di addizioni, sottrazioni, moltiplica-
zioni, divisioni (purché in quasi-tutio (e, b) i divisori siano
diversi da zero) e di passaggi al limite (i quali devono quasi
dappertutto essere eseguibili ¢ dare valorvi finiti) si oftiene
ancora una funzione quasi-continua (convenendo di definivla,
per esempio, uguale a zero ove i divisori sono nulli e dove
I passaggi al limite non possono farsi o dauno valori infiniti).
In particolare, si ha che sono quasi-continue tutte le funzioni
vappresentabili analiticamente, intendendo con ¢id tutte le
funzioni ehe possono eostruirsi effettuando, secondo una data
legge, nu numero (inito' o un’infinitd numerabile di addi-
zioni, moltiplicazioni e passaggi al limite, sopra la variabile 2
e delle costanti (*).

B quasi-continna anche ogni funzione che sia quasi dap-
pertutto il limite a cni tende una suceessione di funzioni
continne. Da ¢id segue che, se una funzione f(x) & (nasi
dappertutto in (e, b) la derivata (finita) di nna funzione con-
tinua /Mz), la flr) & quasi-continua. Hid infatti, la successione
di funzioni continue
[' ; I 5
erJ- ('r -+ ’) — F{w)

\

L ] P

{*) Questa proposizione si pud aneche olfenere, da gnella del v.° 13,
osservando che, in futte le proposizioni dei n.d 11-15, si pud sostituire
« quasi-dappertitto in » con « in guasi-tuito », ¢id che rignlta immedint-
mente dalle dimostrazioni date ai ni indieati.

(*) Cfr. H. Lunsscus, Sur les fonctions représentables analytiquement.
(fonrnal de Mathématiqnes Pures ef Applignécs, 1905), pag. 145, -

Psendointervalli ¢ funzioni quasi-continue 141

tende quasi dappertutto verso la f(a), e questa funzione visulta
quasi-continua per il teorema del n.” precedente.

Possiamo agginngere che, attnalmente, non si conoscono
funzioni definite in un intervallo («, b) ed ivi non (uasi-
continue ().

47. - Funzioni quasi-continue in uno pseundointeryallo.

Diremo ¢he una funzione fiz), definita in uno pseudo-
intervallo E, ¢ quasi-continua in tale pseudointervallo, se esiste
almeno una legge che faccia corvispondere, ad ogni intere po-
sitivo ny, un componente chiuso K di B, di misura

m(E ™) = m(19) —;l_ y

nel queale la f(z) sia continua.

Quanto si & detto, in questo §, sulle funzioni uasi-
continue in un intervallo, si ripete interamente per le fun- .
zioni quasi-continue in uno psendointervallo. -

Aggiungeremo qui le seguenti proposizioni:

@) Se flx) ¢ definita e quasi-continua nello psendointer-
rallo By essw ¢ quasi-continua anche in ogni psewdointervallo
costitwito tutto di punti di E.

Sia, infatti, 7, uno pseuwdointervallo, componente di £,
¢ 51 fissi una delle leggi di cui alla definizione di pseudo-
intervallo (n.° 40, «)). Allora, all’ intero positivo 2n, ¢orrispon-
derd il componente chiuso C,* di E,, e sard

1

m{oium) >l E) — T
O -

Scelta poi ma delle Jeggi indieate nella delinizione sopra
data di fnnzione quasi-continua, allo stesso mumero 2n cor-

(Y} Per noi non sono - definite lillt-lll: funzioni nelle eui definizioni si ta
uso del principio delle infinite scelte arbitrarie. Su tale principio veggasi:
R. Barge, £. Borer, J. Mapamarn, H, Lesescus, (ing letires sur la thiorie
des ensembles. (Bulletin de 1o Soeiété Mathématique de Franee, T, 53,
1905, pp. 261-278); M, Creorna, loe, eit: W. SterriNsg1, L' ariome de M, Zop-
melo et son rile dans la Thiorie des ensembles ot I’ Analyse. (Bulletin de
I' Académie des Seiences de Cracovie, Avril-Mai 1918, pp. 97-152): B, Levr,
Riflessioni sopra. aleunt priveipi della teovia deqli aggregati e delle funziond.
(Jerifti matematici offerti ad Enrico D' Ovidio, 1918, pp. 305-324.,
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risponderd nn componente chinso E®" di F, in eni la flw)
risalterd continua, e sard

P D ol

m(H*) = m(FE) — G

I insieme €, 2P ES™, essendo quello dei punti comuni a

due insiemi chiusi, ¢ pure chinso, e la sua misura & maggiore

di m(C,2") — e quindi anche di m(l,) — o I} siccome in

“on
tale insieme la f(z) & continua, la proposizione enunciata ri-
sulta provata.

In particolare, si ha che nna funzione quasi-continua in

un intervallo ¢ anche qnasi-continua in ogni pseudointervallo -

contenuto in quell’ intervallo.
b) Se E, ¢ E, sono due pseudointervalli senca punti

comuni, in ciascune dei quali la flz) sia definita ¢ quasi-

continua, la fia) risulta quasi-continua pure in Ik, E;.

¢) Se E,, B,y ., Ep.y... ¢ una successione. di pseudo-
intervalli tutti contenuti in wuno pseudointervallo I; se in F
la fiz) ¢ definita ¢ in E,. ¢ quasi-continua, ed ¢ m{15,)—m(F),
la f(z) risulta quasi-continua anche in E.

Le proposizioni b) e ¢) sono evidenti. Dalla seconda, segue
immediatamente che, s¢ I, If,, ...y Fpyue ¢ un@ successione
di pseudointervalli, senca punti comuni, in ciascuno dei quali
la flz) sia definita e quasi-continua, ¢ se

E=FE +E, ...+ L+..

- - - v, - . -
¢ uno pseudointervallo, in esso la flx) ¢ ancora quasi-continua,

Carirono LV

[P INTHGRALE DEL LEBESGUE

§ 1. DEFINIZIONE DELLINTEGRALE DEL LEBESGUE ().

48, - Definizione di integrale per le funzioni quasi-continue,

limitate (%),

a) Sia flz) una funzione definita nell’intervallo (@, b)
ed ivi quasi-continua e limitata (| f(x)| < M, in tutto I'inter-
vallo). Decomponiamo arbitrariamente (@, ) in un numero fi-
nito di pseudointervalli, senza punti comuni, B, B .., Eyj
moltiplichiamo la misura di ciasenno di essi una volta per il
limite superiore (L) ed un’altra per il limite inferiore (7)
della f(x) nello pseudointervalio medesimo, e formiamo le
somme.

8= Lwm(E)~+ Ln(E,)+ ... + Lym(E,),
s =Im(E) 4+ Im(E,) + .. -+ Lm(l,).

(!) Cfr. H. Lepgsaur, Intégrale, longueunr, wire. (Annali di Matema-
tiea pura ed applicatn, 1902); Te¢ons sur I intégration efe, p. 112

(*) Per la definizione d'integrale qui adottata, non esattamente iden-
tica a quella del Lepssaur, cfr.: W. 1L Youna, On a new method in the
theory of integration (Proceedings of the London Mathematical Society,
series 1, vol. IX (1911); pp. 15-50); J. Prurront, Theory of functions of
veal variables, t. 11; M. Fugécrer, Sur I intdgrale d' wae fonetionnelle ét endu
a un ensemble abstrail, {Bulletin de la Société Mathématique de France
t. XLII; 1915, p. 248-265).
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Considerate tutte le possibili somme S, diciamo 8, il loro
limite inferiore; considerate tutte le possibili somme s, di-
ciamo 3 il loro limite superiore. Mostriano che ¢

;_\':i.

Premettiamo Ia seguente osservazione. Se lo pseudo-
intervallo £ & decomposto negli pseuwdointervalli, senza punti
comuni, ¢, €, .., ¢,, indicando con L, L, L,, ..., L, ilimiti
superiori della f{#) rispettivamente in By 6 Oy ey B B
ha Lm(E) = Lom(e,) + Lym(e,) - ... - Lym(e,). Dunque, se i
componenti ¥, , F,, ..., E, di (a, b), vengono, alla loro volta,
decomposti in altri psendointervalli, la somma §, corrispou-
dente alla nuova decomposizione di («, b), & minore o uguale
a quella relativa alla primitiva decomposizione, Sostituendo
qui s a S, dovremo dire maggiore o uguale invece i minore
o uguale, -

Dopo cio, supponiamo, in prima ipotesi, che sia § < 3.
Per la definizione stessa di S, esiste almeno una decompo-
sizione di (@, b) in un numero finito i pseudointervalli, tale

: 1 Citna k. :
che per essa sia § < § - o8 —8).Blal,, E,, .., B, una di

queste decomposizioni, scelta arbitrariamente. Analogamente,
sia B, B, ..., E una decomposizione di (@, b) in pseudo-

—

intervalli, per la quale si abhia ¢ > o8 = 8

8
Indichiamo con X", K" ..., B",, gli psendointervalli
che si oftengono decomponendo ogni E, in quelle sue parti
che appartengono a insiemi 77, distinti. Abbiamo “allora,
per I’osservazione fatta sopra,

e quindi

cosa impossibile. Deve dunque essere S = s,
Siano, ora, I e L i limiti, rispettivamente inferiore e au-
periore, della f(z) nell intervallo (@, b) e, preso comunque un
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numero intero positivo n, si indichi econ #,, lo pseundointer-
vallo di (e, b) in eni @

L

L= (@~ )< flo) <1+ (L),
intendendo che in ¥, , slano compresi anche i punti iu‘ el
¢ fluy= L. Le somme S e s, relative alla decomposizione
di (a, ) negli psendointervalli E, , E,.yo.y Enn, somme
che indieheremo con S, e s,, sono date da

ol — ;_‘ (3 $ 7 (L — “) m(Ey, ), .
¥rosl h

"

§=23 (ﬁ -+ ?;—] (L — ?-)) n(E, ,);

r=1
e poiché la loro differenza ¢

bh—a
S‘n = alie= Bt (D 3}5

dalle disuguaglianze 8, = S, s, < 3, segue

Gisal =B
3 Ry

Siccome n ¢ arbitrario, risulta
N=

Il walore comune di S ¢ § lo diremo integrale (del Le-
besgne) della funzione quasi-continie, limitate f(x), relativo
all’ intervallo (a, b), e lo indicheremo con la scrittura classica

v
. I_f{:i:) dw.

b) Si vede facilmente che, se la funzione quasi-continua
e limitata fla) & integrabile nel senso di Riemann ('), il suo
integrale di Riemann coincide com quello ora deﬁnit.o:'e'd
infﬂ,iti, indicando con S, s’ le somme S e s relative a divi-

() Cfr. p. es.: 8. Pincuerie, Lezioni di Caleolo Infinitesimale,
91 u{{i.z_j p- 302 e seg. (Bologna, Zanichelli).

10
Toxerer - Vol. I
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sioni di (@, b) in intervalli parziali in numero finito, €
on &', & i limiti inferiore e superiore, rispeftivamente,
di 8’ e s, Iintegrabilitd nel senso di Riemann porta §'=§
e quindi, avendosi 8’ > 8 e § <3, §'=8=35=79. B poiche
Pintegrale di Riemann & uguale a S =g, esso & anche
uguale a § =3, cioé all’integrale ora definito.

Si possono poi dare con facilitd esempi di funzioni quasi-
confinue e limitate, ma non integrabili nel senso di Riemann.
La funzione uguale ad 1 in tutti i punti razionali di (0, 1) ed
uguale a 0 in tutti quelli irrazionali, non & integrabile nel
senso di Riemann, mentre & limitata e quasi-continua, perché,
rinchiusi 1 punti razionali (insieme numerabile) mnella suceces-
sione degli intervalli &, definiti al n.” 32, quando si faccia

, N ST ; 1 1 i
&= g & quali si agginngeranno (0, JE) e (1 = 1), I'in-

sieme chinso dei punti non interni a tali intervalli ha misura

”

: S A : A
>1— g & 10 6850 la funzione & continua (perché sempre nulla).

La definizione di integrale, posta qui, si ottiene immedia-

tamente da quella dell’integrale di Riemann con la semplice .

sostituzione degli pseudointervalli agli intervalli. Conviene perod

rileyare una notevole differenza che si presenta fra il caso.

nostro e quello delle funzioni atte all’ integrazione riemanniana.
Per queste ultime, le somme S” e 8’ tendono al valore dell’ inte-
grale tutte le volte che la massima delle parti, in cui & stato di-
viso I'intervallo (a, b), tende a zero. Nel caso nostro, S e s non
tendono sempre al valore dell’integrale quando tende a zero
la massima delle misnre degli psendointervalli in cui (a, b) &
stato decomposto. Se cosi fosse, dovrebbe essere S'=8=5§=57,
e tutte le funzioni quasi-continue, limitate, sarebbero integra-
bili nel senso di Riemann. : _

¢) B bene osservare che la decomposizione, data in a),
di (@, b) negli pseudointervalli £, , E, ., .. E,,, perla quale
si ha

h — «a

By =S (L 1y

da

b
lim 8§, = lime, = S8S=3 —-ff{;v}d:c;
He—s20 H =20 v
a
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essa dunque fornisce un procedimento per ottenere il valore
dell’integrale della flz) come limite comune delle somme
Noiy 8pe

d) Conviene mostrare, prima di proseguire, che se, f ¢ ¢
sono due fungioni quasi-continue e limitate in (a, b), &

b b- ?:
J(J" + g)dx :dem +J gdz.

Sia K, E,,.., E, una decomposizione di (a, b) in psendo-
intervalli, in modo che si abbia, relativamente alla funzione f,

; 1
8p— s, = (L, — L, M(E,) + . +- (L, — L,ym(E,) < =
analogamente, sia, ¥,, I,, .., B, una decomposizione di («, b)
in psendointervalli, in modo che si abbia, per la g,

4 z 3 3 . = 1
S, —s,= (L, —I)mE) 4+ ...+ (L, — l,)m(E,) (‘n .

Indichiamo econ Z/, I, .. E,  gli pseundointervalli che
si ottengono decomponendo ogni /9, in quelle sue parti che
appartengono a insiemi f,. diversi. Abbiamo, allora,

*

it ae :
. ¥ * .‘__/ ¥
Sr’—-sfﬁsr“_sf{“’ ;\SH-.—S_,,_HJS_,,-—SI,,{&.

Se con 8 e & indichiamo le somme relative a f4-g e
alla divisione £, K, .., E,/, abbiamo

S'<8+8/,, §=%+3,,
]
e j (f 4~ g)dz < 8, 48,
1)’ altra parte, essendo

b b
o= f fdv <8, 8= fgdm =8,
(13 i
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¢ pure
b b
wn <o o< 8505,
L
@ @

€ percio

b & .
‘ ‘ff'+ g)dz _'Jl'?'"tf-;r = j gdx ‘ = (87 —3)+(8) —s,) < i 2
@ @ %

il che dimostra la proposizione enunciata. Hssa poi si estende
subito al easo di un numero (finito) qunalsiasi di addendi.

Notiamo anche che, se f ¢ ¢ sono due fungioni quasi-con-
tinwe e limitate, dalle disuguaglianza f =g, supposta verificata
in tuito (¢, b), scende U altra

b

b
I,f dax EJ gdz.

i

Ed infatti, ad ogni somma §,, corrisponde una somma
8,, e vale la disnguaglianza §,<S8g. I dunque §,< §,.

49, - Definizione di integrale per le funzioni quasi-continue,
non limitate (*).

Sia flz) una funzione definita in (@, b) ed ivi quasi-

-continua e non limitata. Detti p e ¢ due numeri interi, non

negativi, qualsiasi, poniamo, per definizione,

Foul®) = fi@)
in tutti i pouti di (¢, b) ove & — ¢ =< fla)<yp, &

_f:p_,-',{:b} =)
in tutti gli altei,

La 1,,,(%) € quasi-continua. Infatei, se ¢, , indiea lo pseudo-
intervallo di (@, b) in cui & sempre — ¢ < f(z) < p, ed Al
il sno complementare, rispetto ad (a, b), in ¢y, la fiz) & quasi-
continua (n.° 47, «)) ¢ quindi. & tale anche la Jugl®); la quale

1) Cfr. Cr. J. . Dr La Varrée Poussiy, Uours d" Analyse. Tome 1,
(3¢ edition) p. 260.
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1 1 ! ¥ P b L
poi & continua in ¢, Dunque, in ¢, + ¢, la f,,, ¢ ancora
quasi-econtinua (n.” 47, b)).

La f,,(z) & poi, per definizione, h_m:t.uf-a. 5
Se, qualungue siaro i numeri, interi e non negativy,

b
p e q,jfﬁ’q(ﬂ:} dx resta sempre, in modulo, inferiore ad wun
@

numero fisso, la fungione quasi-continua f(x) si dice integra-
: b

hile in (@, b), e il limite di r_fa,,f,(m) dx, per p e ¢ tendenti en-
e
@
trambi ¢ comunque all’ o=, si assume come valove dell’ integrale
della f(x) nell’ intervallo (a, b), ¢ si scrive

B b
J‘_)‘"{':r] fr = lim J‘,ﬂ-.ff("b') da.
TR

q

E necessario mostrave che il limite, qui seritto, esiste eftet-
tivamente. Poiché &, per un convenienfe numero positivo N,

/]
j.f'};.q(m} dx
b

<~ N, per tutti i p e ¢ possibili, I"integrale

ffg,,off:t}dm, ‘che non decresce al crescere i p, tende ad un
L
@

8

limite finito @,(< N), per p—oo. I percid, per ogni p 2> p,
b b

[ Fstz — @, |

(-}

i Parlmente,j.ff,.q(il-')n'x tende, per ¢—-os
| n -
[/

ad un limite, pure finito, —®, (@, =< N) ed &, per ogni ¢ -4,

] 1 - A <) ey
=~ —. Osserviamo ora c¢he, per essere
n

b
! j.?‘}.,q(fﬂ') da - D,

Fivg = Fonn =+ Fogy dal 0.° precedente (d)), segue

i b E-l-
’J’.-fi"’;"fﬂ: —_— j -fj-hudi: ’I' l ,1‘I.-.F;“Jl‘r H
@ i :3
¢ dunque
i & ‘ 9
'J‘f}.,,,.;r?:t‘- — (@, —D,) | < i ?
3
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per ogni coppia p, ¢, soddisfacente alle due disuguaglianze
P =P, 4> ¢- 1l limite in questione esiste, percid, ed & ®, — D,.

50. - Integrale relativo ad uno pseudointervallo.

Nella definizione d’integrale di una funziome (uasi-
continua, limitata, si pud sostituire senz’ altro, all’intervallo
(@, b), un qualunque pseudointervallo. Cosi si ha che, data
la fungione f(x), quasi-continua e limitata nello pseudointer-
vallo E, il suo integrale esteso ad I, che indicheremo con la

serittura
j_ fle)dz,
o

¢ il limite inferiore (superiore) delle somme oltenute decompo-

nendo E in un numero finito di pseudointervalli, moltiplicando
la misura di ciascuno di essi per il limite superiore (inferiore)
della f(z) nello pseudointervallo medesimo ¢ sommando i pro-
dotti cosi ottenuti, Parimente, la medesima sostituzione si pud
fare anche nella definizione @ integrale per le funzioni quasi-
continue illimitate. Detta ancora J(z) una funzione quasi-
continua nello pseudointervallo £, si dird che esse & integre-

bile in E se J' Ju,o\®) d2 vesta, in modulo, sempre inferiore ad un
i
numero fisso; e si porrd ancora, per definizione,

| rwaz = 1im (£uwda.
p a

d==®

Tutto quanto si & detto ai n.i 48 e 49, si ripete per I’inte-
grale su uno psendointervallo.

Si ha poi, immediatamente, che, se lo pseudointervallo £
€ contenuto in un intervallo (a, b), ponendo F(z) = f(z) in E
e F(x)=0 nella parte restante di (@, b),1a F(2) risulta quasi-
continua in (a, b) (n." 47, a) e b)), ed &

jf () dz = jiF(x.) dz:

quindi .I’ integrazione estesa ad uno pseudointervallo di (a, b)
si pud sempre ricondurre a quella estesa a tutto I’ intervallo.

17 integrale del Lebesgue

§ 2. PROPRINTA DELL INTEGRALL.

51. - Prime proprietd delle funzioni.(quasi=continue) in-
tﬂgml"‘;? Se la fungione f(x) & integrabile (*) -nell.o yseud.oimfa-l:-
vallo E, & ivi integrabile anche | f(z)|. Riprendiamo, infatti,
la fubzione f,, (), definita nel n. 49, tenendo conto del-
I’identita, gia notata, f, (%) ﬁ.;}__o{x_}—hfo.,‘,(m): :

La funzione analoga relativa a | fiz) |, chfa indicheremo con
@) | .0y © tale da rendere soddisfatta Pidentitd | f|,,, = | f
qualnnque sia g(= 0). .

Inoltre, & | fl,,= Foo — fops € (0° 48, d))

; Jl| f .!p,c‘?x e r.fp,odm v J‘fomdx1
b7 7 V)

FE o Aq
onde, conservando le notazioni del n.” 49,

107

S
I f‘..f|j‘i,ﬂdﬂ: =3 ((I)i _'_{I)g)l (:. 'N,’

{2
2
u

per ogni p maggiore tanto di p guanto di ¢. Cid mostra I’ in-
tegrabilita della | f(z) |, nello pseundointervallo E.
Avendosi poi

dex =, —@,, | |f|de=®, +D,,
B

risulta

_«:_J'%_;'| dx.

£

[ff_ax
%

b) Inversamente, supposte la f(x) quasi-contintd, aulallo
pseudointervallo E, se in I & integrabile | f(x)], lo & pure f(x).

S i LI : i assimo dei due
E, infatti, Ty = Spio —Jou & de-tt{l) i:]-l : Eli;-ci(‘)
numeri Peq |.TRJ,G! | =Joo ~ o= |.f Lo I

[foute] < 171 motx < fir1de,
B E E

e la f & integrabile in F.

(*) ¥ quindi quasi-continua.
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¢) Se la funzione f(x) & iniegrabile nello pseudointer-
vallo E, ¢ pure integrabile in ogni pseudointervallo F, compo-
nente di . Hd invero, per essere f(z) integrabile in £, in

questo pseudointervallo risulta integrabile anche |f]|, per

gquanto si & dimostrato in «), ed &

meﬂmijwuﬂwﬁyfm&
7 E

&

d) B anche evidente che Dintegrale esteso ad uno
pseudointervallo di misura nulla & nullo.

52. - Proprieta degli integrali.
@) TEOREMA DELLA MEDIA - Se le funzione f(2), quasi-
continua nello psewdointervallo F, soddisfa in esso alle disu-
guaglianza N < flz) << M, ¢ :

Jl}"(:u_}rin: = ‘m( k),
E

con ) numero compreso fra N e M,
Ogni somma 8 (n.” 48), relativa allo pseudointervallo £,
¢ < Mm(LE) ed anche = Nm(k), e percid

Nm(L) _-?;Jq_fd;c: = Mwm L),
4

¢ la proposizione ¢ dimostrata.

b) Se Ii, ¢ FE, sono due pseudointervalli, senza punti co-
munt, e se in ciascuno di essi la flz) & integrabile, la flz) @
integrabile anche in E, + F,, ed @

[mwzfmw+me

{2
By 1y o8 Ey

La proposizione & evidente se la f & limitata in I, e V.
Nel caso contrario, &

[£yate = [ fyute 4 (1, r,

By Fy ol £y
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¢ poichd i due integrali del secondo membro restano, in mo-
dulo, sempre inferiori ad uno stesso numero, altrettanto afzc-ade
anche di quello del primo membro, e la proposizione risiulta
stabilita. s
Hssa poi si estende subito alla somma di un numero (linito)
qualsiasi di psendointervalli, senza punti comuni, £, 7,, g i
¢) Se la f(x) ¢ integrabile nello psendointervallo 15, ad
ogni numere positivo =, corrisponde wn altro nunero postiive o
tale che si abbia, in qualsiasi psendointervallo K, , contenuto
in I, ¢ di misura minore di 3,
‘ ( :

‘ j_}‘"flx

|

Sia p il pit piceolo infero, positivo, per il quale si ha
j f|dm——j_fuwdx—f
i) § s

E ‘,-1 '! h-
o sl ponga 58:%' Posto Eﬂ =l — L’t? L= (b”

: f firf:r-,—_ju";d:v +j‘i_f dx,
i 5 Hy

i34

[ g A

“I f !.”su de = ‘ I.f !}M- dz +J | .f Pty dx
b j

B ; Ry
2
J. dz _J‘|f|i’-"-‘dm:(ﬁf dax J’f',,,,_d-.t:) i—(J fldz ——j _1'|1,_,,dx) X
I E o T, ) s i
onde

b2

yﬁm—fﬂmh<[fM—meM<fr
oA J i

I, X

ﬁﬂm<§+ffwm.
E,

Ma & (n. 48, d))

"|_f % ’-_:_!.prf;'r: — RN,

1y i
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o) 3 ol E - * -
€ supponendo m(E)) < 05:2;, la proposizione risulta dimo-
strata.
ey : :
= d) Se la flx) ¢ integrabile nello pseudointervallo I, ¢ se
L ¢ uno pseudointervallo, contenuto in I, ¢ tale che si abbia
m(E) —m(E,) < 3, ¢

| .
ffdx —deﬂ: II ~z.
B i |

-

I, infatti, (b)) Ifdx —J‘fd;r =J_f'd:r, con m(E — E )<< 3:
b2 B, E-E

basta dunque applicare c) per provare quanto si é affermato.

F:ﬂ) Si ha, in particolare, che, se B By e B 5o @ ung

sucoesstone di psewdointervalli contenuti in E", tali che sia

m(E,)—m(E), supposta T’ integrabilite della f in E,

3 ‘J‘fdm ——-J Jdx,

Er

La. proposizione ) vale, dunque, anche per una serie di
pm-eurlo‘rnt.el'mlkli avente per somma uno pseudointervallo in
cul f(z) risulti integrabile, -

: nf) Se B, B,, .. B, .. ¢ una successione di psendoin-
ervalli tutti contenuti nell wdoi sallo I ; se @ (@)
tenuti mello pseudointervatlo I} se in B, la fiz)

¢ integrabile ; se, inoltre, é m(E,) —m(E) ¢ J" f(@)|de < M, con M
! : &

mvni!qmnd.'ente da v, la funzione f(), supposte definite in E,
r-e-sul‘m integrabile in questo psendointervallo, E, infatti, la f(z)
quasi-continna in F (n.” 47, ¢)), ed &

j! A :Jf Sl 0@z -+ [I Tl ad-.c.
K Ey =

E=Dr
< M+ pm( — E,),

€, preso r in modo che sia m(ly — ;',.}<!
- P ]

j Flpgds < M4-1.
£
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Dungue la |f] & integrabile in £ e lo & pure la f. In
particolare, se la f & integrabile in un componente di I di
misura uguale a m(FE), & anche integrabile in F. X

) Se flx) & integrabile nello pseudointervallo I, ¢ se, eccet-
tuati al pin i punti di E appartenenti ad uno pseudointer-
vallo di misura nulla, ¢ glx) = fiz), la g{z), supposta definita
in E, ¢ integrabile in questo pseudointervallo, ed 2

[gdﬂ: = rfriEﬂ:.

E &

Detto E, Vinsieme eccettuato, & [grﬁx*_—de_x, e poiche &
Bt E—I
m(E — E)=mwm(E), la g(z) & integrabile in F, per f). L' ugna-
glianza fra gli integrali seende poi da b). ;
h) Se, eccettuati al pit i punti di uno psendointervallo
di misure nulle I, é, nello pseudointervallo E, f=gq, ¢ se¢ le

I« g sono integradbili in I/, si ha

J fd=z {J gdx .

Poniamo E' = F — FE,, ¢ iudichiamo con £ lo pseudo-
intervallo costituito dai punti di ' nei quali & f=0. Indi-
chiamo poi eon E'y, la parte di " in cuie g=p. B (0.” 48 d))

J.frl.ﬂ: = rgd:c, e (nindi [ﬁixfjgdm‘. Ma & ml(¥, »)—n(E,),
E’l,p 5 7 E"l

By £

.

per-p-—-oo (n.” 43, 4)), dunque (¢)) per p—oc & J‘fdm—- [fda:, e

""‘yl,p K7y
si ha de;r;:éjgdm.
Yy H,
In modoanalogo si dimostra che, detto £, I'insieme dei punti
di £ nei quali ¢ ¢ =0, vale la disuguag!ianzajfda:ﬁjgdm_
: By Byt
Sia, infine, £, I’ insieme dei punti di &' nei gnali é contempo-
raneamente f << 0, g > 0. Per le stesse considerazioni ora fatte,
& f Sl <0, jgd:t: > 0. Bd essendo E = E, + E' 4+ E/, si
L2
v Eﬂ’

By’
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ricava ffdx = [gd.x; e la proposizione risnlta stabilita per la d).
72 B

Osserviamo che, se la f{z) fosse sempre =0 in FE, e
quasi-continna, la sua integrabilitd in £ sarebbe una conse-
guenza dell’ integrabilita della g(z).

53. - Operazioni sulle funzioni integrabili.

a) Se fiz) ¢ g(z) sono integrabili nello pseudointervatlo E,
e integrabile anche J@) - g(2), e si ha:

I(f + g) d :LJ‘.;"{M s J gde.

¥ )

I
U - L8 s = o 2 | 0
e (n,° 48, d)

¥

'JqL?" + g1y d E‘J‘ s de —I:jl gl dz

Ej | fldz —E-Jz|g dz;
b

£

dunque |f| +(g & integrabile in E. Essendo poi |[f+g <
| f| +|g], & integrabile anche S=g¢ (0. precedente, h), fine)

Sia ora K, Vinsieme dei punti di I ove & eontempora-
neamente —p<f<p —p<yg = p, il quale insieme risulta uno
pseudointervallo essendo la parte comnne a tre pseudointer-
valli: £, quello ove & —p < < p, e quello ove & — P=g=0p.
Osserviamo subito che le misure di questi due ultimi fendono,
per P —co, a quella di E (n.° 43 d)}; percid & anche
m (Ey) — m (E), per p — oo. Abbiamo (n.’ 48, d)):

J‘(f 4= glde = Jv_f(ffr —+- [gfl:r:
iLip F-u

Ep

e quindi (n.® preced. €)) quanto dovevasi dimostrare.
La proposizione si estende immediatamente alla somma
di un numero finito qualsiasi di funzioni integrabili.
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b) Se fla) ¢ integrabile nello psendointervallo F, ¢ ¢ in-
dica un numero qualsiasi, anche ¢fiz) ¢ integrabile, ¢ si ha

J‘ cfdr—¢ [_/"d-.‘e:.
: %

La proposizione & evidente se la f(x) ¢ limitata. N‘ell‘ipo-
tesi opposta, abbiamo, detto I, I"insieme dei punti di & ove
& —p=if<y,

‘ ofdv=¢ ‘j'dm,
e ! £
dp Ep
donde la nostra proposizione, per p — o<, ‘ ;
In particolave, se f ¢ integrabile, lo ¢ anche — f; se f e ¢
sono integrabili, lo & anche f— ¢, ed &

ef(f_ 9‘)&6:].% —jgdw ;

b it o

¢) Se f ¢ g sono integrabili in E e la f 2 limitata, & inte-
grabile anche fg. Supposto | f| << M in tutto I, si ha 1_)"?| < M|f).
Essendo (g integrabile,lo & (b)) anche M g! e pereid (n.° pre-
cedente h)) |fyg s -
Segue di quiun’estensione del teorema della media (n.” 52,a)):
Se nello psendointervallo I la funzione f(z) ¢ quast-con-
tinua ¢ sempre soddisfacente alle disuguaglianze N =flo) =M,
e se la funzione g(x) ¢ integrabile ¢ sempre =10, ¢

ffgdx' —32 j gdz,
¥ =) &

F

com A numero compreso fra N e M.
B infatti, in &,
Ny < fg < My;

se dunque applichiamo le proposizioni qui date in b) e ¢), e
poi quella del n.* 52, &), abbiamo

N ‘ gin < jfgri’:r- < Mjgd:t,
b ) E,

da cui I"ugnaglianza sopraseritta.
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B4, - Integrazione per serie,
@) TEOREMA DI ARZBLA-LEBESGUR (1) — Si@ f,, foyur
Sy una successione di funzioni quasi-continue nello psendoin-
tervallo F, tutte inferiori, in modulo, ad un numero fisso M, per
tutti 7 punti di E. Inoltre, la successione converga, in tutto I,
verso wuna funsione fz). E allora, per r — oo,

J_ﬁ.d:'t: — J S,

s

La funzione flz) ¢ (n. 45, a)) quasi-continua in F, e in
tale insieme risulta anche inferiore o uguale in modulo ad M,
Scelto comunque un numero ¢, indichiamo con E, lo psendo-
int-erriul!o costitnito dai punti di £ nei quali & | £, () — f(2) |
<e. 1§

Jf dz :}Ef.-_ dx - J_f i, Jf dr=— Ifkﬁx 4 j‘ffq; ;

E—FEr Ky it

onde

J;‘ dx —J:fd;"cf :j‘(_.ﬁ. —f)dx _t_JII*f" —f)dz,

Ey & Br

¢l > |
| j £ _J Fde) <eom(E,) + 2Mn(8 — E,);
:"} i ;s
e poicheé m(L,) — m(E), per » — oo (n.° 45, b)), da un certo 7

b |

in -poi &

| J fol —‘-dea:_ |l < [m(E) 4 2]

E i 2
Lissendo ¢ arbitrario, la proposizione & stabilita.
Il teorema «) del n.” precedente & dunque estendibile ad
. una serie convergente di funzioni integrabili, purché le somme
parziali della serie restino, in modulo, tutte inferiori ad un
numero fisso, in tutto lo psendointervallo £,

(') Cfe, C. Arzerd, Sulla infegrazione per serie. (Rend, R. Accad, dei
Lincei, 1885, pag: 532 - 537); I Lupescur, Legons sur (" intégration ete.,
pag. 114. .
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Il poi evidente che, nella proposizione sopra dimostrata, la
convergenza della snecessione f,, 1..... verso la f in tuite F,
puo sostituirsi con quella verso la f quasi dappertutto in I,

b) La dimostrazione data in «) prova anche la propo-
sizione :

Sid iy fosees oy, Una successione di funzioni quasi-
continuwe nello psevdointervallo E, ed [ indichi wn’ altre fiun-
zione, pure quasi-continua in Iy inollre, le f, e la f restino, in
niodulo, tutte inferiori ad wn numero fisso M, in tutti ¢ punti
di F, ¢ in questo pseudointervallo la [, converda approssimati-

-

vamente verso la f('). Allora ¢

Jf di ﬂ;_;,f’ f:’ri’.m.

e) Sta [, Fos oy Jrgowy vna successione di fungioni
integrabili nello pseudointervallo If, nel quale essa converga
approssimativamente verse una jfunzione f, pure integrabile,
Sia, inoltre, in ogni punto di E, f. <|fl, per tutti gli r.
I allore

: _ Jff,.d:-c—»jmm. B
y o5 y 2

Abbiamo anche qui, come sopra,

N—Er

ﬁ‘tf,,_dx —}Jqfn”b =J(f: — iz —I—j{ f, — fdz,

donde

‘ j' £da ——J“ﬁ?,:n| < z=m(E,.)'+|"< Fol -1 F aa
7 b E_nr

=em(F,)+2 ﬁf]:h:.
bt

e i §

(Y) In altre parole, detto E. lo pseudointervalloe dei punti di £ nei
quali & |f{x) — flw) [<e & m(BEI—+m(B) per r—oc, € c¢id qualunque
gin il mumero positivo e (Cfr. n.® 28, a)).

(%) Cfr. H, LEBEsGUR, Sur les intégrales singuliers (Ann. de la Faenlté
de Toulouse, 3¢ 8. I) p. 50,
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Niceome, per la convergenza approssimativa di f. verso f,

¢ m(F,)—m(E), ¢ pure Jj| dz —0 (n." 52, ¢)). Dunque, da un
£y
certo 7 in poi, &

A"ﬁdm —}:“:fd;}:

e la proposizione & dimostrata.

OSSERVAZIONE — Le proposizioni b) e ¢) valgono, eviden-
temente, anche se alle successioni di funzioni si sostituiscono
successioni di insiemi di funzioni; tale sostituzione puo farsi
anche nella proposizione «), purché in essa si aggiunga 1I’ipo-
tesi che la funzione [ sia quasi-continua.

=e|m(FE) 1],

dd. - Disnguaglianza di F. Riesz. (')
@) Si abbiano 1 numeri, non negabivi, «,, «,,..
by Byyiey by Se & a =1, si ha

y gy
(1A
1 f 1

o

i}

| I 4
» @, (7 ] = 3 b;- I3
1 |

lr=1 |

€&®
—

PES |

i
(1) [ 2 (a, - b=

=5

Se tutti i numeri @, «,,.., @, sono nulli, questa disu-
guaglianza ¢ di per s¢ evidente. Altrettanto, se sono nulli tutti
i numeri b, b 25 , b,. Supponiamo dungue che tanto fra gli «
quanto fra i b vi .smno dei numeri maggiori di zero. Possiamo
anche supporre « > 1, perché, per a =1, la (1) & senz’ altro
evidente. Comineiamo col provare la (1) per ¢ =2, nel qual
caso essa si ridues a

1 1 1
(@, -1 “‘zu}“ 4= (?’;u +< 0,90 — [(@, =0, (a; + bz)u]u = 0.

Supposti «, e b, maggiori di zero, consideriamo il primo
membro di questa- disngnaglianza come una funzione della
variabile @, , e indichiamolo eon ¢(«,). Il minimo valore
di p(a,), se esiste, si ha per ¢(a,) =0, oppure per ¢, =0, do-

() F. Rigsz, Untersuchungen iiber Systeme integrierbaver Funlktionen.
(Mathematische Annalen, B. 69, (1910), p. 456).
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vendo sempre essere @, > 0. Ora ¢

o

O ="

a=1 _u 1
e e (RS 7%
{("_1_ =t bl)u == (o, + bz:'a ?

e questa derivata ha il segno dell’ espressione

T {a, + b))
a4+ a” {a 4= )“ =yt b. )

e qnindi dell’altra

a(a, +b,)* +(a, 4+ b,)%) — (&, + D )[e,* + a,*] =
e ?32j“ — a,%a, —+ b))%,

ossia ancora di

ai(az + b, ) a.fa, -1 1) == “’11’2 =2 “‘2b1 .

b
- » . [ ] 4 A l
Possiamo  dire percio che & 9'(«,) <70, per ui{ag?,

b, b,
(a,)=0, per a, —“20 s gle ) >0, per ai/a” Dunque,
per u,iz‘mzzi si ha il pit piccolo valore possibile di p(a,); ed
2

essendo cp(a2 ;j—‘):(), ne viene che ¢ sempre g(a,) = 0.
2 . )

La (1) & dunque stabilita per q=2. Supponiamola ora
gia dimostrata fino al valore ¢ e facciamo vedere che vale

anche per q+1 Poniamo in (1), al posto di @, e b, rispet-
s &
tivamente (@, - ,4,%% [0,% 4= by "% © osserviamo che, per
quanto & gid stabilito (per ¢=2), &
L L
{“q =5 bq) =y (a'g i +bq+l) —<il ﬂ’q“ +urj{+1“)u = g (buu -+ bq+tﬂ)uJu

abhiamo cosl

T
it 1

:!!l-
RS

'8 s (g Ay
.2 (¢ty -Fb,.)ﬂ! g[zl(af.+b,.)“+ua gy *)* 0 D )
r=l =

1
o

-1
= [ 2 a, e, (tq_,_[‘)l

Y=z

el

r —1 :
z b ok lbwu+bu+1 };
==l

Toxrrrt - Vol, L i
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E la (1) & dimostrata per ¢-4-1, e quindi per ogni valore di g¢.

b) Siano ora f(z) e g(x) due funzioni quasi-continue
nello psendointervallo E, ¢ limitate. Cousideriamo, relativa-
mente alla funzione fiz), gli psendointervalli IR A e
definiti al n." 48, «), e indichiamoli, per maggiore chiarezza,
con, Ty (f ) os, Bzl ) ('Jorrispundcntemcnt-e., avremo per le
somme S, s, considerate al n.° citato, indieando con M
un numero positive non inferiore al limite superiore di | /|
e |ghin B,

i 4 Fa
Bulf) —su(f) = 2hugl '}, '

n

91— W

lim 8,(f)= lim 1) :J‘_f‘{‘m} da.
3

Facciamo altrettanto per 1a g(), e consideriamo gli psendo-
intervalli B o 15, che si ottengono separando
negli £, ,,(f) le parti che appartengono a pseudointeryalli
Ly, (g) distinti. Indicando eon Sy 87, S™(g), $9(g)
le somme § e s, definite al prineipio del n.° 48 o relative alle
funzioni f e g e alla decomposizione di I/ negli pseudo-
intervalli /™, ..., F o0 abbiamo, - per uw osservazione i
fatta al n.° citato,

Sm}(f) SR A Spl7)a

e guindi

y lim S™(f) = Tim s 1) = [ i) da.

B Oy n—rn

07 ) v
ls‘{ﬂ){.f) IS S{n}()ﬂ) Pt :—ML:N.E'/)

i

B analogamente per la g. Indichiamo con S ) e s F))
le somme, analoghe alle precedenti, velative alla funzione 'f|
e alla stessa decomposizione di ' negli pseudointervalli O
L% oy B, Hsséndo L(f), :(f) 1 limiti rispettivamente
saperiore e inferiore della 7 in L% e LA D, LAY quelli
della [ f|, & T, (1) — I = L(f) — 1(F). B osservando che
¢ (per il teorema del valor medio, applicato alla funzione zv)

Ll I = =T — i)
= | Lp( ) — 407D - o DI2,

-
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abbiamo anche
L,-(. }(‘irx.') P 21{ _f?u) S “MCL _11_[13*(‘1:} £y rg(,f)h
¢ pereio |
. v N _ 2eMem(L)

'S'{ﬂ'[.i_f "') PSS -?‘.“)(__fr"} i: ﬁﬂf“‘ } [Sf[n)l.r:' g gl (f)-l el E N !
@) lim S 1 %) = Tim 5%( £]%) :j Flode,

i W — O "—r &

IJ analogamente per la g.
Abbiamo poi
L f4vg)—1(f+g)=L(f+g9—L{1+g
<Ll f) = L) [ Lnlg) — 1A9)],
e (uindi
LA g — L F gl a2 M YL(f4+g) —1.{/+g])
< g2e 1Mo | [ L) — LN+ Dlg) — L)) 1

onde 2
S| fA-g ) — MU H=g1%) =

— 5.9n Aot Itqm{f] %A 3””(_)“'}] e [S-.m(g} o s’-”’igl] !

a2n LM em ()
it

=

—

=

(.)
lim 87(| f-1- g% =lim §™( f+4-g[") = f'_f—|—g fodie.

3
1 —+ 00 4
il — 2 ? &

(3)

(Cio premesso, poniamo in (1),

5
1 mhy T
. {1 e
R AR Ei m(E), by =Ll g e
abbiamo 2
I g : - . i”-!"”
Sa(E) [ L) A LllgDh I
a1
4 1
B et i i s ‘|n ]— e e T <m0y :
pol 05 N '.-m_f‘:,."”lJ I--| ZLdlgl) - mis,
e 1 : r"_]'
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ed anche, osservando che @ Lotlf 4 g)) < L] 416y <
) -<: Lf'{r ) e Ly(| q ), 5] L,[f_)u E— L'_(:f‘l'u),

S L 2
87 g " ISP O + 5 g ),
donde, passando al limite Per m — 0, ¢ in forza di (2) e (3),
1 1 '

(4) “' Stg .'“‘f?:?e‘J E"'_:- Ul i i“fImJ ﬂ..'-]— U| q |“d:e;Ij;L.

¢) Siano f(®) e g(z) due funzioni (quasi-continue nello
pseudointervallo B, e tali che in F risnltino integrabili le
potenze [fl% |g = Indichiamo™ con 17, 1o pseudointervallo for-
mato dai punti di 7 in cui valgono, contemporaneamente, le
disuguaglianze — p < f— Py —P=<g=<yp. Applicando la (4),

abbiamo
1 I_
[J J+yq ,uda?ilmf: { Ii_f _'mdre:J e [ f, g !arf_-r:[ i
Ly

: 1
5 By . A

2 £ .0}

1

© PEr p—-oo, essendo m(E,)--m(1) e tenendo conto del 1.* 5324
(), 1)), abbiamo ancora la (4).

Dunque, s¢ ¢ « = I, 8¢ f ¢ g sono due funzioni quasi-eon-
tinne nello psendointervallo F ¢ in tale pseudointervallo sono
integrabili ([« e |gle, 2 tntegrabile in E anche Jgi*esiha

1 1 1
‘I Y 13 o 7 L o i 3 el
(5) []..f—l-g,n r?:a] - U'j d-:v] +H|g| d.t:] :
: b n bog

56. - Disuguaglianza di Schwarz generalizzata ().

Con lo stesso metodo seguito nel n.° precedente, a), si
dimostra che, essendo o= 1 e Uy Way vy gy by byy .y b, 1u-
meri non negabivi, ¢ 3 B

_!_ a—1
. 4 B3 BT L e e
21 Xah, = }jd,.‘FJ | Xba—1 .
- =1 =i =1

(') Cfr. F. Riusz, Untersuchungen iber Systeme integrierbarer Funk-
tionen (Matly, Annalen, B. 69 (1910 p. 436).
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' i 8 : ¢), Bi
Ripetendo poi i ragionamenti dello stesso 1.’ b) e e) ®

H Ll ’ <-v 3 e:
ginnge alla proposizion e : N
ﬁ Se 8 a>1, s¢ [ ¢ g sono due fungioni g-uast-contlmuc
nello psendointervallo I, e se in tale pseudointervallo sono inte-
b Ct_ i L X . : : : :
grabili | f|¢, |g!*~', ¢ integrabile in L anche il prodotto f-q, €

: o (R S £ 1 b

si ha

1 a—1

It . “uJ—
/[1‘ ¥ rh} u|g| ide

isi 3y j isupnaglianza
Se qui si pone x=2_ si ha la ben nota disuguagli

=3

(2) . ' ‘ Jogdx
;;‘

di SOUWARZ.

57. - Funzione integrale.
57, unzion L
A & R e s
Sia f(z) nma funzione integrabile nell’intervallo (¢, D). La
l ""‘ D), di
b . - . s - ¢ 1-
funzione F(x) =\ flz)de, considerata per ogni x di (a, b), «

e
@

osi fungione integrale della fiv). .
i (];:‘;:::i?:::i;;;f:f integrale é‘\assoi‘.nfmnente c?at-tjfﬁtiffz- (1)...1;1::}
infat:ti, preso ad arbitrio un numero intero pomtl.\-q g, .cnm‘ 1,1
riamo il numero 5, che gli corrisponde secondo il teor em.a de
n.? 52, ¢). Essendo allora {(a;, b)) (i=1, 2.:. wo M) UM gllu;.)l;)o
di inttfar\"alii non sovrapponentisi (lj (a, b_}., in nnmero (finito)
gualsiasi, tale che sia 2(b; - a,) <7 o, abbiamo

by
S (10 — Flag) =3[ fwpa,
1 B

onde, per il teorcma eitato,

| L

S[F0) —Fla)] <.
1

: : ; ; T
La I7(z) risnlta eosi assolutamente continua; ed essa ©
¥ ! A : ; . - . . i L}
anche, pereid, continua e a variazione limitata (n. 16).

(1) Cfr, G, Virary, Suile funzioni integrali (AtH dtfll.m. b jh.m_d lt':ll_
Scienze a.ﬁ Torino, 1904-905); H. Lenestoe, Lecons swr Uintégration ete.,

p. 120,
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§ 3. DERIVAZIONE B INTEGRAZIONI,

53. - Integrahilita della derivata di una funzione continua,
a variazione limitata,

Al n.° 46 abbiamo dimostrato ehe una funzione Ji#) con-
tinna, a variazione limitata, ammette in quasi tutto I'inter-
vallo (@, 0) in cui ¢ data, la derivata f’(z), finita. Ora vo-
gliamo mostrare che (e derivata J(®) ¢ integrabile nell’ inter-
vallo (e, b) (1), ;

Posto f'(x)=0, 12 dove la derivata della Jlx) non esiste
finita, cominciamo con I’ osservare che la Sf(a), che risulta
cosl definita nell’intero intervallo (@, D), &, in questo stesso
intervallo, una funzione quasi-continua (n.° 46).

Riprendiamo le considerazioni del n.° 13 e, detto p un
numero intero, positivo, determiniamo ® in modo che sia
€08 (m S }) o . . = w < :—} Allora, per ogni = positive

P P p 2
e {f), si ha cos (0 — s)(__:J. Fissato uno i questi 2, i lati
della poligonale II (n." 13) inscritta nella eurva y=flx), (a, b), i
quali formano con 1I’asse delle & un angolo (*) = @ — = danno,
nella langhezza di I, un eontributo che indicheremo con ,
ed hanno sull’asse delle » delle proiezioni la eui lunghezza

S ! Kakede
totale ¢ minore o uguale a !, cos(m —e) < L.~ . dove L rap-
P

presenta la lunghezza della eurva indicata. Supposto, al-
lora, che la poligonale abbia una lurghezza, che indicheremo
con la stessa lettera II, soddisfacente alla disuguaglianza
E§

E e 2 . i . : - . .
L—I[«:-q-, uei punti delle proiezioni dei lati rimanenti, ad
eccezione, al pin, di quelli appartenenti agli intervalli di eui
si parla al w.° 13, D), la dervivata f'(2) & (1. detto, ¢)) in mo-
dulo non maggiore di tg w, e nell’insieme da essi formato,
che denoteremo con F. e che ha una misura

m(lE) > (b —a) — 2: — L;> (b — a) '—}% (2-+ L),

(") H. Leeescue, Legons sur U intégration ete., pp. 128-129,
() Ricordiamo che quest’angolo, per il modo come & determinato, &
sempre = (),
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la f'(x) ¢ integrabile, essendo quasi-continua (n.. 4:‘,1 @) e
N T i Lok . e . i . il 5 R ; : "i_ -'_IU—
limitata. Di pit, se indichiamo econ ¢(v) | (;uh;}ala_ dell: 1.311]9
' ' 2) oli oli i direzione delle
ligonale 1, e con o, () ¢ w,(z) gli angoli r.{ 1{.( 11?] i
tangenti alle curve y=jflz), ¥y =% (n." 10), abbiamo,
ogni punto di L.,
t‘l)! — 0,
cos’ ®

flig) — () =tg o, —tgo,= 3
dove @ © un valore convenienfemente scelto fra o, e ©,, 8
pereio, poiché Pangolo che fanno tra loro le doe tangenti
: , poiche : ' 19

indicate non ¢ maggiore di = (0.° 13, a)),

ST e e
e sim, = Cos” ®
7

Abbiamo cosi, in Ji.,

fla) < |¢(@)]+

cos® O
¥ b
5 = A
v Ve e A et (Bl
‘Uﬂ(x} de < |l #(@)ide+ oqmy, =, Pt e
i i g ;:;s (43

Pz
L integrale di [ dd, evidentemente, la \*ﬂriﬂxion@i tult-alta
di y=9@) i (a, b), va.rinzioue. cl‘lt‘ ¢ minore o l.l{_',lllfl eic(f
quella V' di y = f(x); inolive, poichd ¢ pud essere .I_).lti."-_-(‘?l p] 8
colo quanto vuolsi, possiamo prenderlo uguale al minore del

22, o8 i o

due numerl 1!_’ e o s Per tale g, abhi 1mo
i At

J;.f’ e <V ST 1.

T4 i

. L ) cessaria-
Ora. essendo m(le) > (b — a) s (2 4+ L) e, necessarl

i "
g L ) T sleclie
mente, m(lf:) <b—wa, & m(E:)—b—a, per p—-°% (3(::1(,({1
' ; g ehe
possiamo concludere, per la proposizione _):”} del 1.t 02,
la £ & integrabile in tutto («, b), e che ¢

b
(1) J |of L = e

I dunque integrabile anche la f(2).
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La (1) esprime che I"integrale del modulo delle derivata
di una funzione continua, a variazione limitata, non supera
mai la variagzione totale della funzione.

59. - Integrale della derivata di una funzione assoluta-
mente continua.

Sia f(z) [assolutamente continua in (@, b): essa & allora
(0."16) continua e a variazione limitata, e possiamo ripren-
dere la dimostrazione del n.° precedente. Dalla disngna-

glianza | (@) — ¢'(z) <

&
————, valida per ogni punto di /.
cost o’ P ERLP i

ricaviamo

Fey=o@ 4 — 5 o),

cos® o
con =) < 1, in Ey; onde

£

=m(E:)
costow ¢

‘f’dm = ‘ pde - —— ‘ Odw = l-p'r?-;e; -+
, . cos® w, i
Fs Fe I Fs

con f,1 <"1 e f. funzione solo di g, ed anche

b
ey * g em(1)
(1) - fdz :Jcp dxr —J-:,c dx |- e % B
dig o L

dove con C: indichiamo il complementare di ..

Ora, poich¢ la curva y=¢(2), (a, b), & una poligonale
con un numero finito di lati e coi vertici sulla y = f(2), (a, b),
si ha

&
2) j 't = o) = o(a) = fb) — fia).

Troviamo un limite superiore per il modulo di rqo’d:t:.
-
d 0=

Osserviamo che I'insieme €, & costituito di due parti: una &

formata dalle proiezioni di tutfi quei lati di I che fanno con

Passe delle 2 un angelo = o — ¢, proiezioni che indicheremo
con (@, b)), (a,, b,),.., (a,, b,) e per le quali si ha

by—a) 4. (b —a) < L il”
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e Daltra & data da un insieme di punti appartenenti alle

proiezioni dei lati di 1T che fanno con l'asse delle @ un an-

golo << ® —¢, ed ha una misnra << 2z (n." 13, b)). 11 con-

tributo di questa seconda parte in j-;o'rf.:v ¢ quindi, in modulo,
(=

minore di 2z tg w; quello, invece, della prima ¢ precisamente

I?(b:) :P(ﬂ:'i)J = e = [CPU}:') .iP(f!'f”
= [f(b,) — Aa)] 4 .. + [ fib) — fla)].

E danque

) [van| < 22 tg 0+ | 17 — Al :
- i1

Ricordando la definizione della assoluta continuitd e la
proposizione del n.° 52, d), fissato ad arbitrio un intero pns_i-
tivo n, possiamo determinare il numero p in modo c-.heM sia
il pitt piccolo numero soddisfacente alle condizioni: 1°) p _'/'_'.n.;
20) per qualsiasi sistema di intervalli, non sovrapponentisi,

: 3 g
di (@, b): (a;, b)), (ay, b))y (@, b,), tali che :.:-Qb*.— @) == 7

si abbia sempre

i) e :
(4) | E[ﬂbs) _?‘("«H ‘ £ N ;

La=1

3°) per qualsiasi pseudointervalle ¥ di («, b), tale che

; ; 1 o
m(E) = (b —a)— (2+4- L), sia sempre

2
b
a 2 . : 1
() ‘f dz —J.fd:u <.
:i a
Fatto ¢id, prendiamo z (come alla fine del n.” precedente)
34 i e i Ne viene
{1t ‘ inore ue numeri = « Ne wie
ugunale al minore dei due 5 b — )

allora, per le (1), (2), (3), (4) e (3), e rvicordando che &
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£ ; : il5
(n.” preced.) m(Li) > (b — a) Ty (2 -+ 1L,

i

o oy il oSkt 1S
| frde — a0 = )| <+ 205 i+
<1 -Een—g-‘f——l—% _1{1(3_'_ 1 ‘.
O T S N T iy TS h—a

Poiché n & arbitrario, resta dimostrato che, se le flo) ¢
assolutamente continua in (a, b), si ha

(6) J._f'dﬂ: = fib) — fla),

intendendo di attribuire alla f'(x), la dove la derivate della fiz)
non esiste o & infinita, il valove zevo (').

In particolare, la (6) vale se la derivata della f(z) esiste
ovunque ed & continua o semplicemente limitata; ed anche
se la flw) ammette ovungue una derivata destra (o sinistra)
limitata. In questi easi, infatei, la f(x) rvisulta assolutamente
continna (n.” 16, e)).

OssERVAZIONE. — Se nella dimostrazione precedente, in-
vece di partire dalla uguaglianza

Jla)=q9(x) - 2 (),

CO8?

pigliamne le mogse dall’ altra

(@) = |9/@) | 4- 0(x),

COs®

(') H. Lesuseur, Sur la vecherche des fonctions primitives par Uinté-
gration (Rend, R. Acead. dei Lincei, 1907 (1° sem.), pp. 283-290; G. Virari,
Sui gruppi di punti e sulle funcioni di variabili reali. (Atti della R. Acead.
delle Scienze di Torino, 1907-908); Ch. J. Di La Varvte Poussix, Cours
d’dnatyse, T. 1, (3¢ 6. pag, 279; L, Toxenny, Sulle vicerca delle funsioni
primitive. (Rend, R. Accad, dei Lineei, 1916, (1° sem.)).
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pure valida in tutto 1"insieme FE:, otteniamo

b

firiam=7,

* i

onde: s¢e le flx) ¢ assolutamente continua in (a, b), la sua
variazione totale ¢ data dell’ integrale di |f'].

60. - Derivata della funzione integrale.
«) Premettiamo il segnente lemma:
Se la f(x) ¢ una funszione integrabile nell’ intervallo (a, b)
e, per ogni w di tale antervallo, é :

(1) : J’f(_x)d:e: =0,

¢, in quasi-tutto (a, b), fle)=0 ('). :
Neelto comunque nn numero intero positivo r, indichiamo

con Ji. I’insieme dei punti di (a, b) nei quali & flz) = -. Sie-

come la funzione f(w), essendo integrabile in («, D), & in tale
intervallo quasi-continua, . ¢ nno pseudointervallo (n.° 43, b)).
Affermiamo che & m(FE.)=0. Supponiamo, infatti, che sia
m(ly.) > 0. Per la proposizione del n.” 51, ¢), la f(w), inte-
grabile in (a, b), ¢ pure integrabile in £, ed ¢ (n.* 52, h))
@) e ﬂ"

Ey

Niaon il minimo numero infero positivo tale che (n.° 52, ¢)),
per ogni pseudointervallo £ di (e, b), di misura minorve di -,
i
si-abbia sempre

3) i J f@)d
s

1
/m{};,.}
RRAL TR

(1) Cfr. G. Varavr, Swlle funzioni ad integrale nwflo. (Rend. del Cir-
colo Matem. di Palermo 1903, t. XX}; Swi gruppi di punti e sulle funzioni
di varviabili reali. (Atti della R. Acead. della Scienze di Torino, 1907-08).
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& cousideriamo una qualsiasi snecessione D di intervalli, non
nulli € non sovrapponentisi di (a, d), vicoprente interamente K.,
e tale che la luighezza complessiva dei suoi intervalli risulti

minore di mf_E,.}—|—;?. In ogni intervallo di D I’ integrale

. della fiz) & nullo, in virth della (1), e, pertanto, € ugnale a

zero lo stesso integrale esteso a tutta la successione D.
D'altra parte, i punti degli intervalli di D che non ap-

partengono ad L costituiscono nno pseudointervallo £ la eui

e ; 73 :
misura ¢ minore i o &0 esso vale la (3); Iintegrale della
Jix) esteso a tutti gli intervalli di D & dunque maggiore di

-_m(i,_f}} o3 f.ln(E,.._] ie fm(iﬂ-‘,)

r or 2

£

— 0.

La eontraddizione, a eni siamo ginnti, prova che & m{l,) =0,

I’ insieme /. & un componente di 77, ,,, e I'insieme £
el punti di (¢, B) nei quali & f(z) >0 &, per la proposizione
~del n." 41, 4), uno pseudointervallo di misura

m(E) =limm(FE,) = 0.

¥ oe—=

Parimente risulta ~uno pseudointervallo di misura nulla
Pinsieme dei punti di (a, ) in cui & f(z) < 0, e resta provato
il lemma enunciato. :

b) Supposta f () integrabile nell’ intervallo (a, b), la fun-
zione integrale

Fiz) = b[f(.’c'] dz

¢ (0" 57) assolutamente continna ed ammette (. 16 e 45)
in quasi tatto (a, b) la derivata F'(z) finita, la quale verifica
(n." precedente) la relazione

b
x

[#(@ie = F@) — 1w = P,
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per ogni  di (a, b). B cosl, per tutti gli = detti,
ﬂ F(z) — f(x) dx = 0,

donde segue, per il lemma dimostrato in «), che, in (uasi-

‘tutto (a, b), ¢ I'(2) = f(2). Dunque, la funzione integrale delia
Sunzione f(z), integrabile in (@, b), ammelle in quasi-tutio

tale intervallo, questa funzione cone derivata (1),

§ 4. INIBEGRAZIONE PER PARTI E PER SOSTITUZIONE,

61. - Integrazione per parti. i
Se, well intervallo (a, b), la funzione f(r) ¢ assolutamente
f &

continmue e la funsione g(x) ¢ integrabile, posto G(x) = (g(-m'}(lx Gt
! A

cost, ¢
5 .

5
J)gle)de = f(b)G{b) — fla)Ga) —j@(a:)f’(x)dm,

(4

intendendosi che sia f'(x) =0 14 dove la derivaia delle f(x) noin
esiste finita (*). .

Si ha, infatti, che il prodotto f(x)G(x) & (n. 16, /) una
funzione assolutamente continua, essendo tali la f(x), per dato,
e la G(v), per la proposizione del n.° 57. Per i nl 16 ¢),
45 d) e B9, esiste dunque, in quasi-tutto (a, b), la derivata del
prodotto considerato, e si ha :

£()G(w) = J" D [f()6 ()],

Ora, avendosi, in quasi-tutto (e, b),
D[ fie) Giz)]=1(v)G (%) + f(z) ¢(z),

(") H. Lpprsaur, Legons sur U inlégration ele, pp. 124-125.
=) 1, Lespscur, Sur les intégrales singuliers. (Ann. de la Faculté de
Toulonse, 3¢ 8, 1, pag. 46),
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si ha pure
Fi@)6(®) = |70 G\l + j Frdgla)de,

o

donde la proposizione da dimostrarsi.

62. - Insiemi corrispondenti secondo una funzione assolu-
tamente continna.

a) Sia ¢y = flr)una funzione assolutamente continua,
data nell’intervallo (a, b), ed E, indichi un qualunque insieme
di punti appartenenti a %uest’ intervallo. Detti ¢ ¢ d i valori
rispeftivamente minimo e massimo della fix) in (a, D), ad ogni
punto @ di (a, b) la y = flz) fa corrispondere un punto (el uno
solo) y di (¢, d), e all’insieme L, un insieme F,. Se¢ E, &
chiuso, risulta chinso anche F;, per la continniti della fun-
zione considerata. Dimostriamo, allora, che, se I, ¢ un insieme
chiuso di (e, b), tale che sic m(li,) >0 ¢ che in ogni swo
punto la derivata 1'(x) esista finita ¢ maggiore @i zero, allora
¢ pure m(E,) > (.

3
Dalle ipotesi fatte, si ha ‘_)“"[\m)ti:@;}('}. d invero, posto
; .
glzy= 72 in !H_,,. e glx) =0 nei punti rimanenti di («, b),
) &

si ha J‘-.f’ct;‘u = “g(_a:'}d-:c; e se fosse [f’rl:e;:ﬂ, si avrebbe [g( w)de =10
B L3 B

% T
L o F ok PPl

&

ed anche ]g(g;)dq;:(}, per ogni @ di (a, b), per essere sempre
L

(1]
glx) = 0. Allora ne verrebbe, per il n.° 60, glz)=0 in quasi-
tutto (i, b), contraddicendo al fatto che .in J,. & g=—7" >0,
con m(k,) =0,
Per 1'integrabilita della £'(x) in («, b) e per la proposizione ¢)
del 1. 52, si puo rinchindere E,. in un gruppo di un numero
finito di intervalli z, non sovrapponentisi, in modo che sia

[',J’" | dz = 1} ‘T}‘"’d-.r-.
(3 - ' 'I‘J .

bt )

= 3 o

Indichiamo con « lo pseudointervallo formato dai punti
di o che appartengono a F, e da quelli nei quali la #” esiste
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e L et : :
ed & <0. Ejlj’d:r- 2ok [_3‘ dz. Sia z, il primo termine di 2 per
it
A

i by

il quale & ‘j"’d:z:'} 0, e indichiamo eon F () la parte di /7,
0

contenuta in «,, e con L, (z,) la parte corrispondente di 1.

Sia poi 3. un qualsiasi gruppo di un numero finito di inter-

valli, non nulli e non sovrapponentisi, di (¢, d), vaechindenti tuiti

i punti di I, («,) in modo che ogni punto di questo insieme sia

interno ad un ¢.. Mostriame che & 2’.5,.2!_}‘”"(&3. Consideriamo
e ! o/

un 3, = (y,—,, ¥.). Per la continnitd della f(2), esiste al pin un
vumero finito o un’infinith numerabile di archi della earva
rappresentata, su o, dall’equnazione y — f{z), i quali sono con-
tenuti nella striscia limitata dalle rette y—4y,_,, y—=9. e
hanno ambedue gli estremi salla reita y —y.—, o sulla y=y.,

oppure un estremo sulla. prima e altro sulla seconda, oppure

(e questi non possono essere che due al piti: il primo e 'altimo)
un estremo su una sola delle due retle dette e Paltro com-
preso fra esse. A questi archi eorvisponde nn’infinitd numerabile,
al pity, di intervalli . di «,, non sovrapponentisi. Portiamo

la nostra attenzione su Z | f'dx. Per quegli e @ per i quali ¢li
% PR

estremi dell’areo corrispondente sono ambedue su y=w,_, 0
ambedne su y=y., I"integrale della /' &, rispettivamente, uguale
Sy — e —0 o9 —a,.=—=0. Per quegli altri, clhe sone in
uumero finito (per la continuitd della fiz)), si ha immediata-
mente che la somma degli integrali della 77 ¢ data da ¥"— ¥/,
dove y' & l'erdinata del primo estremo del primo arco, e ¥’
quella del secondo esiremo dell’ ultimo areo. Si ha dungue

donde

Gl intervalli e (r =1, 2,..; s==1, 2,...) sono tutti non
sovrapponentisi @ contengono tutti i punti di #,(=,). Il percid
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5 == [}‘"cim. (Questa disnguaglianza, valida per ogni sistema 3

e/

= 4
(ar)

ra whifulent-e nel modo detto, i punti di ¥, («,), mostra () che &
m{e) :=-J'j dz 0. Segue m(l,) > m(E () >0, ¢ la_ pro-

posizione & tllmo‘stmra
h) Come conseguenza, si ha:

Se ad un insieme I, di (a, b) corrvisponde, secondo la
Junzione assolutamente continua y == flx), wno pseudointer-
callo By, di miswra nulla, in guasi-tutto L, ¢ f'{w) = 0.

Supponiamo, dapprima, ehe £, sia uno pseundointervalle.
Se la sua misura & nulla, la proposizicne ¢ evidente. Nell’altro
caso, detfi K, e I," i componenti di £, nei quali & rigpelii-
vamente f(x) >0 ¢ f(z)=20, affinché il teorema non sia vero
¢ necessario ¢he uno almeno di essi (entrambi psendo-infer-
valli, per il n.° 43, b)) sia di misura maggiore di zero. Sia, per
lissare le idee, m(IZ,) > 0. Indichiamo con k£, un componente
chinso di F,, di misura > 0,-e con If, la parte (,ou-mprm-
dEnte di 1,. Per la proposizione sopra dlmosh‘tm, & m(ll,) >0,
e questo contraddice all’ ipotesi fatta, che ciod l’mmemu Fys
il quale contiene F,/, sia di misura nulla.

" Supponiamo ora che /£, non sia uno psendointervallo.

Poiche, per ipotesi, ), ¢ uno pseudointervallo di misnra nnlla,
esiste almeno una legge chie faccia corrispondere, ad ogni
infero positivo n, una successione D" di intervalli, non nulli
e non sovrapponentisi, ricoprenti [ubemmeute F?. per la

1
quale sia m(D'™) <.

2

Seegliamo una di queste leggi. Ogni successione D &
uno psewdointervallo; I'insieme dei punti eomuni a tutti questi
psendointeryalli I'indicheremo con &,. Per la proposizione
del n.* 41, R), &, & uno pscudointervallo; esso poi, per il modo
nel quale & stato otlenuto, contiene interamente lo psendo-
intervallo £, ed ha, come questo, misura nulla. Ad ogni
punto y di (e, d), la y= f(z) fa corrispondere uno o pit
punfi 2 (anche infiniti) di (@, d); ad ogni intervallo, uno pseu-
dointervallo (n." 43, b)), e percid ad ogni D™, pure uno psendo-

(1) Cfr. Nota (1) a pag. 118.
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intervallo (n.° 41, d)), c¢he indicheremo con .D,"™; e poiche
ogni D'™ contiene F,, cosi ogni D, contiene certamente .
Indicando eon &, lo pseudointervallo formato dai puanti co-

‘muni a tutti questi I,"", si ha che tale insieme confiene I,

ed ha per corrispondente 1’insieme &,. E siccome &, e &,
si trovano nelle condizioni del easo gia trattato, ne viene che,
in quasi-tutto &,, ¢ f(x)=0. A fortiori, & f(¥)=0 in qnasi-
tutto ..

63. - Integrazione per sostituzione. Teorema di De la Vallée
Poussin ().

Sia () une funzione assolutamente continua nell’ inter-
vallo (t,, 1), in ogni punto del quale soddisfi alla doppia disu-
quaglianza a < @(t) = b; sia poi flx) una funzione integrabile
in (a, b). Se il prodotto flp(t)'(t) — nel quale si pone ¢'(t) =0
la dove la derivate della o(t) non esiste finita — é integrabile.
tn (tn! t,), posto ¢(t,) =, e 2(t,) ==, ¢

Jf @) —J fTo)} (.
Supponiamo, dapprima, la j‘(:s) limitata. Allora, posto

Fle)= j‘f iz e Flo(t)] = D (1),

la @(t) risulta funzione assolutamente continua nell’ inter-
rallo (2, t,). Ed infatti, qualunque siano 2 e 2" di (a, b), &

T/

Fz"y — F(x’.) = !tf(iu}dx ="' — )8,

con ‘A non superiore al limite superiore di |f{z)|in (a, b), e
la IY(z) e, pertanto, nell’intervallo detto, a rapporto incre-

(Y Ch. J. DE LA VALLEE PoussiN, Cours @ Analyse, T. 1 (38 édit.)
p- 283, & Sur U'intégrale de Lebesgue, (Transactions of the American Mathe-
matical Soeiety, vol. 16 (1915), pp. 465-468). Nell'ipotesi che la <[t sia
non decrescente o non crescente, il feorema trovasi gia in H. Lupesare,
Sur des intégrales singwliéres (Anmales do la Faeulté de Tonlouse, 3¢ 8., T,
P 44).

TosiLLT - Vol, 1. 12
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mentale limitato. Segne allora (n.° 16, ¢), Osserv.), dall’assoluta
continuita della o), quella della ®(¢); e segue anche (n." 59)

a t,
(1) Jeyde = Flz,) — Fla,) =@ (1) — O (t,) = @' (¢)dt.

L3
&£y 1y

Indichiamo con ¢, I'ingieme dei punti di (z,, t,) nei quali
esistono, finite, ambedue le derivate ®(t) e ¢(t). B ¢ uno
pseudointervallo ¢ la sna misara ¢ ¢, —¢,. Diciamo poi ¢,
il eomponente di ¢, nel quale & ¢'(t)==0; F, I'insieme i
(@, b) nel quale la derivata F'(x) non esiste finita ed uguale
a flz); £, Pinsieme dei punti di (¢,, t,) corrispondenti se-
condo la x=¢(?) ad E.. Per il n. 60, E, & uno pseudointer-
vallo, ed & m(F,)=0; per il n’ precedente, ¢ percid, in
quasi-tutto 2, 9(¢t) = 0. Dunque i punti comuni a ¢, e a I,
formano uno pseadointervallo di misura nulla, e, in quasi-
tntto ¢, &

(2) D) = Fle(t)#'(t) = flop()]z(2).

Nei punti di e, esterni ad ¢,, nei quali si ha donque
%'(f) =0, si ha pure ®(#) = 0. Kd infatti, avendosi

Dt -0 — D) Pt -+ T) — p(t)

I j fd h

Ft)

bz, I),

con | 0(f, k)| minore o uguale al limite superiore di |/ in (a, b),
si ha per h=0, se & /(1) =0, D'(t)=10. Si pud dire, qlundl
che 1’11guaglian?a (2) ha Inogo anche nei punti di ¢, esterni a ¢/,.
Tale uguaglianza, valendo cosi in quasi-tutto (¢, r) di, nmita
alla (1), la formula da dimostrarsi.

Osserviamo, prima di proseguire, che, nel caso sin qui
considerato, I'integrabilith della f[(t)]%/(t) & nna conseguenza
della (2).

Liberiamoei ora dall’ipofesi che la fix) sia limitata.

Poniamo j},{m):f’ ) dove ¢ |flz)|=n, o f,(z)=0 negli
altri punti di (e, §). La f,(¥) rvisulta quasi-continua e limitata
in (&, b), e ad essa si app]:ca- quanto abbiamo gia stabilitod :
& dunque : '

i .fl
I Talz)de = ‘f,; [g(t)]2'()dt.
‘e ~ t':': >
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.-'LVBHdOh‘i, in tutto (%, ti)! ..f':-lf'?(ﬂlli?'(ﬁ)': = ?‘ECP(”]‘P@)n ed
essendosi supposta integrabile la flp(t)|o'(t), per le proposizioni
dei n.i 45, b) e b4, ¢), abbiamo, per n — oo,

fy

1y
[ ristere wa — [z wa.
i £

Iissendo, d'alfra pa.l'te',
@y ‘:’F'I
‘.f nf @)l — J_;"{:v):lx,
b

&0 ha ancora la formula da dimostrarsi.

b) Nel teorema precedente & superfluo supporve U inte-
grabilita del prodotto 1Tp(t)p'(t) se la f(x) & limitata, oppure se
la 2(t) ¢ sempre non decrescente o sempre on c¢rescente, Per
quanto rignarda il caso della fiz) limitata, cid & gia stato
ossérvato pilt sopra; supponiamo pereid la o(f) sempre non
decrescente (erescente). La funzione O(f) = Fp(t)] visulta asso-
Intamente continua, per la proposizione del n.” 16, g), essendo
Lz) e »(t) ambedue assolntamente confinne, e valgono, per-
tanto, le ngnaglianze (1) e (2), Nei punti di ¢, esterni a ¢,
avendosi g(t) =0, ¢ flp()z(t) =0 e guindi

31 [ Tp)le'(2) = D),

e questa disuguaglianza, in forza della (2), vale cosl in quasi-
tutto ¢, e, pertanto, in qnasi-tutto ( s 0. Verificandosi poi.
la (2) in quasi-tutto ¢4 la Fle())e'(t) ¢ in ¢, gnasi-continua,
come la P'(t) (n.” 45, d)); in qnam-tutt() il complementare di
¢y, rispetto a (1, t,), & pol fl=(B)]2 (1) =0, e percid fuori di ¢
la fle(t)]e(t) € ancora quasi-continua. La stessa funzione ri-
sulta, pertanto, quasi-continna in tutto (¢,, £,) (n.” 47, 0)).
Dalla (3) segue allora (n.” 52, h ) integrabilita della Flp(0)]e' () |
¢ (uindi anche della f[p(t)]g'(2).

5 5. CALCOLO DELLA LUNGHEZZA DI UNA CURVA.

64, - Derivata della lunghezza dell’arco di eurva.
Consideriamo la eurva continua e rvettificabile C, definita
dalle equazioni
P=g(th “y=y(t), (@, b)
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Per la supposta rettificabilita, le () e y(t) sono funzionk

a variazione limifata in (@, b) (n.° 8). Indicando con s(¢) la
lunghezza dell’ arco di € corrispondente all’intervallo (a, 1),
la s(t), come funzione mon mai decrescente, ¢ anch’essa a
variazione limitata in (a, b). Hsisteno percido (n.° 45, d)), in
quasi-tutto (a, b), le devivate 2'(¢), y'(1), $'(t), v esse sono inte-
grabili (n.° 58). Di pin, la §(f), ove esiste, & = 0.

Dal teorema del n.” 12, (') abbiamo che, ad eccezione al
pitt di uno pseadoarco di € — che indicheremo con €, — di
misura nulla, in ogni altro punto P &

2
(1) lim — =1,
},,__._PI)PF 7

dove P’ & un altro punto, variabile anch’esso sulla €. Sia Q.
I’insieme di (@, ) corrispondenteé a L, seeondo la eorrispon-
denza determinata dalla funzione s=—s({) fra i punti di (e, b}
e quelli di (0, L), dove L indica la lunghezza della curva C.
Per tale corrispondenza, ad ogni punto t di («, b) corrisponde
un punto ed nno solo s di (0, L), mentre, ad ogni s di (0, L),
corrisponde o un punto ¢, oppure nn intero intervallo di (a, b).

Supposto e« <~ b, ad ogni intervallo (s,,s,) di (0, L) corri-
sponde poi sempre un intervallo (¢,, t,) di (a, b), ed & (n.° 58)

s, — 8, st’(t)d.s, perché qni & sempre | (1) | =¢'(t) e la varia-

. E’
vione totale della s(f) in (¢,, £,) © precisamente data da
“s(t,) — 8(t,) =8, — ¢, . Ad ogni sueccessione di archi di €, rico-
prenti interamente 2., corrisponde una successione di inter-
valli di (@, b): 8., B,, 48y s, ricoprenti interamente Q;, e
si ha, se o ¢ la somma delle lunghezze degli archi detti,

5> .‘st'(t}dt ,

.
&

e

Si scelga arbitrariamente un numero positivo = e si
prenda come successione di archi di G, ricoprenti ,, 'ultima
successione considerata al n.” 12. Poi si costruisea una se-

: € \ i
conda successione sostituendo ad ¢, ;e cosi, sostituendo ad e,

(1) V. anche la Nota (4) della pag. 140.
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=2 3

o y=oy ey 81 costruiranmo «elle snceessioni di archi
2__),:' !21)«! 2

wia via

&
in numero infinito. Quella, (p - 1)==2  corrispondente a o

ayra per somma delle lunghezze dei suoi archi oy {mn onde

Sp4s— 1), per p--oo. Corrispondentemente alla (p -+ 1)#™* sue-
cessione (i archi, avremo la sueeessione 2,7+, 3 @40 5,0F9, .,
di intervalli di («, b), ricoprenti Q, e formant uno pseudo-
intervallo @+, Indichiamo con £, Vinsieme dei punti co-
muni a tutti questi pseudointervalli. E, ¢ anche esso uno

psendointervallo (n.° 41, h)) e contiene Q,, ed &

Sy ,_«LJ (tydt = l s'(t)dt .
By i1 Ia
Hssendo 7, -0, :
J s(t)dt =0 .

Ey
Dungue, in guasi-tutto I, e quindi anche in quasi-tuito Q.0
2 8ty =0 (n.° 60, a)). Cio osservato, sia ¢ un punfo di (@, b)
non appartenente all’insieme Q,+- 1, dove I & lo psendoin-
tervallo, di misura nalla, nel quale una almeno delle deri-
vate (1), y'(2), §'(z) non esiste finita. Sia poi t, un altro puntn
qualsiasi di (a, b): Detti P ¢ P, i punti mrrmpondenh di @

[at,) — 2] + [y(t,) — YO = PP,

e vale I’nguaglianza

e el e

!

nel secondo membro della quale si porrd lo zero qualora sia
s, =&, vale a dire P, coincidente con P. Passando al limite

=

per ¢, —t, si ha, per la (1),
')y (1) =s"(t).

Se poi ¢t appartenesse a Q,, pure essendo sempre esterno
a I, si avrebbe, in virth della (2),

2 (t) 4y () <s°(1).

]
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I poich¢, in quasi-tutto Q,, & s(t)=0, la precedente
uguaglianza risulta verificata anche in quasi-tutbo L,. Con-
cludendo ('):

Se la curva continua C ¢ rettificabile, cioé se le coordi-
dinate del swo punto corvente, w(t) € y(t), sono « variazione li-
mitata, & in quasi-tuito (a, b),

&)y (1) =5"(0).

Tnoltre, per ogni t per il quale esistano finite le @, ¥, .
¢ sempre vevificata la disuguaglionza

ra:'z(t) + ﬁ{t) = s’gft).

G5. - Lunghezza di un arco di curva.
t
Supposto @ <~ b, avendosi, per il n." 58, s(f) zf.«r'{t}rft, dalla
2

proposizione del n.” precedente si ricava
BSOS ) K B
s(t) >J Va'(t) + y (0 dt.
(22

Supponiamo ora che le «(t), y(t), siano, in (a, ), assoln-

tamente continne, Per la proposizione del n.” 17, risulta asso-
j ;

Litamente continua anche la s(f) e si ha (n.” 59) .\r{t):‘ s(t)de

&

onde (n.° preced.)
t
sty =\ V(1) + o (D) dt.

s

Viceversa, se tale uguaglianza vale per ogni ¢ di (a, b},
per il che ¢ necessario e sufficiente che valga per t =10, come
risulta dalla disuguaglianza seritta pitt sopra, la s(t) ¢ assoln-

() Cfr. L. Toxnerry, Sul differenziale dell’ wreo di enrea. (Rend. R, Ace,
dei Lincei, 18906 (1" sem.)). La stessa formula era gia siata dimostrata dak
Leeesaur (Lecous sur Iintdgration ele, p. 126) nel easo delle x(7), y(th
a rapporte inerementale limitato.
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tamente continua (n.” 57), e tali devono essere pereid anche

le w(t), y(t), per la proposizione del n.” 17, gia ricordata. Si
ha cosl il teorema:

Condizione necessaria ¢ sufliciente affinche si abbia, per
ogni t di (@, b) (od anche solo per t =1b) — supposto «"b —

|
(1) ' s(l) = Vi’ -1—?3;'2dt,

(1]

¢ che le x(t), y(f) siano funzioni assolutamente continue (*).

§ 6. SUCCESSIONT CONVERGENTI,

titi, - Teorema sui moduli delle derivate (7).

Se la successione W, W, Wy di insiemi di funziond,
date, ciascuna, in un proprio intervallo ed ivi continue ¢ «
variazione limitata, converge wuniformemente verso uwna fun-
zione I(v), definita in un intervallo (a, b) ed ivi assoliutamente
continua ; se, inoltre, la suceessione L, L ycy Ly, degli in-
stemi L, formati con le lunghezze 1, delle curve y==f,(x),
(tny Do) — dove fo(z) ¢ una qualsiasi funzione di W, — con-
verge verso la lunghezza L della curve y=I'(z), (a, b); allore,
preso ad arbitrio un numero positivo =, ¢ sempre possibile di
determinarne un altro 2, ¢ con esso un intero positivo n, in
modo che sia

";-1}:’('—3) | d < Sy
=

in ogni pseudointervallo I di (a,, b,), di misura minore di 3,
¢ per qualungue 2> .
Siccome ¢

|.fn.’ : = ‘.'ﬁ 1 _|__fn ”’

i1) Questo teorema fu datoe, nella forma del testo, in L. Toxenri, Sulla
vetlificazione delle carve. [Atti della R. Acead. delle Scienze di Torino 1907-
908). Cfr. anche L. ToNerni, Swlla lunghezza @i una eurva. (idem, 1911-12),

Una condizione sufliciente per ln validith della formula (1) ern gid
stata data, in forma meno generale, du H. Luseseur, Lecons sur Iinté-
gration ele, p. 125, .

2 Cfr. L. ToNELLL, - Successioni di ewrve ¢ derivazione per serie. (Rend.
R. Acend. dei Lineei, 1916 (17 sem.), pp. 86-88).
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e percid
‘ Tolde = f\“ + o dz (),
* b
risulta subito che basta dimostrare la proprietd indicata per
Vintegrale di V1--f," .
Fissato un numero positivo 7, determiniamo 2 > 0 in modo

che, per ogni pseudointervallo & di («, ), tale che sia m(8) <~ 3,
si abbia (n.° b2, ¢)) :

(1) f\j]_:i— Flde < 7

In virtih del teorema del n.’ 28, I'insieme W, delle
dervivate f,’, converge approssimativamente verso la F'(); ed

avendosi, nei pnnti comuni ai due intervalli (a,, b,) e (a, ),

ove esistono finite ambedne le f,' o 17,
B S et S S g

anche Vinsieme U, delle V1 -1, converge approssimativa-
meiite verso V1--F". Indieando, pertanto, con I, lo psewdo-
intervallo dei punti, di uno almeno dei due intervalli (@, , b,)
e (a, b), in eni non esistono finite ambedue le £, e F o non &
| \r"jl.+'fnjg-_ 'V-l % FE ‘ = ij

si ha, per ogni n maggiore di un certo n,, m(I,) < 2.

Sia ora 1Y un qualunque pseudointervallo di (a,. b,).
Posto  F= F—FI,. & hsa

_ j V141, dw zj\r 1 f, de :J VIt P de 4
5 E

e

) [Viar, e —j\fl e | > (VU Tae — i)
& F fT

(Y Llintegrabilith della | 7,/| & stata provata al n.® 58; quella della
V14 £.% visulta da quanto si & detto al n.® 67, od anche dalla disngna-
glianza A1 4-£.5 < 14| £ .
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ed anche, se F(a, b) & I'insieme dei punti di ¥ ehe appar-
tengono ad (a, b),

ZJ‘V L+ Ide —J Viy Fldz — ym(E).

g, '¥) g, ) — E

T

Siecome £ & contenuto in (¢, b) e K, b) —L
nuto in I,, supponendo n > n,, si ha

¢ conte-

m(E) <b—a, m| Ela, b) — B < m(L.) <3

e percio, per la (1),

. J.\"(Il—f?tlﬁl ZI\G 4 1" — Nl 4 b—a);
E

Fta, b)

= - / 2 __: ST E
e supposto v T o

e s R ey :
(2)- jv] ~+ fu de i'J\ R L e
B : Ea, b)
Dopo ¢id, scegliamo un intero 1 maggiore di n, e tale che,
per ogni n > i, sia L, <7 L —|—;

* Avendosi, per Iassoluta continnitd della F(e), (n.” 63)

]
7 —j\f’ 14 Fldw,
ed anche

by
1. :?‘f\f 1_-|-?2 dz,

L

indicando con (!, il eomplementare di F rispetto ad (a., b,),
possiamo serivere
bi
i b 7 cl st o e £ LR
Jm\ﬁ —i—j'.{"d-.z: ~|—j Vi A4 f e <la <L+ 1 —_—-J Vi
E 0, : a

+_ x4 i,
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e applicando 1a (2) a C,;

J‘\l"f"'fu dx— <J7\/1+f‘wzd'r—"'\1+ragf?b j.
s

Oy, by

Osserviamo qui che i punti di (@, ) che non. fanuo
parte di C,(a, ) appartengono o a Fla, b) oppure agli in-
tervalli di (a, b) esterni a (a,, b,). Questi ultimi sono con-
tenuti- in I. e danno, per la (1) (es&endu m(I,) < &), al-

- P i
Pintegrale di V1 - I"* un valore <y <

La disnguaglianza precedcutp puo duur]ue seriversi

J‘\’Kl —l—“?'n dx — (\/l—r—] ‘da -2 e

Ha B)

e ne viene, se & m(F) <=3, per la (1),

‘.\ 17, N

i

gualunque sia n, purché maggiore di ut, e qualunque sia la 7,
. W
. by’
67. - Teorema sul limite di I| fn'(@) — I(%)| de.
' g

@) Se la successione U rr Wagiiss Wigsasey @0 dAngiemi. dt
Junzioni, date, ciascuna, in wn proprio intervallo ed ivi con-
tinue ed « variazione limitata, converqge wniformemente verso
una funzione Ifx), definita in un intervallo (a, b) ed ivi asso-
hitamente continwa ; se, inoltre, la swecessione Ly, L,y Lyyyon,
degli insiemi L, formati con le lunghezse 1, delle curve y =1, (),
(y, b,) — dove f,(x) ¢ una qualsiasi fungione di W, —
converge verso la lunghesza L delle curva y= Iz), (a, b),

¢ Per . — oo,

T |

dove (a,', b)) indica Vintervallo che contiene (a, b) e (a,. by)y
e nel quale le f,' e I si porgono wguali a zero quando now
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esistono finite, ¢ dove il primo membro della formula scritte
rappresenta U insieme dei valori, dell’ 'é-nteg-mh* e esso indicato,
relativeamente « tutte le funzioni f, di W,.

Per la proposizione del n.° precedente, preso ad arbitric:
un ez 2+ 0, possiamo determinare un >0 e un indice 7 in
modo che sia, per ogni n - i e per ogni pseundointervallo I
di (@, b,), di misura <2,

(1} j|,fﬂrfﬂ7). dm'{ =
#

Possiamo poi, in virtlt della proposizione ¢) del n.” 52,
supporre il 5 tale che, nella parte Ele, d), di ciasecuno degli
pseudointervalli detti, contennta in (e, b), sia anche

@) ) e < <.
Eia, b)

Dalla eonvergenza approssimativa della suecessione degli in-

siemi delle 7, verso la I"" — assicurata dalla proposizione del
n.° 28 — possiamo, infine, in corrispondenza di = ¢ 2 deter-

minare un indice n, > i tale che, per Ofrnin‘}'n e per cia-
seuna 7, di W,, lo pseudointervallo £, t]&l plmu di ano
almeno dei due intervalli (a., b.) e (a, b), in ecui non esi-
stono finite entrambe le £ e " o non & i,?",,’— Bl =, igin
di misura minore di 2. Indicato allora con FE." lo pseudoin-
tervallo dei punti di (e., b./) che non appartengono ad F,.
abbiamo

hu’
J'.)",f S ligm e [ fu — F' | dw —|—j| fuii — I | dz,
P, (B %,

e persle (1) e )
b,

J‘Hn — I th;«."t{b_n+1) 4B E,

]

451

cio che prova la proposizione enunciata.
b) Dalla proposizione ora dimostrata segne, come co-
rollario:
Se Flx) ¢ una funzione assolutanmente continuwa, in tutto
Uintervallo (a,. b)), ¢ 4 & un nwmero positive arbitrario, si




188 Capitolo quarto

possono  determinare altvi due nwmeri positivi p ¢ % in modo
che ‘ogni Junzione flz), definita in un intervallo (a, by ¢ ivi
continua ¢ a variazione limitata, appartenente propriamente
all’ intorno (p) della T(x) e soddisfacente alla disuguaglianza

[

(1) J F@)— F'(@) | ds> 2,

a’

— dare («, ) indica U intervallo ¢he contiene (e, , b)) e(a,b),
e nel quale le f' ¢ "' si pongono uguali @ zero dove non esi-
stono finite) — verifichi anche I altra disuguaglianza

(2) , 1 — L >3,

¢ L essendo le lunghezze delle curve y=fix), (a, b) ¢ y—= F(x)
(@, b,), rispettivamente.

: Per ogni i’nteru, positivo, », indichiamo con TV, la tota-
litd delle funzioni f,(x), continne e a variazione limitata nei
rispettivi intervalli (a,, b,) di definizione, appartenenti pro-

?

R . 1 ;
priamente all’ intorno (;:) della I'(x) e soddisfacenti alle di-

snguaglianze

ilﬂ_!*‘:{“_: 1,
n
b’
(3} J‘ .}f.ifrl_ﬁ:} T }‘v(ﬂ?) de = A

b_nppostu che, per ogni n, 1V, contenga qualche elemento,
si ha la successione

W Wit Wi

di insiemi di funzioni, convergente uniformemente verso la
funzione I, e la corrispondente suecessione L, , L,, ..., o i
degli insiemi delle Iunghezze I, convergente verso L. Per
quanto abbiamo detto in «), abbiamo danque che la sucees-
sione degli insiemi di integrali :

B’ :
/4488 i o )
’J |1 — F |d:1?:{_'n. = Ju 2l

ay”
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converge allo zero, ¢id che contraddice alla (3). Risulta dunque
che, per un certo valore n’, W,, non contiene elementi, vale
a dire, tutte le funzioni f(x) tontinue e a variazione limitata,

|

appartenenti propriamente all’intorno (%) della Iw) e soddi-

sfacenti alla (1), soddisfano anche alla

|z—L|>“]'..
H

68. - I Teorema sul limite delle Innghezze.
La proposizione dimostrata in «) al n.° precedente am-
mette la segnente reciproca:

a) Se la successione W,, W, o Wi, di insiemi di
funzioni, date, ciascuna, in wn proprio intervallo, ed ivi asso-
lutamente continue ('), vonverge uniformemente verso una jim-
zione F(z), definita in un intervallo (a, b) e ivi assolutamente

continua ; se ¢, inoltre, per n--o2,

i’
i WP R Rl

gy

dove 1,(x), (y, by) @ una qualsiasi fungione di W, , e (@, b))
o Iintervallo che contiene (ay, b.) e (a,b) e nel quale le " ¢ I
si pongono wguali allo zero quando non esistono finite ;

Ta suwccessione Ly, Ly, ey Linyoey degli insiemé L, formati
con le lunghezze 1. dellp curve y= fu(x), (4, b.), tende, per
2i—o0, alla lunghesza L della cwrva y = Flz), (@, D).

B, infatti, per il n.* 65,

b § b :
oo (\-’1 T :I V1+ F” de,

n

(1) 8i noti ehe, mentre uella proposizione del n.” preced. abbiamo
supposto la fi soltanto continua e & yvariazione limitata, qui invece la
ammettiamo  assolutamente -continua, Mancande [Masseluta continuiti
della £y 11 teorema attuale pud ecadere in difetto, come & facile verificare.
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e pereid

b'l,
o 7 f VI~ N i =
b‘n/ T by
< | VI £F = VI 77 e < J" = B
ﬁ‘-n' F a-/

¢id ehe prova la proposizione enunciata.

b) Dal precedente teorema, con ragionamento analogo
a quello usato al n.* 67, b), si ottiene :
% Se I'(@) ¢ une funzione assolutamente continua in tuito
Pintervallo (a,, b,), ¢ se¢ 3 & un numeroc positive ar bitrario, ¢
sempre possibile determinare altri due nwmeri positivi o ¢ » in
modo che, ogni funzione fizx), definita in un intervallo (a, b) ed
wa assolutamente continua, appartencnte proprianiente all’ in-
torno (p) della I'w) e soddisfacente alla disuguaglicnza

P e

= d'.c_)ve I e L sono le lunghezze delle curve y—= f(x), (@, b) ¢
Y= (), (a,, b)), rispettivamente — verifichi anche 1 altra
disuguaglianza

bt

‘I}‘ @) — Py | da > 7,
dove (a/, U') ha il solito significato.

69. - II° Teorema sul limite delle Iunghezze.

Conservando le notazioni, del n.® 29, abbiamo Ja seguente
proposizione, qh@ ¢ precisamente la reciproea di quella con-
tenuta nel n.® detio:

Se la successione W, W, ..., W, ..., di insiemi di curve
continue (n.° 2) ¢ rettificabili, tende wniformemente ad una
cUTVE continua e vettificabile S, non ridotta ad wun sol punto ; se
inoltre, la successione T, T',,.., T, .., degli insiemi T, For-
mati con le langenti t,, (considerate solamente la dove #sisl‘-.ono)
(r:i’?e curve C, — @, essendo una qualsiasi curve dell’ in-
steme W, — tende approssimativamente alla tangente t delia @,
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¢ cido secondo la corrispondensa fissata, fra le C, e la C,

% $: allore la swecessione L, L ..., L,”.,_.,
degli insiemi L, formati cow le lunghezze 1, delle @, , converge
verso la lunghezza 1 della curva C.

Siano P, e P, due punti della curva € aventi ascisse
minima e massima, rispettivamente: Supponiamo distinte
(queste due asecisse; gnalora non fosse possibile soddisfare a
questa condizione, sostituiremmo le ascisse con le ordinate.
Indichiamo con s, e §,, rvispettivamente, i valori della Jun-
ghezza dell’ arco s corrmpomlentl ai due punti P, e P,. Con-
servando, come si & gid detto, le notazioni adottate al n.° 29,

abbiamo

dalla wguaglianza s, =

8

#

&, (31 tf) *t:,t( s )_ ful8) — Faulsy) _jf” ($)ds = L ru}s %nds,
£y
e poicheé, come abbiamo mostrato al n.” cilato, dalla tendenza
approssimativa della tangente ¢, alla ¢ segue che i coseni cosx,
convergono approssimativamente a cosex, gli integrali
s
J cos o, ds ,
Hu .
per il teorema d’integrazione per serie (n.’ 54, b)), tendono a
. .
! cos ads — z(s,) — :1:(3;,3.
.
L

“ =N ] * ?#l - -
Segue da c¢i0 che, se il rapporto ; bon si man tenesse,
3

per tutti gli » da un certo o in poi, distinto da 1 soltanto

per quanto poco si vunole, dovendo -esso, per ogni n da un
certo valore in poi, restare superiore di 1 —e, ¢on = positivo,
preso piceolo a piacere (cio perehe la W,, W,, ... converge

~

uniformemente alla C ('), la differenza
@8 b T | $ by
AT =TT

() Ed infatti, se, per infiniti valori di n esistessero curve @, aventi
limghezza 1, << T{1 —z), 1o lunghezza della € dovrebbe essere = L(1 — z),
per la proposizione del n.® 19, o).
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per certe curve &, — e cid per infiniti valori di n — si
manterrebbe superiore a x(s)) — @(s,) di una quantita 5 = 0,
Ora cid & impossibile, perché la differenza x(s,) — #(s,) rappre-
senta il massimo valore che pud avere la differenza fra le
ascisse di due punti qualsiasi della curva C e perché la sue-

cessione degli insiemi TV, converge uniformemente alla @.
§ 7. IN'HEGRALI CURVILINEL

70. - L’integrale curvilineo f Pdx + Qdy.

ia A un insieme di puuti del piano (x, ¥), e conside-
riamo, definite in questo insieme, due funzioni P(z, y) e Q(z, y).
Ammettiamo che queste funzioni siano continue nell’ insieme A,
ammettiamo cioe che se (z,, y,) & un punto qualsiasi del nostro
insieme, preso ad arbitrio mm numero positivo € >0, sia pos-
sibile di determinarne nn altro p in modo che ogni altro punto
(z, y) di A, distante da (2,, ¥,) per meno di 5, verifichi le due
disugunaglianze

i P'ifgll * ytl) = Ij("r! ?)‘.} | /""" & 2

| @@, ¥y)—Q, »)| <e.

Consideriamo ora una curva continua e rettificabile &
i eui punti appartengano tutti all’ insieme A, e detti M™ e M“’
i suoi estremi, primo e secondo, (cmncu]entl se la curva fosse
chinsa), dl?ldl&mo]d in un numero qualunque n di parti, me-
diante i punti MV = M, < M, < M, < ... < M, = M. Scelto
comunque, sull’avreo C(M;, M, ), un punto (£;, %,) e, detta =,
I’aseissa di M,, formiamo la somma

_E P&y, M) (Ziy, — 2,)-

Dimostreremo che, al tendere a zero di tutti gli archi
C(M;, M.y,), in cui la € & stata divisa, la somma precedente
8L avvieina quanto si vuole ad un »anre determinato e unico,
indipendente dal modo eol quale vengono scelti i punti (&;, 7;)
ed anche da quello col. quale i vari archi &(M;, M;,,) ven-
- gono fatti tendere allo zero; con maggior precisione, faremo
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vedere che esiste un numero finito, che indicheremo con Ia
serittura

jP{m, y)dz

e che chiameremo integrale curvilineo di Pdzx lungo la eurva C,
il quale gode di questa proprieti: scelto comunqnw an na-
mero positivo y, & possibile determinarne un altro & tale che,
se le lunghezze degli archi C(M,, M. ;) Sono ‘rnlie minori
di 8, sia

P{’i’ dx — “ P ) (2, — Ei}
a—l.}

e ¢io in qualsiasi modo sia preso il punto (E,, ;) nell’arco
CM;, M., )

Per la dimostrazione di quanto abbiamo dﬁernmto, con-
sideriamo la rappresentazione analitica della enrva & in fun-
zione del suo arco, o pil p:ummlmente, una sua rappresen-
tazione analitica qualunque

z=a(l), y=y), (1™, 1Y),

per la quale le funzioui (¢) e y(t) risultino, nellintervallo (¢, ¢ 2),
assolntamente continue. Per questa condizione, esiste (n.° 45,.d)),
in quasi-tutto l'intervallo detto, la derivata finita /(1) ed &
(n.” 59)

[fb’(ﬁ_}dt = (") — x(2).
%

Inoltre, & integrabile (n.” 53, ¢)), in tutto (¢, 1), la fun-
zione Pla(t), y(t)] 2(t), vale a dire, esiste finito I integrale
FALE]
Pz, y)z'dt.
e{m}

1)

Detta L la lunghezza della eurva @&, prendiamo : — ' o

)

determiniamo, in corrispondenza di questo ¢, un numero 3 in
modo che,se (z,y) e (2',y') sono due punti qualsiasi della ecurva @,
appartenenti ad un arco di lunghezza minore di 3, si d,]}h]l
| Py ) — Pla, y) | <“e. Cid & possibile perchd, se @ =g, (s),

ToxmLLL - \al 2 13
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y =), (0, L) & la rappresentazione della € in fanzione
della lunghezza dell’arco s, la funzione P(z,(s), y,(5)) della
variabile s & continua nell’intervallo (0, L) e quindi anche
mniformemente continua. Consideriamo una qualsiasi divisione
della curva © in avchi & (M, M), tutti di lunghezza infe-
riore a 3, e scegliamo comnnque (&, v,) in Q(My, M,..). E allora

W tiy
n—l1 : n—1 p iy : : :
'S Pl 1) By — %) — (Paypar=x firem—Paia,
X AL i ti

dove abbiamo indicato con t;, il valore di ¢ o il minore dei
valori di ¢ che corrispondono al punto M, (considerafo come
punto della &, non come punto del piano (xy)); ed essendo

| BEyy M4) — Pz, ?])| < &,

per (x, y) sullarco (Mg, M;y,), ©

: AL tily
n—1 . I Ee |
Y P, ) (@ — %) — fP(ft?, y)a:’dt' <€ |de't i< eL=m,
= J
at{n] frll]

per il n. 65. La nostra affermazione ¢ cosi dimostrata, ed &
~ dimostrata, nello stesso tempo, anche T’ nguaglianza

#o
J P, y)dx :'[P(:r-, ) dt,
- @ 0

la quale riduce il calcolo dell integrale curvilineo di Pdxr a
quello della funzione Pla(t), () ]a'(t) nell’ intervallo (12, ).
Analogamente si definisce 1'integrale curyilineo di Qdy:

\ Qx, y)dy.
Q@ !

La somma dei due integrali cosi definiti si rappresenta
con la serittara
JPd-.‘a: + Qdy

] =

=

e si chiama integrale curvilineo di Pdx -1~ Qdy lungo la curva &.
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7
Da quanto si & detto sopra, risulfa stabilita la proposizione: sd
xw=a(t), y=yt) @, )

¢ una rappresentazione analitica della curvae @, con x(t) e y(t)
funzioni assolutamente continue in tutto Uintervallo (17, t2), é

i
de:r 4+ Qdy = ‘[[’(m(t}, y(t)) @'() + (1)), yit) iy (8)]de.
fe o

Il secondo degli integrali che qui figurano st serive anche,
pit semplicemente,

(P2’ —+ Qu')dt.

(o

71. - Teorema di indipendenza. .

Diremo che Pdx 4 Qdy &, in un panto M di 4, i1 diffe-
renziale totale rispetto ad A di una funzione (') Fiz,y), defi-
nita in ogni punto del nostro insieme, se, dette z e y le coor-
dinate di M, e x, e y, quelle di un altro punto qualungue M,
di A, e posto

& seinpre
(1) Flz,y,) — Fla,y = P,y @ —0)+ Q@ Ny, —Y) 2

dove ¢ & infinitesimo con 5, vale n dirve, preso comungue in g =0,
& possibile determinare un 3 > 0 in modo che, quando sia p << 3,
sia anche |e| <o, :

Premessa questa definizione, dimostriamo il segaente
teorema: ;

Se Pz, v) e Qla, y) sono funzioni continue well’ insieme Ae
se, in tutti i punti di A, U espressione Pdx—-Qdy & il differen-
giale totale, rispetto ad A, di una funzione F\z,y), I’ integrale

ff’ri:c -+ Qdy ,

) Rammentiamo che noi parliamo sempre di fanzioni ad un valore.
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esteso ad wna qualsiast curea continue ¢ rettificabile C, tutta
costiluita di punti di A, ¢ indipendente dalla forma della @
¢ dipende soltanto dagli estremi di tale curva (V).

Nia @ una curva continna e rettificabile, costituita tutta
di punti di A, e indichiamone ceon a,, y, le coordinate del
 primo estremo, con wz,, y, quelle del secondo estremo. Con-
siderate le equazioni parametriche della enrva in funzione
della lunghezza dell’ arco

v = i),y =ale); 10, L)

dove L rappresenta la Innghezza di tutta la (!lll"-'ﬂ._. & (n." 70)
- i

©2) Pdx + Qdy = r( Pa’ + Qy')ds.

0

G

In quasi-tutto (0, 7) esistono le dervivate «'(s), y'(s); affermiamo
che, in quasi-tutto (0, L), esiste la derivata di F(a(s), y(s)) ed &

: iF ; A% ;
(3) (d_’_ = DPla(s), y(9)]e'(s) 4+ Q[z(s), W]y (s).

Ed infatti, da (1) si ricava

B(s,), y(s)] — Ileis), y(s) —als)
T—.L .g"[“ I“—P Lets)s yis)] = =%
y(s,) — y(s) ?
I ¢ 24
- Q) y(s)]* o, +asl_s,

dove & p =[x —s|; dunque, se in s esistono le @'(s) e y'(s), esiste

LI : ; . :
anche la ‘ri_? e vale la (3). Inoltre, se con II indichiamo il

massimo modulo delle fnnzioni P e @ sulla curva @, N'ultima
uguaglianza seritta da, per |8, —s| <73, dove il 2 & quello di
cui si & parlato pit sopra, '

Il‘l As.)y U(s,)] — Fla(s), U(vﬂi
5‘ r =N

(4) o) |

) Cfr. Cu. J. D Ly Vavnie Poussiy, Cowrs d'Analyse. Tome 11,
(2e édifion) 1912, pag. 92. La dimostrazione del De la Vallée Poussin pre-
suppone che nella enrva @ si possa inscrivere una poligonale di lati
eomunqgue piceoli e tubla appartenente all’insieme A,
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Questa disugunaglianza risulta \'eriﬁeatft per ogni s e per ognli s,
soddisfacente alla |[s, —s , dove pero il numero 3 varia
al variare di s. Posto, per semp]:eltﬁ, Fla(s), y(s)] = D(s), af-
fermiamo che, qualunque siano s e g di (0, 1), & sempre

) — V)|

(5) i = 2l 4- 5.
B8 04
Sia § > s e supponiamo che si abbia
Pg) — Dis
®) e UNES EE
&
(s s e s}
Poiche, per ogni s, ==, la funzione di 5, data da - = z
L i -y

& continua, esiste un vﬂimo s/, definito eome la massima
radice dell’ equazione

(s, ) — P(s)

8, —s |

(7) =2l -5

contennta nell” intervallo (s, §), nel gnale intervallo, per s,
suflicientemente vicino ad s, vale la (4). Scegliamo un va-
lore s, fra 8, e § abbastanza vicino ad s, perché valga
la (4) per s=3s ' e s, =38,", ossia '

'tD(v) tD\sl)

(8) = 2il -3,
] 5" Sy
Per essere s, < 5,” — 8, dalla definizione di s scende
Dis,") —P(s i
) ) = S ot 4o,
| e

Ora s1 ha

Ds,") — D) | = Bs,") —D(s,) | 4 Bs,) — D)

“e per le (7) e (8),

| D(s,") — D) | < 20 4-3)(s," — 3),

la gquale econtraddice alla (9). :
I£ cosl dimostrata la disaguaglianza (5), e si ha eche
la Flals), y(s)], essendo a rapporto incrementale limitafo, &
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(n.® 16, ¢), una funzione assolutamente eontinua in futto
intervallto (0, 7). Si ha pereido (n.° 59), da (2) e (3),
J ; LY
. d 1l i : : R ;
‘ p‘]ﬂ:"}- er_u =[‘?s ‘Is = 1"('-{:’ 5 3’:) % !1txu} :‘)‘u}& '7.‘:
!e '(J
cid che dimostra la nostra proposizione.

Resta anche dimostrato che ¥ integrale di Pdw -1~ Qdy &
uguale alla differenza dei valovi che la fungione I' assume
negli estremi della curva & integrazione.

Scende pure che: =

L

R

Ll &‘J- AN a.“i‘f"&?"\ﬂ A AR F

e ol ; ¢ :
sotto le stesse ipotesi del teovema precedente, Pintegrale di PARTE SECONDA
Pdx + Qdy esteso ad una qualungue curva, continua, rettificabile (2 ke
€ chiusa, e tuita costitwile di punti di A, ¢ semipre nullp.
Questa proposizione ¢ anzi perfettamente equivalente al
teorema dato pil sopra, o : :
s FUNZIONI DI LINEE
B A) FORMA PARAMBTRICA
2
= "'.-
= i
:fi
i
o,

.
T A




A\

3 5)

fur _=

el b

o o

o

: j-.t_‘

Carrrono V,

GLL INTEGRALI IN FORMA PARAMETRICA

5 1. DEFINIZIONT 1§ PROPOSIZIONT PRELIMINARIL,

2. - II eampo A. :

a) Sia A un insieme di punti, del piano (z, ¥), tale che i

suol elementi appartenenti ad un gualsiasi cerchio, dello stesso

piano, costituiseano sempre un insieme chivso. I insieme A
lo ‘diremo campo A.

Costituiscono, evidentemente, dei campi A: Uingieme di tubti i punti
del piano (x, y); Pingieme di tulti i punti, dello stesso piano, per i qnali

€y = 0; Pinsieme dei punti appartenenti ad un quadrato o ad un poli-

gono o ad un cerchio ece,, dello stesso piano, .

Un punto P lo diremo inferno al campo A se esisterd
un cerchio, avente il centro in tal punto, tulto costituito di
punti di 4.

Chiameremo frontiera.del campo A insieme (dei punti
di A non interni al campo stesso. I evidente che la parte di
frontiera contenuta in un qualsiasi cerchio @ sempre un in-
sieme c¢hiuso. .

b Diremo che il campo A soddisfa:

— alla condiz. «), se, presi un numero % -0, qualsiasi, ed
un qualsiasi punto M di 4, si pud sempre determinarve un
cerchio di centro M in modo che ogni sno punto apparte-
nente ad A possa congiungersi con M mediante nna curva
continua e rettificabile del campo 4, di langhezza minore di 4;
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— alla condiz. §), se & possibile di determinare nn numero
© >~ 0 in modo che ogni poligonale chiusa, senza punti mul-
tipli, di 4, avente la massima corda minore di ?, non rac-
chiuda che punti di A; :

— alla condiz. v), se, considerata una qualunque curva &, con-
tinua e rettificabile (n.! 2 e 8) di A, e fissato comunque un
s1o intorno (p), si pud sempre trovare una poligonale, ordina-
tamente appartenente a tale intorno, avente Innghezza diversa
da quella della eurva di quanto poco si vuole, e tutfa costi-
tuita di punti interni al campo A. :

T campi degli esempi pint sopra addotti soddisfano tutti a tutte le
condizioni ora indicate; ad esse roddisfa anche un campo 4 la eui fron-
tiera sia costituita di un pumero finito di curve continue génza punti
comuni, ciascuna delle quali sia priva di punti multipli e risulti formata
da nn numero finite di arehi dotari ovanque di tangente variabile in
modo continug,

Diremo, infine, che il campo 4 soddisfa:

— alla condiz. &), se la parte della sua frontiera contenuta in
ogni porzione limitata del piano (, y) & costitnita di un nu-
mero finito di eurve continue, senza punti multipli, aventi
a due a due al pilt un numero finito di punti comuni, ciascuna
delle quali risulti composta di un numero finito di archi a
tangente variabile in modo continuo

— alla condiz. ), se & soddisfatta la condiz. %) e, di pid, la
frontiera del eampo, oltre ad eventuali segmenti rettilinei
paralleli all’asse delle y, in numero finito, ha, al pili, nn numero,
pure flinito, di punti con tangente parallela allo stesso asse.

73. - Le earve © ordinarie.
Diremo che la curva continua @ (n.° 2):

: =¢“’)7 'y="p(t)3 (tn-.- ti.)y

& una curva C ordinaria se: 1°) tutti i snoi punti apparten-
gono al eampo A; 2°) & rettificabile (n.° 8).

Diremo poi che la curva @ ordinaria & di classe 1 se ha
ovunque tangente e se tale tangente varia con continuitd su
tutta la eurva stessa; in ecaso contrario, diremo che la curva
¢ di classe 0. Diremo, infine, che la curva ordinaria C & di

¢lasse 2 se ¢ gid di classe 1 e se ha, in ogni suo punto, cur-
vatura finita. '

e P —— O,

—

< v L3
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Sy Vi : i s O
La curvatura, che si indiea con ;¢ la derivata, ) dellangolo di

direzione della curva rigpetfo alla lunghezza ¢ dell’areo. Se, i?l pm.:tnr i
di una curva continua, rettificabile, di classe 1, la eurvatira existe finita,
eristono finite anche le derivate seconde delle coordinate di P rispetto ad s:

a8 S i)

a'(s) = — sinh — (8) = coRf —;

a"'(8) & ds' y'(s) ] ds’

¢ 8¢ la curvatura e continna, anche le 2"(s) e y"(s) sono continue. Viceverss,

ge in P esistono finite le &"(8) ¢ y"(s), episte finita anche la curvatura, ed &

1.‘ el (_if ins ,ur.'wa esls .FH!}" tl);
» R

e re le w'{s) ¢ y'(s) sono continne, & continua anche la eurvatura,

74. - La funzione F(x, y, @, y').

a) Sia F(z, y, «’, y') una funzione (reale e ad un valore)
la quale, per ogni punto (¥, y) del campo 4 e per ('umlsfum
coppia (&', y') di numeri (reali) non ambedue nulli, risulti:

1°) definita e continna (*), insieme con le sue derivate
parziali dei primi due ordini, rispetto a &’ e y'; _

2°) positivamente omogenea (*) di grado 1, rispetto alle
* e y, vale a dire, soddisfacente alla ugnaglianza

1"‘(:33 v, kv, ky') =kFx, y, &, y),
per oeni k> 0,

i

(‘) Ed infatti,se in P & tghzkeo,da tgh=y'! 25l ricava che esiste
finita la derivata Jdi tg 6, rispetto ad s, e quindi, per essere

tgf, —tofd- tgb —tzl 6, —98
S et L ) 8 —a8'

tgt, —teh L3

0, —0 gt

{iﬁ L ' J. - . 4 a e
per 0y — 8, che esiste finita la s’ uguale a y"z' — &y’ Se poi & tgh ==,
lo stesso rieultato g1 ottiene da cotg =o' ;g

(*) La confinnitd si intenderd sempre rigpetto al complesso dells
variahili =, y, &, ¥. :

{#) Questa’ denominazione & stata introdotta da O, Borza. Lectures on
the Calenlus of Variations, The University of Chieago Press., 1904, pag. 119;
Vovlesungen iiber Variationsrechnung, B, G. Teubner, Leipzig, 1908, pa-
gina 194).
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F I g 3 H i
l.ouemo poi Lz, y, ', y)=0 in ogni punto (z, y) di A,
: Pher] AT 4 = . - \ . - - ; 2 :
]}IC'] g =y =10. Con ¢io, in virtu di 2°, ia F risulta con-
tinna anche in ogni punto (z, y, 0, 0), dove (=, ¥) & scello co-

mungue in A.

Sono, ad esempio, funzioni soddistfacenti alle eondizioni ora poste le
bR 2 2 ay P a '
Vol +y", (i’-"'_"!f'a'[\":\‘-"'-i- i L
Nel seguito, diremo che la coppia (2, ¥) ¢ normalizzate

se vale I'uguaglianza
2" 4y =1,

‘ b) Consideriamo due curve &, e C ordinarie (n.” 73)

¢ sia Sk
o] "

: : r=colt), y="9%{1) 7

5 : i (Lo,

@ g=o, (0, =010 " )

una .101‘0 appresentazione analitica simultanea. Sappiamo
ghtg, in quasi-tutto (t,,¢,), esistono finite le derivate (1) -L'(f';
(n.!8, 13 e 45, d)) e che, posto «(t)=10 dove la l'?{t),I.IU]_l
_&}mm'ett-e derivata finita, e fatto altrettanto per la (), le due
innzroni '(t) e L'(y) risnltano (n.” 46) quasi-continue i:: {50t }.’
?oss:amo, dunque, fissare nna legee secondo la quale 3‘10(},.;-:{{
intero positivo n, corrispondano due insiemi chiusi E;',(”’ E;”’

’ '
A

3 o i i
dell” intervallo (f,, t,), ambedue di misura > |t, —1,| —
E | “n | S5 )
; : : T _ 7’
nei (]11}1}.1 le.p e 4, rispettivamente, siano continue,
Indichiamo con & lo pseudointervallo dei punti di(z,,1,)
a8y

in eni & ¢(6)=V(t)=0 e con Q, quello in eui vale la

1
1) e s
{ <PV <r,

¥ ar;‘s.‘«fndo un qualsiasi numero intero, positivo. Scegliamo
En, 43, ¢)) una legge secondo la quale, ad ogni r e ad ogni
o .n Ly - - 3 _ : -
infero positivo n, corrisponda un insieme echinso €7 di Q
985

i - : 1
di misnra > m(Q,) — iami o1 H insi
= m(2;) 0 e chiamiamo poi K. I'insieme co-

stitnito da tutti i punti comuni a Zy™, Iy, C,™

- - - . ) g - : 5 |
. Tale 3nﬂleme ¢ chiuso, perche ogni suo punto di aceumiu-
azione, risultando punto di accnmulazione di eiascuno. dei

ire insiemi detti, appartiene necessariamente ad essi; di pin,
la sua-misura & 2> m(2,) —

poi eontinne & soddisfacenti alla (1).
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i In B, le ¢(1) e (1) risultano

Formiamo ora la funzione di ¢

(2) Flpat), 24(t) 7 (1), ()]
Per le ipotesi fatte sulla Fiz, y;, «, y), questa funzione
(¢ cosi anche le sue derivate parziali ammesse in a)) & continua

per ogni (%, ¥) appartenente alla curva @, e per ogui (z, ¥)
soddisfacente alla disuguaglianza &' -+ y 4= 0. La (2) & dunque
una funzione continua nell’ insieme E,; € poiche &

e 3
m{E,0) > Q) — o3
nua nello psendointervallo Q.. e (quindi anche

essa & guasi-conti
lo @ dostituito di tutti i punti

(n.° 47, ¢)) nello psendointerv:
appartenenti a tutti gli . (r=1, Z..).

D’ alira parte, essendo, nello pseudointervallo Q, sempre
F =0, la (2) & anche in &, una funzione quasi-continua. In
virtit della proposizione del n.” 47, b), da (2) ¢ dunque quasi-
continua nello pseudointervallo Q @, vale a dire, in (L, b))

Osserviamo che questo risultato & valido anche se @
P lt) = (), n{D) = b(2).

Convependo (i porre ugnali a zero le derivate della F
considerate in «), quando si abbia ¢ =y =0, @l risultato
precedente vale sens’ altro anche per le derivate parziali dei

primi duwe ordini della F, rispetto alle @ e Y, quando in esse

st faccia =
r=g,(l) Y= b(1), @ =) y= Y (1)

’fﬁ. - La funzione Ff(x, y, *, ¥)-
«) Dalla ugnaglianza (n,” precedente, a))
Fix, y, ke, ky) =EF@, ¥, &, )
si ha, derivando :-i.qpétlo a I e ponendo poi k=1,
Tl y'lf'l,,.: — 1 b

(ty Con Fy, F,, indichiamo le derivate

alle ', y, rispettivamente.

parziali della F rispetto
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e derivando anecora rispetto a f::’le i, separatamente,
&l g =Y Fyryr =0, ‘
53'-{7'_‘1.-;;’5;’-“1"' y’j};v’y’ =

Per x e y ambedne diversi duﬁ:ern, si ha percio

oo 0 8

T
oyt __ Yyry
e T

e s

Y *Yy T

Se 2’ e y non sono ambedue nnlli, nno almeno dei rapporti

che qui- figurano si presenta col denominatore diverso da

vero; se dunque definiamo la fuozione I'(z, 9y, %, y) po-
nendo, in ogni puuto (2, 4) di A e per tutte le coppie (2, ¥')
di numeri non ambedue nulli,

e A
1 e o r ¥
Ty &

TR

questa funzione F, risultera eontinna per tutte le quaterne -

(®, 4, @, ¥'), con (, y) ¢ (¥, y) scelti come ora si ¢ indieato.
Se ¢ per es.: Fn, y, o, ) =¢iw, y) '\"";*;—Tf*_, sl ha,

i <y E] r-{':,-. '_J
K Sy o) =t M

PR

(=% 4+ )

Osserviamo che, dalla definizione postn, risulta essere ln If, rispetto alle
«' ey, poritivamente omogenen, di grado — 3.

b) La funzione F,, che fu considerata per la prima volia da

Weierstrasgs (4, ha la proprieti di essere invariante per ogni trasforma-
zione di ceordinate individuata dalle equazioni

¥ = ®lu, v}, 4 = F (e, v,

@' = Dt + B’y gy — Wt + W,

con ® ¢ ¥ funzioni definite ¢ continue, insieme con le lovo derivate par-
ziali dei primi duoe ordini, in un certo campo &, nel quale gin sempre:

Dy, i |
_DE‘ LR D
L AF

Ed infatfi, sostitvendo in I, si ha

Fir, y, o, y') =K@, T, D,u 4 ¢’y Tou' 4 T,

() Vorlesungen iiber Variationsrgehnung, (1865-1800).

. ‘-J.“‘ ¥
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'
i i ' ot ohe indicheremo con G, vy wly V)
la quale & una funzione di u, vy iy ¥, ci.-e ln(]](,h{:l.‘t'ln i éﬂit:) ];ﬂst.;
e ehe soddisfa alle stesze coudizioni di continuity e derivab d st
che R ; b B il N s i
per la F, essondo, inolire, anche positivamente omogened, di gra
: , essond _
spetto alle u’. o, T, allora,
Cut = B @ = By Wy L
; I | | Pl - R 2 —
G e T st @2 2= 281y W <t Fogr Wit — Fy(y*®t —2xy D, = 5207
W' = L I J yh
= F (y®u — @i
donde, essendo

§'® — ¥
G A

P

Gu'n!

Gy= Rl D3 F,. ¥

& Convenendo di porre uguale a zero }a l:i qumulﬂo
sl abbié ¥ — o =0, ¢ considerate le eurve ordinarie C e C,
i " : ST . .
del n. 74, by, la funzione di ¢

(1) C e, b, @0, V)

i i r : ] id infatti; fis-
risulta guasi-continua well’ intervello (L, t,). _Hnul infat ,em
; . 111 a {1 3 5§ 2 io
sato un (ualsiasi intero posifiivo 7, la (1) del n. i4 c:m?:' e
di dividere 1’insieme K, cousiderato allo stesso 1. [B)], '
At B L i rimo quello dei punti
due insiemi, K., " e E,.", essendo il primo g P

1 \ - 5
: £ Lestiatn w o (1) =\/—, e il secondo quello ove
nei quali si ha sempre ¢ ()= \/ 5., €

; SO R L e L
& 2l 4\/01} e quindi Y1) )\f/ﬁ.,'-' Il :pnmo risulta chinso,

'y 4a (1) & funzione continua.
e in esso, essendo [, = —‘_,-—_, la (1) & funzione ¢ | g

3=

Il secondo, differenza fra due insiemi chinsi,l e uno pseud[c:
intervallo di misura nguale a m(ZZ,"") — -m.(E,._,"i’). .Detto (fmt :
il suo componente chiuso, seeondo una qnalhsumt delle leggl
di cui alla definizione di pseudointervailo (n. 40), ¢

1
m(C,.,"™) = m(E,"")— n( B,y ™) —

e in esso, essendo F, = Farr 15 (1) & pure continua. La (1),
y

‘ Tl I Al T1s Ao Ay s - om

risultande cosi continua nell’insieme chiuso E,. W4 C,."
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la cui misara ¢ maggiore di

. g 4
e = = m(Q,) — —

dove Q, & lo pseudointervallo di (Z,, t,) in cui vale la (1)
del n.” 74, risulta quasi-continua in tutto Q, e quindi anche
A1),

76. - Formula di Schwarz.

Sia (@, ) un punto qualunque del campo A e . indichi

la misura di un angolo qualsiasi, Abbiamo, per I’omogeneitd,
della funzione F,
F(z, y, cos 6, sen 0) = cos ) Fulz, y, cosf, sen f) 4-
+sen 8.1 (2, g, cosf, sen h),
e quindi, togliendo da ambo i membri di questa nguaglianza

I’ espressione cos 0 I, (x, Yy cos b, sen 6 )+ sen O F(x, y, cos B
S";Tl 8[I)’

F{z, y, cos b, sen () — :
— [eos 0 (2, y, 0080, , sen b,) +sen (1LF, (w, y, cos 9, , sen b,)|
= cos [ A%, y, cos b, sen 0) — I, (x, Yy, cost,, senf,)]
~sen [ Ky, y, 003 6, sen ) — I'y(x, y, cos 0,, sen f,)]

t

0
W N d :
=008 ﬂJdc& Loy, cosz, senc)de s;euﬁfd; F i, y, cosa, sena)da

U s iy
f =
= cos Hﬁ—-}"zz,f(:zz, Y, COS o, sena)sena-i-1,, (2, Y, cosa, sena)coss | da
4y

F o, Y, cosx, sena)sena 4/, Az, 1, GOS8, 8ena)eosx |da,

5
S mmﬂﬁ
i,

Introducendo ¢ui la funzione I, (n.’ pree. a)) e rviunendo
tutto in un solo integrale,

I, y, cosf, sen ) —
— leos OF, (=, y, cos O, sen 6,) -+ sen HF, x, y, cos , ysent,)]
4 -
= |l— cosfisenz + senf cos x| F,(, y, cos «, sen s)d,

-

L
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ed infine

i@, y, cos b, sen ) —
=[eost FoAw, y, cos b, sen b)) 4-sen i ' (x, y, cos f,, sen ()]
s
—I—J F(x, 9, cos z, sen o) sen (§ — a) do,
b

(1)

che & la formnla a eni volevamo giungere ('),

T7. - La funzione &(x, y; o, y's ¥, 7).
a) Porremo, con Weierstrass,

’

Ol U3 w5 Y &, )=
= K@, o, ¥ §) — X Foiz, y, %, o) A Az, oy, 2, o))

Questa funzione &8 risulta cosi, per ogni punto {z, )
del campo- 4, per ogni coppia (2, ¥) di numeri non amhedue
uulli, e per ogni coppia (Z, 7) pure di numeri non ambedue
nnlli, finita e continua, insieme con le sue derivate par-
ziali del primo ordine rispetto alle 2, ¢, ¢ del primo e
secondo ordine rispetto alle ¥, 7. Hssa ¢, inoltre, positivamente
omogenea di grado zevo rvispetto alle z, ¥, o positivamente
omogenea di grado 1 vispetto alle 7', 7. Osserviamo, infine,
che, avendo convennto di porre nguali a Zero, per @ =y =0
tanto la funzione F quanto le sue derivate parziali conside-
rate al n." 74, «), la & visulta definita anche per 2’ = ¥ =0
¢, In tal easo, nguale a Fa, y, ¥, 7); ed essa visulta pure
delinita per 7' —=§ =0, e nguale a zero.

La funzione qui definita, ¢onoseiutn ordinariamente solto il nome di
Sunsione di Weierstrass, & un invariante assoluto per owni trasformazione
di coordinate individuata dalle equagzioni

=D, v, y = ti(u, 7).
o= D' b, =T T

.?"——iTJ.,;?—i—"f',-d"‘ ﬂr';il",.{(' b W,
eon & e T definiti come al n.” 75, ¢ soddisfucenti alla D=0, Ed infatti,

() Cfr. Borza, Tectures on the Caleulus of Varitions, pag. 141.

ToNeELL = Vol, I. 14
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posto anche qui

. : 1l
(D, ¥, Duu' + D', Woun' 4+ Wv') = G, v, w'y ),
&1 ottiene, per derivazione rispetto ad u' e o',
Fyt @y - Byt Wy, — Gy
By - @y + Fy' My = G‘l’."g
donde, moltiplicando la prima ngnaglianza per ' ¢ la seconda per v e
sommando,
. = il P Ger (b, s e, 1) s
F B @y yy 'y YY) =TTy (g 2 ) = ' G (g 0, 4y ) =0 Gt (2 1y e, 0)
eseguendo il eambiamento di variabili indicato, si ha dungue

&l ¥ 2 s & 7= Gy v, wl; v — :
= ’ r- o y g
— [w'lrwr (ty v, 'y 04 0'Ger (uy vy W, )],

e il secondo membro di guesta uguaglianzy non & che la funzione & rela-

riva alla Gu, o, o, ).

h) La formula di Schwarz, del n.° preced., permet[’:c ‘di
esprimere la funzione & mediante la 7, ; tale formula di, in-
fatti, immediatamente,

&(#, y; cosh, sen f; cosl, sen f) =

0

! —_—J"Fl{:t:, ¥, cosx, sen z) sen (b — a)de,
i

(1)

&

ed anche, tenendo conto dell’omogeneitd della & rispetto a
z e Yy e rispetto a ¥ e i,

@ y; @, 0 & ¥)=

{)
=Vaz' 4 ff'j'eJ‘Ft(:?:, Y, €OS 2%, sen a)sen (i — x)dzx,

b

)

dove, ammettendo che 2" ¢ g non siano ambedue nulli; e
cosl pure T e §, si & posto

AL Yy
Ey — — 080, — ;" — =8en f,
Vo' o” Va' +y
' ¥ i o
% — cos b T} — sen .

:

.Vri.ﬂ =% ?_};! 3 -\‘_.'__t.:a“ _|_ ﬂ’

Ceos ) senfy =0 (= 0), per tuthi gli stessi b; e vieceversa, se
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La (1) permette purve di esprimere la IY, per mezzo della & -
ed infathi, se & 6 ~ = <0< b4 =, sen (H — z), per tutti i va-
lori di % compresi fra f ¢ 9, ha sempre lo stesso secno, quello
stesso della differenza 0 —#; applicando dunque il teorema
della media nella forma generale del n.° 53, ¢), abbiamo, dalla (1),

&, ;5 eos ), sen b; cosd, sen i) = [1 — cos (B—8)]F,(x, 9, cos i sen 0),

essendo f un valore conveniente, compreso fra 6 ¢ . Di qni
si ricava

(2)  F\(2, y, cos, sen ) = lim ‘gig’-?ﬁ-eﬁﬁ’ en ?—;CEH’ oYy
i ) fi—0 1 —cos(H—0)

7

¢, osservando che la Fy(z, ¥, o) &, rispetto alle 2" e Y, una
funzione ‘positivamente omogenea di grado — 3, si ha auche
I’espressione generale di tale fonzione mediante Ia &. :

Ritornando alla formula (I) e rilevando che nel suo primo
membro nessun cambiamento si produce agginngendo a §i nn
multiplo intero, positivo o negativo, di 27, possiamo senz’ altro
ritenere che ‘il § soddisfi alle disugnaglianze l—m<D<h4x,
¢ dedurre che, se in un punto (z, y) del campo A & sempre
I'\(x, y, cosa, sena) =0 (= 0), & anche sempre &(z, Y5 cos b,
sen U cos fl, sen fiy >0 (= 0), qualnngue siano 4 e 6, Viceversa,
Se questa seconda disugnaglianza & sempre soddisfatta, lo &
anche la prima, in virti della (%)

Di piti, se in un punto (2, ¥) del campo A, per nn certo §
¢ per titti i 6 suflicientemente prossimi a f, & ' (z, 3, cos 0,
sen fj}201<1_0), ¢, sempre per la (1), &(x, y; cosl, sen B3

questa seconda disnguaglianza & verificata, sempre per tutti
i sufficientemente  prossimi a 0, & pure, per la (2); (=, y,
cosf, senl) >0 (= 0).
Se in un punto (z, ¥) di 4 &, per tufti i 6,
F\(z, y, cos b, sen ) =0,
dalla (1') segne
(z, y, oy )= 'P -y, -

con P e @ indipendenti da & e y'. Vieeversa, se vale questa
uguaglianza, vale anche la F(x, i, cos b, sen §) = 0, qualunque
sia A,
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78. - La figurativa.

@) Sia (%, y) un punto qualsiasi del e¢ampo 4, e consi-
deriamo nna terna di assi eartesiani ortogonali (2, ¥/, w). Di-
remo figurativa (') deHa funzione Kz, y, 2, y'), relativa al
punto (z, y) di A, la superficie definita, rispetto agli assi ora
indicati, dall’ equazione, g

u=Jriz, y, ¥, y).

Siccome la 7 & una funzione positivamente omogenea i
»

grado 1, vispetto alie 2’ e o, la figurativa & una falda di su-
perficie conica avente il vertice nell’origine degli assi.

Sed per eso o, g, o',y = ooy ) Va™ - 9", la figurativa e una Falda
di un cono di retazione, avente per asse Padse delle .

Lo

b) Se (¥, §') é una coppia di nnmeri non ambedue nulli,
il piarg tangente alla figurativa, nel punto corrispondente
a (&, i), & dato dall’ equazione

(L) U= x’-Fg:"(.-'vs i, '-i"j: *T) == ry,l“,ﬂ’fx! Y, il’! ﬁ’)!

¢ la differenza fra la » della figurativa, in corrispondenza
di (@, ¥'), © la u del piano tangent’d & espressa da

Floyy, @, 0) = |6 Fok@, y, &, i )y By, 0,2, i) 1=6 (@, 3 ¥, 150"y s

si ha cosi un significato geometrico molto semplice per la
funzione &. : -

Ne viene che, se per tofte le coppie (2, ¥) & &z, u;
oy 2, y) = 0(=0), la fignrativa non scende (sale) mai al
disotto (disopra) del suo piano tangente (1), e viceversa: e
che, se, per tutte le coppie (2, y') suflicientemente prossime
a (&, 7), ¢ & y; T, ¥; 2, ¥)=0(=0), la figurativa, nel
suo punto corrispondente a (I, 7'), volge la coneavitd verso
la direzione positiva (negativa) dell asse delle W, e viceversa,

Per la relazione, messa in evidenza al n.” precedente, fra
le funzioni & e F,, possiamo anche aggiungere che, se la
figurativa in un suo punto volge la concavitd verso la dire-

() Ctry J. Hapasann, Lecons sur le Qalend des Variations, Tome Ter,
{Paris, Gunthier-Villars, 1910), pag. 90.
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zione positiva (negativa) dell’asse delle u, in quel punto é
I, = 0(<0); viceversa, se in un punto della figurativa &
I, = 0(=0), la fignrativa stessa in quel punto volge la sua
concavith verso la dirvezione posifiva (negativa) dell” usse
delle a, e questa conclusione vale anche se nel punto consi-
derato & I/, =0, purch¢ per tutte le coppie (2, ¥) di un

“eerto sito intorno sia sempre F, = 0 (= 0).

Se la figurativa volge sempre la sua eoncaviti verso la
direzione positiva (negativa) dell’asse delle %, dovra essere
sempre I’ =0(=0); e viceversa.

Cosd, per esempio, se si ha T, g, @ ¥ = ¢(s, 4 Va” 4y e o un

pinta (x, ¢) del eampo 4 & gix, y) > 0, In figurafiva relativa a gnel punto
. ST e S :

voloe senipre la sun coneavitd verso la direzione positiva dell’asse delle w, ¢

%, )

la funzione If) = - ;& maggiore di zero,

o 120 |
(@ -y :

Se in un punto (x, y) del campo A ¢ I, =0, per tutte le
coppie (&, %), in quel punto la fignrativa ¢ un piano.

79. - Lemma fondamentale.

Sie fla) une funzione data in un intervallo (a, b), e ivi
quasi-continua (n.° 42) ¢ in valore assoluto sempre inferiore ad
awn awnero M. Flissati due numert positivi D e =, e preso ad
arbitrio un & > 0, & sempre possibile di determinare un altro
numero N == 0, tale che sia

b
1) 2 [y@ade] <o M2 o) — s,
r T
i

per ogni sistema di intervalli (a,, b,.), non sovvapponentisi, di (a,b)
¢ per ogivi funzione y(z), assolutamente continua ¢ soddisfacente,
in tutti questi intervalll, alle disuguaglianze
. b, £
9| <n, 3 fjg|treas < DO,
S

(L

(1) T.. ToNgLLy, Sur une mdthode directe dn Calzul des Varviations.
[Rend. Cire, Matem. di Palermo, f. XXXIX (1" sem. 1915)1, pp. 241.243;
L semicontinuite: nel Caleolo 'delle Variazioni. (Tdem, t. XLIV (1920,
pp- 173-174.
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@) Supporremo, dapprima, che, invece dell’ ultima disu-
guaglianza scritta, sia verificata, in quasi-tutto (a, b), la

(2) | Y@ | <D ().

Osserviamo, innanzi tutto, che, se inseriviamo nella enrva
rappresentatrice di una funzione continua di una variabile
una poligonale avente gli stessi estremi ed i cui verdiei abbiano
aseisse erescenti, al tendere a zero del massimo lato di (uesta
poligonale, la funzione che definisce la poligonale stessa con-
verge uniformemente alla funzione continua iniziale, Co-
struiamo, allora, la funzione continna fV(z) definita al n.’ 13, a),
la quale coinecide con la f(») nell’insieme chiuso 0 i (¢t, D)
(definifo secondo una qualsiasi delle leggi indicate al n." 42),
e seegliamo Pindiee n in modo che sia

E

i : 1Ty~ i =AY Tt
(3) w( ) = (b — «) SO

Inseriviamo poi nella enrva y = f(=), (a, b), una poli-
gonale, avente gli stessi estremi, i eni vertici abbiano ascisse
crescenti, in modo che, detta y = ¢(z) la sua funzione rap-
presentatriee, si abbia, in tutto I'intervallo (a, b),

J 3
J | i S e i e W
(4) f (.?‘) ‘P\:r)l i 11)@,__;0
Per le costruzioni fatte, &, in tutto (a, b),
(@) | < M,
| ¢(f5) II < M}
¢, nell'insieme chiuso F,

Cid premesso, osserviamo che, se negli intervalli (a,., b,)

(') Per ghi integrali in forma parametriea, applicheremo il presente
lemma soltanto sotto questa condizione pitt restrittiva; la forma generale
servird per gli integrali in forma ordinaria.

-y
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vale la (2), si ha

b:' I.'.. . ) 2
Ny f—p|de< D§ f—oldx < Dj | dx+ DJ f— de,
G Matd B AL

— dove I, indica il complemenfare di £ rispetto ad («, b) —
donde, per quanto precede, risultando la misura di £, mi-

nore di 81;114” . ‘
._"l,.
: . N
sfly il —olde <5+ =5
m
Possiamo serivere, perfanto, .
b. b {),.
.Ejy'(ﬁ:)ﬂ:r)d:u EEU:#'U'— g)dz | + ‘:‘Jy'qodﬂ: <
7u,- i Y ' (™
b,
< ; +‘ %jy’rpd:x X
s

Trastormiamo, con un’integirazione per parti (n.* 61),
I'integrale di 4 -9

by _b:'
Yoz = [y(by) — yla,))e(b,) '“‘j [y(2) — yla,)]y' d.
o b

Se, dunque, in tutti gli intervalli (a,, b)) & |y(x) <7, e
se @ indiea il-massimo modulo di ¢’ in tutto (e, &), abbiamo

b,
A |
i Ejy‘-;du: | < M2 y(b,) —yla,) |+ 20D — a),
r T

e, i consegnenza, la (1), se @

B
"< IB% —a)

by Veniamo ora al caso generale, in eni ciod, invece
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della (2), ¢ verificata la
(6) _ ZJ|y'|” “da < D,

Nella dimostrazione data in «), sostituiamo le disugua-
glianze (3) e (4) con

m

. l ) W
m(L) > (b -- @) — ( 19, __)T
8D™NM

7)) | < —

1 o !

4D™%(p L g t"

dopo di che avremo, nell’ insieme K77, invece della (b),-

@) = gle) | o FE R

o

41)1!& a\}l]m

Osserviamo poi che, per la disngnaglianza di Sehwarz
generalizzata (n." 56), ¢

o

b. ; b 3 b,. ne iy i

i Tl+a - e lia
l;y' e s fﬁfb_<|[|y'|""“d:t:‘ -‘J'_f—:pi z d:x] =
!rz.- - eu-,- i :

ed anche, per la disnguaglianza (1) del n. 56,

b, BT b, 15 i
oo e 1o
l|?;|lf pdft:allf ] -{E[Lfm- d:r]
(4 5 2 :t;- .
Se dunque ¢ soddisfatta la (6), ¢
B 1 sl
Tars T-4o
EI-?;’il.f—- dz < D™* mf_ 0| .fh:] i
LU
bl I_—nr. 4w : ':'
ik 'lfalrﬂif._:ﬂ o d:’b’ “l‘J‘|f——"-P I dﬂ'} 3
'i;'[ n) I\I’TI i)

r
i
e ——
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¢, per le disuguaglianze sopra scritte e le f| <M, ¢|< M,
b 1 14 4o o

—— NIEE ; > o i
- f?f |f—¢ | dx < D" (—E-l--) -—|—( Ze ) /3.’

dr 4Nt 4P

Proseguendo ora il ragionamento come si ¢ fatfo in a),
si ha senz'altro la (1),

§ 2. L’INTRGRALE Jo.

80. - L'integrale Js.

«) Considerata una carva € ordinaria (n." 73) e preso
come parametro la lunghezza s dell’avco che, dal primo punto
della eurva, va al panfo eorrente, le sue equazioni diventano

w=a(s), Y=y, (0, L),

dove D indiea la lunghezza di tutta la euvva. Sappiamo (nt! 15
e 45 d)) che, in quasi-tutto ’intervallo (0, L), le due derivate
x'(8) e y(s) esistono e soddistano all’ cquazione

2 (8) 4- 9 (s) = 1.

Formiamo la funzione di ¢

(1) Fla(s), y(s), 2(s), ¥(8)],

infendendo di porre o'=0 dove la derivata 2(s) manca, c
di fare altrettanto per ¥'. Abbiamo cosi una funzione di s

definita in tutto P'intervallo (0, L), la quale, per quanto si &
mostrato in n.° 74, b), & quasi-continua.
Osserviamo, inoltre, che, essendo sempre |a(s) | <1 e

ly'(@)] =1, dalla continuita della funzione (x, y, 2, ¥),
per tutti i punti (x, y) di A e per ogni coppia (', ¥'), risulta
I esistenza di .1Imeno un nonmero positivo M per il quale si
abbia

Fla(s), y(s), «(s), y'(9)]| = M,

in tutto Pintervallo (0, L). Basterd, infatti, prendere per M
il massimo della F(z, y, 2/, 9'), per ogni (2, y) appartenente
alla eurva C e per tutti gli @' e ¥ non superiori, in modnlo,
all’ unita,
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La furzione (1), risultando limitata e (uasi-eontinua in
tutto 1"intervallo (0, L), ammette nello stesso intervallo I'in-
tegrale, definito al n.® 48,

L
F1at), y(s, @0, vl
(1]

che indicheremo con le seritture

: jF(:r, Yy @y o), ff"'f?--?,
? I ]

&

ed anche, semplicemente, con Jg.

Questo integrale, fissata che sia la forma della fanzione F,
dipende nnieamente dalla envva €, su eui Pintegrazione ¢
eseguita, ed ha un valore determinato e finito per ogni curva
@ ordinaria. Isso & pereid una funcione della ewrva ordi-
narie C; dicesi anche che & una funsione di linea.

Il concetto di funziowe di linea & dovuto a V. Volterra (*).

Ad esempio, se consideriamo |.:1 Innghezza della enrva ordinaria Sy
Pavea delln saperficie generata dalla rvotazione della eurva attorno al-
I"asge delle @, il volume raechinso da fale saperficie e dai eerchi deseritii
dalle ordinate dei punti estremi della eurva, cee, abbinmo gli integrali

*

j‘\fa:’g +y*ds, 9n fy Va? -y ds, :J y2a'ds, ecc.
& g '

e tutti questi integrali sono altrettante funzioni della enrva €.

E chiaro che, se la e¢nrva & chiusa, la lunghezza s degl
archi si pud eontare a partire da un’origine arbitrariamente
scelta sulla eurva stessa senza alterave il valorve di Js.

I/ integrale Jg dicesi integrale in forma parametrica, per
distingnerlo dall’ integrale in forma ordinaria, che verri defi-
nito al Cap. IX.

(Y V. YOLTERRA, Sopra le funzioni che dipendono da altre funsiowi
(Rend. R, Acead. dei Lineei, 2" sem. 1887): Sopra le funszioni dipendenti
da linee (Ibid.). Cfr. anche V. Voureria, Le¢ons sur les fonctions de lignes,
(Paris, Ganthier-Villars, 1913).

=k

wy
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h) Importa sapere se, per il ealeolo di J e, 0cCOITE NEces-
sarfamente far uso della rappresentazione analitica della enrva
in funzione della lunghezza dell’arco, oppure se ¢i si pnd
servire anche di altre rvappresentazioni. Nussiste, a questo
proposito, il :

TrorEMA, — Se

r=uwx(l), y= Yu(t)y, (2, 2,),

sono le equazioni parametriche della curva O ordinaria, in
Junzione di wn parametro ‘qualungue; se le funziond z,(t) e y,(t)
sono assolutamente continue nell’ intervallo (t,, t,), ed & t, — b
si ha

£
(2) T J’ ¥
; ty

@, (8), y,(0), x, (0, »,/(t)dt,

dove al posto di »," ¢ y," si sostituisce lo zero qualora quesie
derivate non esistano.

Per quanto si ¢ dimostrato al n.° 17, dalla supposta asso-
Infa continnitd delle funzioni #,(t) e y,(¢), segue I’ assoluta con-
tinuita della fanzione s(t), intendendo che s(¢) rappresenti la
lnnghezza dell’arco della curva € corrispondente all' inter-
vallo (¢,, 7). Applieando, allora, il teorema d’integrazione per
sosfituzione (n.° 63), abbiamo

T
#1209, yi5), 20, wwpas =
(3) s
= [ Paisl, visol, #(s(0), yis(0)) s @

fo

Per trasformare il secondo di questi integrali, osserviamo
che ¢

$[3(t)] = "T'L{t): ?j[S{n‘:)J = ?’:(t)!

¢ che, ad cccezione, al pit, di uno psendointervallo di misura
nulla Z,, appartenente all’intervallo (t,, t,), esisfono finite tutte
e tre le derivate x,(¢), y,'(t), s(£). Inoltre, se ¢ non appartiene
adi;, e in esso & &(1) =), avendosi

e MW 2O gt -l —all) -Hh> )

I T8t ) — s(1) h
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0, semplicemente,

2t 4+ k) — =z, (t) .
3 ; :ﬂ,
b

v

a seconda che ¢ s(t+-h) — s(f) > 0 oppure =0, ed essendo,
nel primo caso,
(=T — 2 (0| =
| sft +-n)— s(z) pET e

¢ @/(t)=0; ed analogamente, ¥, (1) =0; ed & percid
(5)  Fixls(t)), y[s(D)], 2 [s()], Y [$(O))s () = I, (), y,(1), =,/ (t), ¥, (D],

perché i due membri sono ambedue nulli. Se poi ¢ non appar-
tiene a I7, ma In esso ¢ () > 0, avendosi, per h sufficien-
temente piccolo, la (4), si ha 1'esistenza del limite

2 (t4-h) —=2 (1)

afs(t - h] — 2[s(2)]
hew0 S(EA-R)—s(t)  po  sitH -

3(1)

e ’E’(\}

e Vuognaglianza
,(t) = «[s(t)] - §'(0) ;

analugaméﬂte, per gli stessi valori di #, si ha I’esistenza della
#'(s) e ugnaglianza )
: Y, (1) =y (2),

e quindi la validith della (5), per 1’omogeneitd della fun-
zione I rigpelto alle variabili oy of. Valendo cosl-la (8) in
quasi-tutto (t,, ¢,), segne dalla (3)

L3
E‘I@- :J.JF[mi(t}a Y.(t), @, (1), ?h’(.t}[f“r
ty

come precisamente si voleva ('),

{(*) Se fosse f,,'> t,, 8i avrehbe
< )
Je= “‘J.F[-ﬁ{t)-: Yalt)y — @/(t)y, — y'()]dt
rD .
perehd; mel 2° membro della (9), dovrebbe porsi —-Fir, y— /s —yh,

essendo, sempre, ove la £7(#) esiste, &'(f) << (.

=
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A B opportnnoe rvilevare che, se le funzioni Zy(t)y 4y (1) non sono
ambedue assolutamente continue, Ialrgnngli:mm precedente pno non sas-
BIstere. i

S costruigen, infablti, sullintervallo (0, L) Pinsieme £, simile all’in-
sicme (i Cantor, dato al n.° 31, ed i eui punti hanno una distanza ¢, dal
prime estromo dellintervallo, espressa dalla formula

dove i nameri a possono assnmere solo i valori 0 ¢ 2. Sidefinisen poi,
per ogni valore di 4 dell ingervallo (0, £, la fuozione 8(f, Jponendo

e 3
4 (L [(:;"_F ;; _|_§: = 5 ....})——- ‘:: |%_}_ :_‘:3 = ;‘;:l S
¢ facendo assnmere ad essa, in cigsenn intervallo eontigno a L il valore
¢ho hin negli estremi dell’ intervallo sterso (). B dungue, in ogni intervallo
contiguo ad 9, esclusi, al piit, gli estremi degli intervalli médesimi,
s(ty=03 e siccome la somma delle linghezze di questi intervalli ¢ uguale
ad L, 81 ha che, in guasi-tutio (0, L), & 81 =0. B poi #(0) =0, s(L) = T3
¢ risalfa snbito ehe la s(t) & continna, fion (ecreseente, ma non assoliti-
mente continua, perché, se fosse

L
st L) — s((h ~——an’(£,: dai,
0

dovrebbe exsere L —0. (lid posto, consideriamo la rappresentazione ana-

-~

litiea della curva @ ordinaria:

o — e(s(t) = w,(8), g = yls(} = p,(, (0, L).

Ripetendo un ragionumento fatto pit sopray 81 vede chey se per nn valore
di t esistono le decivate w/(8), y,/i0), s'(h ed & (=0, ¢ anehe @, '(#) =i, ') — 0.

') Se il primo estremo dell’intervalle &

it (ty s 0 9 2 A
e S B TER SR T e bl RS A }
3 5 Ta byt gat g

il secomdo e
(et My iy — 2
b=L( - 2 g it )
(‘3 t g 3—i F )
e nell’uno e nell’altre & ;

5 T fa s . 2 )
Sit) = ‘:( e = e e *_—1-'!-.-:).
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i)

Risnlta percid che, in quasi-tutto (0, L), & & =y, —=0. L'integrale
L
J.F[m(t}, )y (), w1 dt
il

esiste dunque ed & uguale allo zero. Ora ¢ chiaro che @ non sard sempre
nulle 4, ;

In particolare, 3@ non sard nullo se, in nn punto (r,, y,) interno al
campy 4 @ per una coppia (), ¥} di numeri non ambedue nulli, &
Fiog, g gy 9")=F0 ¢ si geeglie come curva € un segmento rettilineo,
tutto composto di punti di 4, avente il primo esfremo in, (m;, y,h, con
angolo di direzione 0 definito dalle

:,EJ Tlr.’
B, R A e L BT R

R TR
Va® 4y, Va ¥ + yy

v sutlicientemente piecolo perché sopra di esso sia sempre Fle, o w/s )= 0.
Se ne conclmde, pertanto, che:
se esiste almeno wn punto iwterno al eampo A in ewi pon sia sempre,
per tutte le coppic (&, y'), F=0, Vassoluta continuita delle funzioni
wy(t) e y,lt, ehe vappresentano le ceordinate di wna gqualungue curva @
ordinaria, ¢ wecessaria perché, in tutti i casi, valga la (2). :
d) Per stabilire il feorema dato in b), abbiamo Ffatfo uso della
omogeneith (ella funzione F rispelto alle variabili 2, y'; ora vogliamo
mostrare che tale omogencith & wecessaria aflinché quel teorema valga
per qualungque eucva @ ordinavia. Pin precisamente, dimostreremo che:
se la funzione F soddisfa alle condizione 1°) posta al n® 74, a), e
se, yuatunywe sia la curva @'m‘riium‘f{&, vale sempre la (2), quando @ (f) e
yi{t) siano funsioni assolutemente eontinue e sia &, <1, allora lo fun-
zione B deve essere positivamente omogenea, i grade 1, ".".".vpehl‘a' alle

-

() 8i pnd dimoestrare che, gqualonque sia la rappresentazione anali-
tica che si seeglic per la curva, 1'integrale

{31

| B, wio), w10, gienar
t

esiste sempre; si pud dimostrave, inoltre, se la funzione I & sempre (i-
versay da zero, che si pnd fare assumere all’infegrale scritto, cambiando
opporfunamente la rappresentazione analiticn, gnalsiasi valore compreso
fra 0 ¢ @, e che Pussoluta continmith delle (1), y,(t) & eomlizione, non
solo sufficiente, ma anche neceas:lri:t perche e¢sso integrale abbia il va-
lore d@, quando sin #<t,. Cfr. L. ToxerLy, Sugli integrali curvilined.
(Rend. Ace. dei Lincei, 1° sem. 1'411, pp. 229-235).
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@ ey in ogui punto (x, y) interne al campo A e in ogwi pimm di aeeu-
malazione di punti interni ad A.

Per la continuitdh della fanzione F, basia dimostrare goanto & @
affermato soltanto per un punto (I, ) interno al eampo A, Congiderata
una qualsiasi coppia (7, #) di numeri non ambedue nulli, indichiamo
con [ un segmento rettilineo avente il primo estremo in (7 j, fntto co-
srituito di punti di 4 e tale che il sno angelo di direzione 0 sin definito
dalle

i
e = s i, — sen 6.

i
-

,\.l'fr. = ?;_.2

Se indiehiamo con ! anche la lunghezza di tale segmento, abbiamo
la rappresentazione analitica del segmento medesimo:

(i {
=plIr=a 317, T —Y =y r t'-g" (”, e fi) 3
it

e, per la (24 6
t

Sy =V BTy 18y, yyid); @ity yyE]dt.

Se ora indiehiamo eon & un qualungue numerp positivo e poniamo

o — wa(t) =T kT, =1l =1 + ki’

sempre per la {(2) avremo

1 .
fl

a —J}“’|frju) 1;( by aa1T), 4TI,

€ perein
1 k
B Ly (0; yu(B)y 'O, g (D] Al = ‘ Flaes(z); yatt), 2/(2), yo'(2)] d.
e

L

E siccome questa nanaglianza deve valere anche se n ) 8i sostifuisce un
qualungne ¢ dellintervallo (0, £,), dovra essere, per ciasenno di tali f,

g 1o (g s ) v )

I
Py (8, (), 2y, (8] = F

¢, put =10,

1 =
(7, j, &, §) = B& J, kT, ki),

Poiche & & un numero positivo qualungue ¢ (¥, 7) ¢ nna goalungue
coppia di numeri non ambedue nulli, 1" nguaglianza ora seritta prova che

it e’ "

ik
j

e
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fn I &, nel punto (& ¥ positivamente omogenca, di grado 1, rispetto

alle & ¥
Con eid & posta in evidenzn la ragione della condizione 2°%) anunessa

al n.? 74, a), nella definizione della funzione I

§1. - Varvie specie di integrali Jo.
Divemo che I'integrale dag €:

— - regolare, se 1a funzione F,, definita al n. 75, &, per tutti
i punti (x,y) del campo A e per tutle le coppie (2, y') i numeri
non ambedne nulli, sempre maggiore di zero (regolare positivo),
oppire sempre Minore di zevo (regolare negativo);

— quasi-regolare, se la I, & per tutte le stesse quaterne
(@, Y, &, Y)y sempre > 0 (quasi-regolare positivo), Oppure sempre
< () (quasi-regolare it eqativo) §

— guasi-regolare wormale, se, essendo Jg quasi-regolare, in
¢iaseun punto (z, y) del campo A i valori di # ehe annullano
ln funzione I (x, y, cost, sen¥) non riempiono, nell” inter-
callo (0, 2m), nessun intervallo parziale;

_ quasi-regolare seminormale, se, essendo Jg quasi-regolare,
in nessun pnnto (z, y) del eampo 4 & I (w, y, cos b, senf) =0
per tutti i valori di U3

—— definito (1), se la funzione F, per tutti i punti (2, ¥) del
sampo A e per tutte le coppie (2, y) di numeri non ambedue
nualli, & sempre maggiore i zero (definito positive), oppure
sempre minore di zero (definito negativo);

— semidefinito, se la F, per titte le quaterne (x, ¥, 2, y') ora
indicate, & sempre =0 (semidefinito positive), oppure sempre =)

(semidefinito neqativo).

Eemier - 1% 8ia P Va® ¢ y*. B nllora
L}
>
St g

(- 4%)2

¢ Vintegmle 3@ rienlga gempre, gqualungae sin il campo 4. regolare posi-

tivo ed anche definito positivo.
99y Sin F=1Vu" 3 y* — a’. Lintegrale d@ risnlta gempre regolare

positivo e semidefinito positivo.

(1) Non si confonda eon 12 integrale definito, nel senso di integrale

eateso ad un dato eampo,
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3°) Sin H = (x* T R St e
il piano ():n, .,J,'}L_ Ti:;t(tl-irr_-':_h.:; l;l}.l : = . 11. eampo 4 eoineida con {utto
positivo; non 8 |er¢.‘;'ﬂnfl ks risulta quasi-regolare positivo ¢ semidefinito
oo e ! X 0 quasi-regolare normale ¢ neppure quasi-regolare
= ; y perchd per x—=0, y—=0 & sempre, per tutti gli o :
(0, 0, #, y) — 0. , per tatti glioa' e ¥,

F R =2\ " :i;ﬁ - \Z’J’T—l— ‘r,r"z_ D)

=

i

7= — I R
2 By 3 it
(@ 4+ 972 (20 - y)8

ed & percio I, — i e 3 )
“ mm[m o ;I‘ 0‘ P” & =0, f‘i_:.‘-" 0 per a'2= 0, Dinque, qualangue sia
ampo A, & & gquasi-regolare positivo normale ed anche definito positivo

] ] Sia r_::%h"_f‘-«’- p o f3 g
st AT e W R o it

y 3 9
a5y g g :
2 B : et
e 4y (@22F g2

eil @ pereid e iy — ;
l m][ 0 por'e Oey'=1, F, =l ¢ pev &'=1, y —0, FF, > (. Dnnyne
e ! ; , : 5 | P . . A L]
{ s sin il eampo A, @ non & neé regolare ne quasi-regolare: ¢, i
veee, definito positivo, i Shg
6% Sia F=u'42y. & ¥, = ( i
Sl ; Y. | = 01 e da ¢ tanto quasi-regolare positivo
i 1 egolare negativo; non ¢ perd ne gqnasi-regolare normale, né
|3 o ' * a ¥ . 3 . " % 4
seminormale, Non & neppure né definito, ne semidefinito

Osserviamo che, se I’ integrale J, & i
i ,‘. L]_lL,‘ se | llli.eglqle Ja ¢ regolare positivo o
t pcumante (uasi-regolare positivo, la ligurativa della
Elrl?zmlllelf volge sempre la sna coneavita verso la divezione po-
sifivadell’ asse delle w. Se poi Jo & regol: i :
s asse delle u. Se poi Jg & regolare o quasi-regolare

ale, ogni piano tangente alla figurativa ha in comune
¢on questa figurativa soltanto una semiretta. Ed infatti, nel
caso atfunale, dalla for iyl ST

: , dalla formula (1) del n. _’IT, risulta

o'T, Y; COs ﬂ, s6n Fi; COS f‘-j’ Sen F}) =~ u'

:b In e ] sono'nl.istiuti e non difl'eriscono fra loro per un mul-
iplo intero di 2w, il ¢he porta a quanto abbiamo affermato
1

per il significato geometbrie 2 3 i 3 S e
= A &Y drico della fonzione & PO 1) i 3
3 “:', J. =i sto in loe

o ; Sy
82. - Semicontinuitih e continuita,
@) Si dird che I'i ale Jg € i
i .] i dira che ‘l integrale Jg & una funzione semicontinua
jerioyinente (superiormente) sulla curva C, ordinaria se, preso
se, pres

PoxurLy - Vol, T,
15




ad arbitrio un nnmero = > 0, &

narne un altro

sl ¥
ordinatamente all’ intorno (2) della G, (n." 18, ¢))-

296 ,)ﬁﬂ pitolo gu into

sempre possibile di determi-
s = 0, tale che la disnguaglianza

Je>Je,—* (< dg, +2)

erificata per tutte le curve € ordinarie che appartengono
icontinno inferiormente (superior-

Quando Jg risulta sem
3 semplicemente che

su ogni eurva C ordinaria, si dir

mente)
tale integrale & una funzione semicontinua inferiormente (su-
pertormente).

da Bairgr, per le

Il coneetto di semicontinuita fu posto

funzioni di una O pitt variabili numeriche (in numero finito) (*).

semicontinuo inferiormente & dato da

Un esempio di integrale 3@

Je= f” +y”ds,

wehezzn della €. Ed infalti, se @, & una
qunlongue p >0 esistesse

(1)

il eni valore tappresenta la lar
arin ¢ Be, preso s> 0, per

quitlginsi curva ordin
@ tale che

gempre almeno nui curva ordinarin

f‘\-—"lx'z 4oyds = [\f‘x’z s —=,

dovrebbe cgsere minore o nguale al secondo

anehe la lunghezza della &
© 19, e)), ¢id che & impossibile.

memhro di gnesta dirnguaglianza (n.

b) Si dirh che Pintegrale Je ammette sulla curva R

ordinaria, aperta e priva di punti multipli, la semicontinuita
inferiore (superiore) complela se, preso ad arbitrio un nu-

mero ¢ > 0, & sempre possibile di determinarne un alfro s =0,

tale che la disugnaglianza
3'@ = Jcn S (= E.'@“ ~+ E)
le curve & ordinarie che appartengono

gin verificata per tutte
propriamente (1.° 18, ¢)) all’intorno (o) della C,.

i) R BALRE, Leg¢ons gur les fonelions discontinues, (Paris, Gauthicr-

Villars, 1905), p. 71
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E P\é'ilIHItP A L te ! P I i
g “-'h 1 nregry -rﬁ {I }l r‘.]’l. P esentan lll'ﬁ I["l l“ll‘-"}lb??"l ‘1(_ 11
1.4 el i B0 1

on i 3 aminetg 1 @ ¥ v
3§ metbe I;l I i i i i

e : E 1G0T i feri

e 1 |1n111tl:l lnf('.]'_lnr Y otOm plehi B ogni Curva

I'vi G ti . >

1““[[]]_‘& oI 1
! senz’ altro ¢ R £
© pl-'i\"il. di pl[]”’.i ey “:‘he’ 5("5"].1 una ¢arva @ Ul‘llill&]‘ia-, il:])E‘I’fa
continuifa inf = nleipli, 1" integrale do ammette la «:em.i
A ;emi;:;mrlre (:‘s'tliperlore) completa, esso ammette ‘q;: @-
: 5 ntinuitd inferiore (< A e ;
in a) & Inferiore (superiore) semplice, definita
¢ Si dird, infi :
% -ty ne, che I'inteer c )

continua sulla enrva @, ordinaria grale Jp ¢ nna funzione
A ; . W 0 aria, se, preso ad arbitrio = =
€ Sempre <4 . _ e ! ¥ p 1 (‘a].l’lf‘]‘IO : AN

pre possibile di determinare un p = 0, tale che si }’?f"

), tale che si abbia

g :'_:]-‘\I/:

al
el S o Sy

I][“l t[]! "t.("- Il_,‘ Iry ( li[Illtlll & 1 )I 1 t( L0 <l ek~
) O {l]ll i‘u'l-

mente all’ intor = Vi el
AT e ;;‘:‘:réf)odelfd S, Se, in questa delinizione, si so-
et ebne od \, ora indieate con quelle m-{[inari,e che
el ?’m lfmp.t!amem:-e alllintorno  (») della @.. si Y

a &, la continuita compieta. . S8l o

Liin feorale

5
Je= 'x‘-’.r':fs
L
el
¢ — eome sl verifi el .
) R rifica fhe nmzi :

i cilmente — unn funzione continun BUL O e 3
] ol curva 2

ordinari i
linaria, e, su ogni envva ordinaria ape
1 . + i . 1 10 ' 5 :
nelLer.LEn.Ian_ Ly continuiti completa
Jintegrale iny 53
grale (1), inveee, non & nna funzione countinia

1fa e priva di pnnti maltipli, am-

; y i nipin - . -
.[h!, @01 Ill]'llt}l {St’l]l])llt" ] [, eta ) H d S¢émie ][t]—
s . - i A0 eom l L ] ' i
H“.]I"l, inte H S . bl l (8] i'l.l ]f.l W i
A"|| PHH.[H](]]TE% \i(.a § S ."t ; 7(]‘ lh‘”(“ I![]f‘ H‘l‘l[‘l;}“"—
__ 1 t:'.-if.'_‘-lml, ]ﬂ. L] ‘]"t
i 4 esIstenz = =

83, - Meor i
83. - Teorema di convergenza ()

S D aty sive
Se W, & un insieme di cwrve C
T

Wy, Wous'® : ordinarie ¢ la successione

“pveee lende unifornie '
o ¢ unyfornicmente ad una curva C ordi-

(Y L, ToxeLr y i
NELLI, Suecession! i

R. Acond, dei Lincei, vol, XXV (1° curve e derivazione per serie (Rend

seni. 1916}, pp. 22-30), u. 6




228 Capitolo quinto

naria ; se, inoltre, la successione | L\, | Ly sl Ly |yores degli insiemi
1Lyt formati con le lunghezze L, delle C,, converge verso o
lunghezza 1. della curva C; allova la successione

S
el

iy s f,...,:::'

[}
3 Gn-,...’

1

deghi insiend |dg |, formati con gli integrali e, s converge
verso Ja.

Consideriamo una €, qualungue e indichiamo ¢on s, ¢ s le
lunghezze degli archi delle C,, e €, rispetfivamente, contate
a partire dal primi estremi delle eurve stesse, o da punti
corrispondentisi, secondo una qualunque delle’ legei di .cui
al n.” 20. Avremo le due rappresentazioni analitiche

L= (8 i — ?fn(311)1 0, Ly),
¥ = x($), ¥ = y(s), (0, L),

Lil

e, facenido la trasformazione s, = p 8 avremo la rappresen-

tazione analitica simultanea

T =ful8)y Y= gu(s),

(0, L).
z=—uls), y==yls), "’

Per guanto si & dimostrato al n.? 29, b) e ¢), detti ' f,,1, 1gals
Wl galt gli Insiemi. di tatte leé £, ¢4, 10wy ¢a, vispetti-
vamente, le successioni

Lily 1 tvvny F e

ity (Galseey (Grige
convergono, nell’intervallo (0, L), uniformemente alle fun-
zioni w(s), yis), rvispettivamente, e le

W e iy e s

.y 3 ) |
W s iy n e

convergono approssimativamente alle derivate 2'(s), '(s).

Inolfre, essendo i rapporti inerementali delle f,, e ¢, sempre

Rl P 1 ; i : 3
inferiori in modulo a }", per ogni n maggiore di un certo i
A

gli stessi rapporti, e quindi anche le derivate f,/, ¢,/, risultano-

G ?".’l-"{“{,ﬂ'ﬂ“ fit ‘fl‘)?'mr& parametriea 290

tutti inferiori in modulo a 2. Le funzioni Juy ¢, tisultano poi
anche assolutamente continne.
(i premesso, abbiame (n.° 80, 1))

L

o, = | FLIA8) 9.08), (9, 9.(5)

ds,

detto @, I"insieme di tutte le funzioni F|108)y g.(5), 1./ (9), g,,'-i's},f
corrispondenti a tutie le &, di W,, la successione dei @,
converge approssimativamente alla Fla(s), y(s), @(s), y(s)|: e
restando tutte le funzioni di @, per ogni a 2= iy inferiori ad
un numero fisso, 13e, | converge a Jg, peril teorema 'inte-
grazione per serie del n.’ 54, d).

OsservAzioNe I. — Da quanto si & ora detto e in virtf
della dimostrazione del teorema di integrazione per serie qui
applicato. risulta anche che, indicati con C(s), C,(s) gli arehi
delle eurve @, @,, rispettivamente, corrispondenti all intey-
vallo (0, &) di (0, L), e con JEIGHM: Iinsiome degli inte-
grali QGIH’ questo insieme converge, per N—r2<, verso Jeius
uniformemente per tutti gli s (i (0, L. o i

OssurvAzIONE II. — Qid che si & stabilito in questo n.”
¢ indipendente dalla ipotesi ammessa al u.” 74, ), sulla esistenza
e la continuitd delle derivate parziali dei primi done ordini
della F, rispetto alle 2’ o Y.

e siccome Fla, y, «, ') & funzione continua del punto (z, ¥, 2, y)




Carirono VI

CONDIZIONI NBECESSARIE
PER LA SEMICONTINUITA (9.

§ 1. LA SEMICONTINUITA IN TUTTO 1L CAMPO.

84. - Prima condizione necessaria.

Avvertiamo, una volta per tutte, che ¢i occuperemo sempre
soltanto delle eondizioni per la semicontinuité. inferiore, quelle
relative alla semicontinuitd soperiore ottenendosi immedia-
tamente dalle prime col cambiare il senso delle disnguaglianze
che in esse figurano. , :

Condizione necessaria affinché U integrale Jp sia wna fun-
zione semicontinwe infertormente, ¢ che si abbia

(1) F(z, y, =, y.};}-(},

per ogui coppin (z, y') normalizzata (*), in tudti © punti (@, y)
interni al campo A ¢ in quelli di acoumalagione di tali punti.

Sapponiamo che esistano un  punto (x,, y,), interno al
campo A, ed un angolo ), tali da rendere soddisfatta la disu-

~ guaglianza :

BNy Yiys cos B, sen ) < 0.

Per la continuitd della funzione F, rispetto all’insieme
delle quattro variabili =, v, @, ¥, considerato un numero posi-

4y L. ToxerLry, La semicontinuita nel Caleolo delle Varviazioni, loe.
eit., cap, I, 88 6 & T.
(%) Cfr. w.® 74, a).

N e A S TR = nii o - S e NS e e A N = F
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tivo 7, comumjue seelto, purché soddisfacente alla disugua-
glianza
I'\(,y 4,, cos B, sen ) << —,

¢ possibile di determinarne nn aliro, pure positivo, 3
modo che sia
(2 - e, y, cosfl, sen ) — —y

1N

ogni qualyolta risultino. soddisfatte le disnguagliauze

10—, <5

| =205

'.:B'—.’G,,|SS, ly'"ﬁnl'{:a

Si intende che 3 dovrd essere tale che i punti (z, ), soil-
disfacenti alle due prime disuguaglianze, risultino tutti appar-
tenenti 4l ecampo A. \

Per il punto (z,, y,) = P,, si conduca nun segmento retti-
lineo P P, di Innghezza <2, che abbia 9, come angolo di

direzione; si seelga poi un angolo positivo o < i’ soddisfacente

alla disnguaglianza « <= 2. Dopo c¢id, si divida il segmento
PyP, in a parti ugnali e su ciaseana di esse, presa come
base, e sempre dalla stessa parte di P P,, si costruisca il
triangolo isoscele avente gli angoli alla base ugnali ad a.

b,

L’insieme di totte le basi di questi triangoli dard allora il
segmento F P , I'insieme invece di tutti gli altri lati (fra
loro uguali) dard una curva, che si indicherd con @,, for-
mata di 2n segmenti rettilinei e con gli estremi in P, e P,

Preso un punto qualunque M di @,,, si indichi con P la
sua proiezione ortogonale su P, P, e con s la lunghezza del
segmento P, P. Scegliendo s come parametro di una rappre-
sentazione analitica simultanea delle curve PP, ¢ C,, la
quale faccia corvispondere P ad M, si avrd, per PP, il
sistema di equazioni

&= """(3]1 y=uyls) (0, 1),

Fla, Yy Ty ?)('n :-‘{f‘(
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e per C,,
&= a,(8), Y=Y.l$), (0, 1)

e sara, indicando con s, la lunghezza dell’arco di @, corri-
spondente all’intervallo (0, s),

i z'(s)=wcosl, ¥y ==senl,

(3)

dz, ds, cos(l =) sen (0, == a)

?y”!)—

S e ==
( » () ds, ds COS o oS 2

Sioconsideri la differenza

g:r dsn _J‘F'd"‘ __J |b{1'11': Wi o Ty o Wa ) —'T(-'v", ?,5 J 1(18'

@ By 1,

[ssa pud :’-,(,n\'erﬂi

i
A= f{r{’};wa Yoy T Ty ?fﬂ N ", mnrs ?}'n’)J ds

L2
(1
s

+le(:v, Yy Ty Y') — 2, y, &, y)ds.
1]

F

Ma per la formula di Schwarz (n.” 76) &, tenendo, conto
delle (3),
um'(ﬂ,,_i o) - sen (0, == oe))

cosa 7 COS &

1
~ Gos o Flz, y, cos (6, = =), sen (0, )]
1 1. - v
a7 COE: P |00‘3 {qf‘ ) F A%, 1, CO8 Bo , NEn Un} i

-+ sen (fy == o) IV, (2, y,co8 6, , sen 9)
B, 2= .
—i~jil7i(:r-, Y, o8 T, sen 1) sen (0, == o — 7)dz]
HU
— Ty ‘F. x’( T, Y, ¥, y’}_i" yn’-FgJ’(x-r Y, .:'3’, :’}J'}
O,
il iy 7 J I’ (2, y,co8T,sen r_\s_en (9, a —T)dt.

i}
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Sostituendo mell’ espressione di AJ, si ha, per oessere
Flz, ¥, &, y’):xxlr‘x’(xa y, %5 Y) + Yy Fdw, Y, &, Y

)
Ad :j [-F{xm Yiis xn's ’yn')_' F(ﬁ', Y, -/Bﬂ'y :U;;’J]fls
0

(@, — @)\ P, 9, &, ¥) + U — YV Ey@ 4, 7 ))ds
B a

ks 50 jd.vj‘F,(:r,, Y, €08 7, sen 1) sen (A, + g z)dr.

Osservando ora che, per la (2), ¢

Hy =%
F (x, y, cost, sen t)sen (B, =2 —)ds
Wy
Hy =

~ — qlsen (£ a — )dt = — (1l — cosx),

”ﬂ

s offiene

i
53{_‘[]F(9;m Yars '17:1’9 yu.r) Sl -I'w(:vi (4] ‘*—711’1 '.’)'ﬂ’}]"t'g

u
i

'*‘Ji[(w.ﬂ-"— 2By (@, W, &y ¥) (U — VIFp (% o, @ Y108

4}

— (1 — cos ).

Ora, siccome, per n-—o9, ¥,(s) € yn(s) tendono nniforme-
mente, in tutto U'intervallo (0, 1), a (s) & y(s), rispettivamente, ed

: 2 1 . s SRS : T . F
¢ ] ¥ ? = -, dalla conf ia della fanzione
¢ sempre ¥, -+Yu = oo o dalla confinnita

ssende che, preso ad arbitrio un 7 = 0, per n sufficientemente
orande il primo integrale del :'-aecondo- nmmh‘ro della pre-
cedente disnguaglianza risulfa minore i Uguall?le.utu mi-
pore di 5 risulta, per n sufficientemente gl‘il!ll]f.’, 11. sef}nndo
integrale, in forza del lemma del n.’ 9. Si puo (\;mmh con-
‘eludere che, per ogni n maggiore di un certo 7, ©

A9 :des,, —(ras < — il
L

L -

eu P,
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Ii siecome, per n—eoz, la eurva C, converge uniforme-
wmente verso il segmento P P, resta dimostrato che I’ inte-
grale della I7 sul segmento P, P, non ¢ funzione semicontinua
inferiormente. Cio prova che, in ogni punto énterno al campo A,
deve essere verificata la (1) se si viole aver sempre la semi-
continuita infeviore di Jp su qualsiasi eurva € ordinaria.

La (1), essendo verificata in ogni punto interno, deve poi
essere soddisfatta anche in ogni punto della frontiera di A
che sia pnnto di accumulazione di punti inteérni: cio che &
immediata consegnenza della eontinnitd della F,.

85. - Seconda condizione neeessaria.

a) Condizione necessarvia affinche Uintegrale Jp sia una
Jungione semicontinua inferiormente, ¢ che ogni punto del
campo A sia centro di almeno un cerchio tale che I’ integrale J,
esteso ad wuna qualsiasi curva ordinaria ¢ chivsa, tutta appar-
tenende al cerchio slesso, risulti sempre maggiore o uguale a sero.

Supponiamo che esista, nel eampo 4, un punto F, tale
che, comunque si scelgi nn numero g >0, sempre esista nel
cerchio (,, 2) almeno una curva & ordinaria e chinsa, soddi-
sfucente alla disugnaglianza Je <7 0. Sulla eurva @, ordinaria,
che eoincide col punto P, non vi pud allora essere la semi-
confinunita inferiore dell’ integrale J. Seelto, infatti, un qual-
siasi £ 2~ 0 e preso comunque un 5 >0, sia &, nna curva ordi-
naria, tntta contenuta nel cerchio P, 2) e tale che sia 51'@! = 0.
La eurva owvdinaria &, , composta di « archi consecutivi ngnali
a &,, da all’integrale J il valore

e, per n suflicientemente grande, é
c‘]@n < =hE

s

Bssendo, d” altra parte, Jo =90, &

= 8

—¢

=
YCn @5 ’

e siccome la @, apparticne ordinatamente all’ intorno (s)

della €, ¢ 5 & un numero positive qualunque, Sle non & una

fanzione semicontinna inferiormente sulla &,.
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b) Una conseguenza della proposizione ora dimostrata
¢ la seguente.
Supposto che, in tutto il campo A e per tutte le coppie
(', y) di numeri non ambedue nulli, esistano finite e continne
le derivate parziali del primo ordine, rispetto a 2 e i, delle
devivate parvziali oy Fyry Fopry Fovyy Fyyp, condizione ne-
cessaria affinche U integrale Jo sic wne funzione semicontinua
inferiormente, ¢ che, in ogni punto (x,, y,), interno al campo A,
in cui st abbia Fx,, y,, @, 4y)=0 per tutle le possibili
coppie (&, '), risulti soddisfatta la wguaglianse

(1) }-'19:’!! (T4 Yy COB H: sen H) = r":x’-}' (& Ygy COS 8, sen U.}a

per tutti @ valori di 1,

Supposto Je fanzione semicontinna inferiormente, ¢onsi-
deriamo une dei ponti (2, y,) ora indicati, e ammettiamo clie
esista un f, tale che sia :

(2) Foy(x,, Y., cos b, sen B)= 1 (e, ., cos 0,, sen 6,).

03 LR

Indichiamo con y un cerchio del piano (v, ), avente (x,, ¥,
sulla circonferenza, e tale c¢he tutti i snoi punti siano interni
al eampo 4. La sna ecireonferenza la indicheremo con v': il
Suo raggio, con 7,

Detto Milmodulo della differenza £, (x,, ¥, cos i, sen 6,) —
— F e (@, 9, cos 0, sen B,), indichiamo con 3 un numero posi-
_tivo, seelto in modo che, in tutto il cerchio del piano (z, y),
di centro (w,, y,) e raggio 2, sia

=

|-Fﬂ”é‘ (, y, cos B, sen ﬂn.} e 1*1;5"-’6 (@, y, cos F_]n ) Sen no) | =

2

Iutenderemo che sia r < . Sceglieremo anche I’ ordine

&

B2 O

dei punti (verso) sulla circonferenza 7' in modo che risulti
negativo I'integrale

J’,I-Q:'}RU (xﬂ ?f: Ccos HU? sen \qﬂ) FI_ y’FF’ ("r? y? ('-OR Fi|'|! sen l]u }id"'!

t
ehe, per il n.” 70, & ugnale a

J.F,x (2, y,cos 0, sen 0)) do + I, (x, 9, cos B, sen 6,)dy,
Tf
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ed il cui valore assoluto, per il fteorema di Green, & dato
pereio da

. Ul| E. (2, y, cos 0, senh ) — F, . (2, cos i, sen U,,}']ri:m'y|
| 1

o

Sard allora, per la precedente disuguaglianza,

U]

. K Mo
‘|_.1: Ior(m, g, cos 0 sen ) -y F,/ (2,9, cosh,, send, )| ds e
e

»

]

Cid premesso, consideriamo 1Iintegrale

: jﬂ.’c, Y, ', y')ds.
nr"

Applicando la formula di Sehwarz (n.© 76), abhiamo

’ Hils — [ &' By (2, 4, €08 B, sen B) -+ y' F/(x, y, coa 6, sen 0,)]ds

H
—|—jdsj F\(z, ¥, cosz, senx)sen (§— a)dz,

vty

dove § risulta definito dalle 2'(s) = cos f, %'(s) =senl, ed &
preso in modo che sen () — «) abbia segno costante in tutto
Pintervallo (0., 0) (). Per D"ultima disuguaglianza scritta,
abbiamo '
i
T £5 J’.W 2 > i : T
fds < — o T o ‘rlx F (2, y, cos o, sen a) sen (0 — 2)dz,
v [ 5

el : el
ed anche, indicando con I (r) il massimo valore di F,(x, v, cos =,
sen «) nel cerchio y e per ogni ¢ (massimo che & >0, per
il n.° 81),

-

J.Fds = = {I;I ar® 4-4nrl (r)
o

=2 (— M+ 16

1;'1 { ‘i") i SR
B

“

(1) Cid si pud sempre otlenere, aumentando, ove occorra, i di = 2z,
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b M RS :

Se indichiamo con ) la distanza del punto (€., ¥,) dal punto
del eerchio y in eni F, assume il valore I'/(r), abbiamo

5(""_){ Fi(r)
b e 27

¢ siccome In (,, y,) la funzione F, & identicamento nulla,
mentre negli altri punti & sempre F. =>¢ (. 84), in (x,,9,)
tale funzione ha un minimo ed &, per A — (), ' 1

I, ir)

== ).
A 2

Dunque, per ogni » minorve di nn certo P, 6

JlFrIs < — E Mr? =0,

e questa disnguaglianza prova, in virth di @), che J5 non
p Ires ) ¥ g i 3 3 1 - >

puo essere una funzione semicontinua inferiormente sn ogni
eurva ordinaria, contro il Supposto. !

)

Se ne conelnde che non pud sussistere la {2

¢) Dalla proposizione ora dimostrata, seende, in parti-

colare ('): ;

R 1
| Se Pz, y) e Qx, ) sono due funzioni continue nel campo A
- - 0 2 ﬁ' . ’
_ : o2 8
wmsreme con le due derivate v v condizione necessaria af-
Jinele U integrale ) :

@) f [ P2, y) + y'Qx, y)lds
- ¢

S une funcione semicontinua inferiormente. @ che
; i u ? f ]
punto interno o di acewmulas

i .02
sia — :3_0 -
oy dx
BT 1

Possiamo anche aggiungere, per il ¢

contemplato, che:

: : i ogni
tone di punti dnterni al campo,

a4s0 particolare ora

o 2, ' o . - 3 .
I{Se. Pla,y) e Qz, ) sono funzioni continue el campo A
condazione necessaria aflinche UVintegrale (3) sia wnaw f-m:-ff-?'ou;

i . . 3 £ +
(') Bi noti che nella dimostrazione precedente non

g i BONO intervenute
affatto le derivate parziali Forp, Fyry. tervennt
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semicontinue inferiormente, & che, ad ogni punto interno al
campo, corrispondano un intorno ed una funsione ®(z, y), dif-

ferenziabile in tutto tale intorno 6 in esso sempre soddisfucente

alle uquaglianza dd = Pda + Qdy.

Ed invero, come risulta dalla proposizione «), per la semi-
gontinuitd & necessario che, per ogni punto interno al eampo,
si possa sempre determinare un cerchio, avente quel punto
come centro e tutto costitnito di punti interni ad A, in
modo che I'integrale di Pdzx + @4y, esteso ad nna qualungue
eurva continna, rettificabile e chiusa, tutta contenuta in esso,
sia sempre nullo ('). Ma se ¢id &, nel eerchio detto ' integrale
di Pdz + #dy non dipende che dai limiti @’ infegrazione, ed
esiste una funzione @@, ¥) di eni la somma seritta & il diffe-
renziale totale in tutto il cerehio.

~ Cosl, per esempio, I"integrale

’ yidae — wdy
e

non & una fanzione semicontinua inferiormente.

86G. - Relazione fra le condizioni necessarie.
a) Vogliamo mostrare che, se, in ww punto I’, = (%, v.)

del campo A, ¢
F\(%,, Yoy s y) =0,

per ogni coppia (&', y') normaligeata, senza che per tali coppie
sia sempre F(x,, y,, «, y)=0, in P, ¢ anche verificata la
seconda condizione necessaria  per la semicontinuit® inferiore
di Jp. :

Premettiamo che, per le ipotesi fatte, si possono seegliere
tre costanti p,, ¢,, e ry, delle quali I’ultima positiva, in modo
che la funzione :

Fa, y, =, y)= Flz, ¥, &, ¥) + p2+ 0y
(*) Tale integrale non pud mai essere positivo (negativo) se si frafta
della semicontinuith inferiore (superiore) perche, se su nna delle curve

detite esso fosse >0 (< 0), sulla corva che si otfiene da questa invertendo
Pordine dei punti, Mintegrale rvignlterebbe <0 (> 00,
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sin maggiore di zero in tutti i punti di 4 che appartengono
al cerchio (P, r,) e per tutte le coppie (2, ¥) di numeri non
ambedne nulli, il infatti, considerata Ila fignrativa  della
fanzione F, relativa al punto P, e seelta una coppia nor-
malizzata (¥, §'), tale che sia

B(@yy 4y, T, i) > 0, Fizyy v, T, 7)=0 (s

I’ equazione” del piano tangente alla figurativa, nel punto cor-
rvispondente a (%, ), &

(1) w=g'F, (Zoy Yoy &, §) i Y Fylzy, y,, Ty ¥

e tale piano tocea la figurativa stessa soltanto Inngo la ge-
nueratrice corrispondente a (&, 4/), come risulta dalla for-
mula (1) del n.” 77. Se ora consideriamo il piano

Y m’” A }‘}}?z’ (9507 Yoy 'T": 5"] + ?f’(,l T }‘..}F.‘f’(xnr Yo '?': .‘i_)'!}s

che taglia quello (1) ‘snl piano uw =20, e supponiamo ) sufii-
cientemente piccolo e positivo o negativo a seconda che &

Hxoy Wy, X, 7 >0 oppure <7 0, risulta soddisfatta la disu-
guaglianza

(2) F@yy Yo, o, 9 )= [/(1 —0) o (0, 4, &y ) +
91— NF (. ., #,9)] =0,

per tutte le coppie (#,%") di numeri non ambedue nulli. Po-
nende dongue

Po=—(L—=WFulz, y,, ¥, ),
go=—1 = }"]F;’I'("‘tl'uf Yoy J'J? ."?’)!

con ), scelto eome si & detto, & evidente che, per la continuita
della F, in tubti i punti (£, y) del cerchio (P, »,), se r, & con-
venientemente piecolo, & sempre F =0 per tutte le coppie (27, y')
normalizzate e quindi anche (in virti dell’omogeneith della F

() L'esistenza di una tale coppin (# i) & provata dal fatto che, se
uni coppin normalizzata soddisfacesse alla prima delle dizngnaglianze
seritte o annullasse In F, esisterehbero delle coppie normalizzate ad essa
vicine, tali da dare alla # un valore positivo, como risnlta dalla forniula
di Schwary (m.° 76). 4
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rispetto a @' e y') per tutte le coppie (2, y) di numeri non
ambedne nnllj, ; ;

Dopo ¢io, abbiamo, sn ogni curva @ ordinaria e chinsa
tutta appartenente al cerchio e

&)

Fia, y, o y')ils =0 (Y,

&

&°

e pt'_'l?t‘.it‘)

!

gi@ o quf:n - q“dy = ().

fros

Bd essendo

‘p,.l dx - q.dy = 0,
risulta

Ja=0

G

il ehe prova guanto fu affermato.

4) Se,in un panto P=(x,. Yo) del eampo A, & I (x,, u,, o, g il
per tutte Te coppie normalizzate () #'h non seende senzlaliro clie in P,
sin verificata la secomdn condizione necessaria per la semicontinnith in-
feriove i d@i e cid & vero anche nel caso che, in tuito nn intorno del
punto Py sin sempre e, Uy @y y) =0, per tutte le coppie (&, ") uor-

" malizzate, ¢ ehe in P,y valga Ia (1) del n'.".g.‘i e cioi I

(3) Fanlay, 4 cos b, zen B) = Fyufivy. 4y, cosfl, senf),

per tntti 4 walori @i A. Per convineercene, consideriamo la funzion:

Fle, oy, o, ot [ Va4 T 1]
s ¥) ! s

definita in tutto il pinno (wy ). E sempre, per ogni eoppia (@), o) di nu- .

meri non ambedus nalli,
o

a2
= e = U

(@ 4 y,_a”z}ﬁ

¢ per tutte To stesse doppie; & T, —0: 8¢ 2 —0, E P

F.]".r - U, }“:u'.;- =2 ' y At Ay i .

S

¢ in ogni punto (59 1 4g)

delllasse delle y vale pereio Ia (8). Preso co-
mungne nn numero & >0,

¢ indieata con @z la curva. ordinaria chinsa,

("t Llaguaglianza si verifiea soltanto se Ia cubva € ¢ ridotta ad un punte.

ToweLur « Veol, I 1h

e s
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composta dei segmenti reftilinei che congiungono snocessivamento i
del pianoe (& y): (&, 2). (— 23, &) (— 23, —&), (3; — 2, (8, B), abbiamo

&

o

— 98

Lul)

a2 ,\,.-'_;.e r‘.}- + 3! =y ds =2 ‘1-.('2(?,?! 4+ 82| dy -+ 4 | ¥ 4 42 “??”
- : = :

& ? e Sikeah O o

= 2 0.

(&)

E siceome la curva @z & tntfn contenula nel esrelio, del piano (r, y), i
centro (0, 01 ¢ rageio 33, ¢ ¢ pnd prendersi 'p"il‘.-t.'(!il] a piscers, ne risnlta
che Ly seeonda condizione, per la semicontinnith di @, non & verifieata
nel punto (0, 0.

_Altrettanto aceade se o

1S,
e ('T! 3 g (Vo™ o 4 Bt g
qui @ F, >0, per tubte le coppie (@Y ) di numeri non ambedue nulli &
per tutki i punti del piane {(x, y) distinti da {0, 0), e in questo punto @
sompre F, — 0. Inoltre. in (0, 0); & anche verifieata Ia (8)

87. - Condizioni necessavie per la continuith.

Da qnanto i & dimostrato ai n.t 84 ¢ 85, risulta la seguenie
proposizione:

A flinch? P integrale 3o sia wna funsione contintua, ¢ ie-
r:_vsx(t-r*ia 2 ; ;
1) ¢he in ogni punto interno al campo A e in quelli di

aceumulazione di tali punti, la funzione F(z,y,v,y) abbia la

Jorma -
P, gy - Qw, yy's

2) che ogni pinto del &rr.n.ipn A sia centro di almeno un
cerelio tale che Uintegrale 3, esteso ad una qualsiasi enren
orvdinarid e chivsa, titte appartenente al cerchio stesso, riswlii
sempre wullo,

Qualora le fanzioni Pz, y) e Qlz; y) ammetfano, in tutfi i

punti in cui sono definite, le derivate parziali 3 e 5 tinite
g O
e continne, dalla condizione 2) scende la
o) che, in ogni punto interno al campo A e in guelli

di accuwmulasione di tali punti, sia
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2. LA SEMICONTINUITA SU UNA DATA CURVA

88, - Prima condizione necessaria, per le eurve ordinarie
i elasse 1. .

. a) Condizione necessaria affinché sw wuna date ewrva @
m':«’-a-amrirr, r.ﬁ-r' classe 1, completamente interna al campo A (’:1”
1 -.=-.=mfgwr?n do sia una ;"—maqion-e semicontinua, -i.-nfé-rioq'nmw.té iﬂ,
che, in ogni-punto (xy, y,) della curva, si abbia .

(1) Fiw;y y,, coshl,, senf) =0,

dove 9, tndica Vangolo di direzione (%) delle enrva

: sfessa el
prato (., 4,). 2 S

_hnppcm.m-mo che, in un pnnto (x,, ¢,) della CoysiaF, (z,,y
cos Bl sen ) <20, Indieato, come al n.° 84. con 7 Nnisn
? - g

Y : WoUn numero
WSIfIvo & i * b 18 i j
I soddisfacente alla disuguaglianza

F@ . o fopsen )<=y

s1a 2 un altro numero positivo, tale che il punto (x, )

tengn ad A e risulti sy
}_f"{';x, 1, CON U, sen ) = — ¥,
0o emafvoml 81 abbia
S s T LR R T T
Sioindichi, anche qui, ¢on « nn angolo positivo, minore

di 80 ais
4

= .(_flu ]Jl'[‘llle-..%.‘i‘.(l., st eonsideri un arco 7 della enrva &, éhe
ih Ilfl (:mne. primo estremo il punto (2, ¢.). lanehezza IIH\’J‘I‘I‘llt;
O mmore di & e sia tale c¢he il sno ant_’;éﬂuﬂi tlil'(‘?i(}!]l‘r}l (ilj
1 pnnto qualungue, soddisfi sempre aILI:I . S

i@ {rs

Indichiamo con #. ¢

Poeli estremi i T
; iff s s L quest areo, e e
la stessa Tettera I 0, € eon

v anche la sun lunghezza, Inseriviamo in -
i

(9 Valé ndive, tale clie

AR ogni suo punto sin interno al e
pdavi i al exmpo 4.

?
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mna peligonale I, completamente interna al campo A, avente
oli estremi in P, ¢ P, ed i vertiel susseguentisi nello stesso
ordine tanto su v quanto su IL. Siano 7,, 1, {,,..., 1, i lati
snecessivi i questa poligonale, e consideriamone uno (ua-
hingue. 7,. Se indichiamo con @, 4, le coordinate (el primo
sstremo i 1, ¢ con w, 1" angolo di divezione di questo lato,
poiché ogni hh) di T e parallelo ad una tangenfe almeno
dell’areo di v ehe ne eonginnge gli estremi, la disnguaglianza

F (%, 4, cos o, sen v) =~ —
risnlta veriticata tosto che sia
| e . = — =
| & "'5"'3)| {59 |1f T '!,fp|_“.‘:: %y o) S,

E siceome la lunghezza di 7, che indicheremo Lmn‘llmenlo
con 1, (-‘f)<‘{( 7, per quanto si & dimostrato al n.” 84, pos-
siamo asserire dne comungue piceolo si fissi un intorno di 7,
¢ sempre possibile di costruire una poligonale I, completa-
mente interna al campo A4, avente gli estremi ecomuni eon [,,
appactenente ordinatamente a tale intorno e soddisfacente alla
disugnaglianza

|}*{{? ——J T‘dq e T"j;{]— ;s ;;

L

M, 7

Siecome [, & uno qualunque dei lati della poligonale 1,
abbiamo che, fissato ad arbitrio un intorno di II, & sempre
possibile costrnire un’altra poligonale V', appartenente ordi-
natamente a tale inforno, complefamente interna ad A4, e
soddisfacente alla disnguaglianza
(1 — cos =)

—;)— ?

-

“Fd.e - [ g == —
r il .

dove abbiamo indieato con II anche la lmmghezza della poli-
gonale.

Ora, potendosi determinare la poligonale I in modo che
essa apparfenga  ovdinatamente ad un inforno comun(ne
piccolo (i v, e poiché al tendere a zero di questo intorno la
lunghezza 11 tende a quella vy, Pintegrale della I7 esteso a Il
tende a quello della stessa funzione esteso a vy (n.° 83), e pos-
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siamo coneludere che, fissato ad arbitrio un intorno di v, &
sempre possibile determinare una poligonale 1, appartenente
ordinatamente a tale intorno, completamente interna ad A;
(avente anche i medesimi estremi di 7) e tale. da rendere
soddisfafta Ja disnguaglianza

“s’f‘rls —J.Frh‘ S T‘Ll 7 f08a] ]
1‘ ¥ |

Oio prova che sulla eurva &, ammessa Pipotesi dell’ esi-
stenza del punto (¢, ), indicato in principio, non puo sus-
sistere la semicontinuitd inferiore dell’infegrale 3.

b) La proposizione dimostrata in «) vale anche se ia
cwrva C, ordinaria, di classe 1, non ¢ completamente interna
al campo A, purehe essa won abbia nessun wreo paumh' tutto
costitudto di punti dedle Frontieva del @ampo.

Osserviamo, in primo luogo, che, se P, & un punto di &,
interno al ecampo A, si pud assegnare un areo della curva,
contenente P, ¢ tutto completamente interno al eampo, sul
quale pereid deve essere sempre soddisfatta la (1) (') Dunque
la (1) ¢ soddisfatta in ogni punto di' &, mt-eruo al campo, e
conseguentemente (per la continuitd della funzione F, e per
essere la @, di elasse 1) anche in ogni punto di secumulia-
zione di questi punti interni. :

Ma se nessun arco parziale della @, visnlta tutto costituito
di punti della frontiera del eampo, ogni punto délla eurva &
sempre punto di acenmulazione di punti della enrva stessa
interni al eampo, ¢ quanto abbiamo atfermato risulta piena-
mente provato.

In particolare, la proposizione «) vale sn ogni eurva @,
ordinaria, di classe 1, che abbia sulla frontiera del campo solo
- mumero finito o un’infinith numerabile di punti.

<) Se il camPpo A soddisfa alla condizione Y) del- e 72,
la proposizione data in a) vale per tutte le curve ordinarie C,,
di classe 1.

Cio verrd dimostrato, in forma pilt generale, al n.° 90, ¢).

; () E evidento che, se 9 & dyve essere nna funzione semicontinua infe-
fiormente sulla envvn C,., lle\l esserlo anche sn ogni areo paziale di tale
enrva, completamente interno al Canpo.
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89. - Seconda condizione necessaria, per le ecurye ardinarie
di elasse 1.
«) Consideriamo nn punto P, = (2, ¥.), intcrno al
campo A, e supporiamo c¢he esistano due angoli U, ¢ # tali da rei-
dere soddisfatta la disnguaglianzeo -

B[,y Yo3 080y, sen, ; cosl, sent) 0,

essendo Ja & la funzioue delinita al n.° 77.

Per la continunita di questa funzione, rispetto alle varia-
bili da eui dipende, preso un numero positivo v, soddisfa-
cente alla disnguaglianza

B(,5 1,3 o8t sen s cosH, sen )y =T — 5,

¢ possibile determinarne un’altro #, pnre positivo, tale che
futti i punti (x, ¥) che soddistano alle condizioni

le=2! <% Jy—UI55

visultino inderni al eampo A e verilichine la disnguaglianza
(1) (B, y; cos b, senf; cosl, sen t) < — 5.

Premesso ¢id, conduciamo per 2, un segmento retti-
s I -

-

r . » 7 - .
lineo P, P,, di lunghezza | = 5, avente 0, per angolo di dire-

zione, ¢ dividiamolo in n parti nguali, mediante i punti

> S 5 ) » ==y
?”?‘l-_-ll.? 1!711: J"-11'---1 """ 1 fmn':-fi-

Per ciasenn punto P, . (r =0, l,.... n—1) econduciamo un
segmento P, , 0, », avente 0 per angolo i dirvezione, di lun-

I T
rhezza 1, minore di ed anche di ——
7 " 2 120 M
biamo indieato il massimo modulo di I (x, y, cos b, sen t) sul
segmento P, P, per tntli i possibili valori di #. Conduciamo
poi gli n segmenti @, . P, .1 e indichiamo con &, la spez-
zata Py 0y0Pn, @ e Py cosi visultante, la quale risulta
completamente interna al ecampo A. Faeciamo corrvispondere,
ad ogni punto N, , del segmento P, @, ., il punto N, . i
Py Py, tale che In dunghezza’ di- Py N 'e 8ia nguale a
quella di P, ,N,.. Detto Q.. il punto corrispondente di @,, .,

, dove con M ab-
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tuceiano eorvispondere, ad ogni punto N, , di Q. Py 1, il
pmito Ny di @, P, vi1, tale ¢he il rapporto delle Inngherze

/ P.JIE-‘PTL'TL

/

P2 Py

di O, Now e Oy, N, sia ngnale a quello delle langhezze
di O, Py e Qs P s Questo rapporto, che indicheremo
1 < 3

I i "B’L 3 ¥ T -
TR ERER A
S , ossia fra' I e 3.
iz L A0
.}3 "

con [, risulta compreso fra 1 e

Sceegliamo. la lunghezza s del segmento £ N, come
parametro di una rappresentazione analitica simunltanea del
seamento P P, e della spezzata C,, la qnale eonservi la
corrispondenza ora indieata, Avremo, per P, P, le cquazioni

g==wlely i =—ite); Sl
¢ per @'n.‘
r=2,(8), Yy=uyals)y 0, 0); .

ed avremo anche, indicando con s, la lunghezza dell’areo
v L]
di &, eorvvispondente all’intervallo (0, s),

i &Y= con - yls) = sen.l,

% , da,, ds,, : 3
. (8) == B T 01 Y., (8) = sen i
(sl 15 Ya (8) ;

se il punto di @, corvispondente a s appartiene ad un seg-
mento P, .0, . e, in easo eontravio,

(2°) Ly (s)=Reos i, ¥, (s)= RBseny,

dove con ' indichiamo 1'angolo di direzione del segmento

Qv Py, Osserviamo, prima di proscguive, che, per le co-
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- strnzioni fatte, visnlta soddisfatta la disngnaglianza |y —6, | —

Q’
T ]
oppure- la 2z — 5 < — Y| = 2n.
& Consideriamo ora Ia differenza
g
L !
'[ e, Ad =\ Fds,, — ‘.Frﬁs :‘ [ F s Yore 5y ") — Fligy e, y)ds.
4 it éu. '_,)._. Iji E.]
s Kssa pud seriversi
e
By 1
“Ad :‘l_F{_:'L'", Yy ﬂ:nr: 1};41 an -lﬂ('é's Y, wnrv ?)"sa’}J“}."'
&' 2 L] ﬁ .
g ; _
I3 £
| R “*‘J (Fla, yy @'y ¥0))— Flo, o, & y)]ds,
: & .
r ed anche, vicordando la omogeneifa della Fix, y, @, y) ri-
spetto alle 27 e ¥, e la definizione della funzione &,

|r4'... A _az
;If?'-b '-3_] ..\E]—‘F_fﬂ(mm s Wity yn.’.’_ I"“.-_-*:g i, Ty ?fu‘.]']d'*
i & :
8 +J [(w, — @)\ Forz, y, &, )+ (4, — YV F Az, y, 2, y)]ds
| t)

7

“'_jé’](m" i mil y'; :vﬂ’? ?)'u’,)d’ls-

0 1]

Indicando con s,, la lunghezza del segmento PP, ., e
con ', quella di P.¢), ,, possiamo serivere

e

3 a0
" “ -D A 3 ’ r ’ A W‘;] ‘i'} . . e 'r 4 ‘.
A O, y; 2, Y5 Ty, Yo )ds = = L, Y35 ¥y Y 5 Tuy Yu)ds
i . r
? 2 1] S,
SnarkL
walighe i / o 2
-+ X Ablz, Y3 Ly Y5 Wy Yy s,
r=:le
!

LRI
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e rammentando le (2) ¢ (2),

&l
n=1 it 2=
== ‘@(:n, Y5 cos b, sen b: cos 6, sen f)ds
= e
a,r
Sir -1
n—ﬂ '1-
+~R 2 ‘@(m‘ yicos B, sen b, ; cos ', sen #)ds,
¥ =0 4
me
ed anche, per la (1) e per essere IR — 3,
i : -
o =k ¢ ’ ] ; r
‘w—{-tr, Y3 Ty Y3, Yads == — il
Np,__r+1
f w—1 e : 4
3 ¥ J‘J@{-’E, y: cosf, senfl s cost’, sen §)ds.
=Ly )
-5"“;."

Inoltre, dalla formula di Schwarz del n.” 76, si ricava

B, i cos, sen B; cos #, sen i)

1
':J I'{x, y, cosa, senax) sen (3 — a)da,
2]

¢ per essere | F\(z, 9, cosa, senz)| < M,

S, gy eos b, sen b3 cos ', sen ) < M1 — cos (' —H,)] (1). -

Ma dal triangolo P, ,Q.,®,.;1 si trae, per la relazione
dei seni,

L _.Iiif. o ?J?.”
sen |68 | wen|,—6, ’
dove si & indieata con 1,” la lunghezza del lato Dl ri
percio
el U B
sen(f'— b ) == -
/ i
\.“ s

(Y) Se 4 non fosse compreso fra i, —m e 0, 4+ 7, ¢i 8i vidurrebbe
Hoquesto easo

" aggiungendo a 8 nn multiplo intero, positivo o negativo,
Gl 25 v ’
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essendo 1,7 = “!-—! . Si ha dunque, per essere, come gii

(i

abbiamo osservato, [ — 0, <, oppure 2x — 5 < |H—0,]< 2%,

e quindi

1 — cos (F — B,) < sen* (' — 0.), ()

A P v
1 — ecos () —H)— —
] i i
i e f '?'}d
i3
: : o i i P T
Gla, g5 cos b, senl); cont, sen ')y« M i
: = sl
n :
§ . 7
‘c_;_~,<:u, Y3 il s By Y IS <2 — Wl 3 ”-(-n, —I”)M 7 S
b / Ty ]'_”’
|

A ' > :
. il secondo membro di questa disn-

Hssendo poi 1, < o
T -l

guaglianza ¢ minore i

b GMnl,
Wl [ — o 4= 7 )

questa espressione & minore di

s
éd essendo anche (/< '
; PR 7P

: 9.4, A .
A A b
dove 4 indica il valore del rapporio T’—", valore che con-
-

gerveremo inalterato al variare di n.
E dunque
(4

E¥ o gl sl Wy I/ .:ril'r"l
‘\‘"’(9-'3 Y3 505 Ty Uy ){ 0 S P
[ 4 -

Ciren gli altei integrali che figinrano nel secondo membro
di (3), possiamo affermare che, per n —- o< — tendendo «, ¢ ¥,

() E infatti pend0' — #) = 1 — cos®t — ) ¢ 0 < eos (i — f,) < 1.
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uniformemente, in tutto Pintervallo (0, 1), a a(s) e y(s), rvi-
spettivamente, ed essendo sempre 1 <a,” +y,” <3 — per
lacontinnita della funzione F Pintegrale
4
‘LF("EH! Wivs Loy '.’:’n’} = Fla, v, ‘»Un(s -y”’}]d_g
b
tende a zervo, ¢ che a zero tende anche
i
fi(_ Wy — &)o@y Yy 5 ) = (40’ — U)o, 1, 2, ) s,
o ¢
in forza (el lemma del n. 79,
Resta cosi provato ehe, per ogni a maggiore di un certo i, &
ik

(4) Ad — — g0

¢ siceome, preso comunque un numero ¢ -0, si pno deter-
minare sempre un 2 per il quale la spezzata &, apparicuga
ordinatamente all’ intorno () del segmento I P, resta anche
provato che, su questo scgmento, Pintegrale della I’ non pud
essere una funzione semicontinna inferiormente, se ¢ veri-
ficata I"ipotesi formulata al prineipio di questo n.’.

b) Con un ragionamento perfettamento simile a gquello-

del n." precedente, dednciamo ora, dal risultato pitt sopra
ottennto, che:

Condizione necessaria affinche sw una date cwrea &, ordi-
narie, di classe 1, completamente interna al campo ‘A, 1’ inte-
grale Ja sia una funzione semicontinua infeviormente, ¢ che, in
ogni punto (@, 4,) della curea, si abbia, per tulti i possibili
valori i 10, '

By, Y3 cos B, sen iz cost, senl) =0,

dove U, indica Pangolo di divezione della curva stessa, el
punto (z,, 4,).
¢) Anche per la proposizione data or ora vale guanto
st ¢ detto al n.® preeed. in b) e ¢).
90. - Prima condizione neeessaria, per le curve ordinarie,
@) Condizione necessaria affinehd, su una data curva &,

ordinaria, completamente interia al campo A, P’ integrale 3o
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sta una fungione semicontinua tnferiormente, ¢ che sic uno
psendoarco () di misura nulle UVinsieme dei punti (x,,9,) di C,
nei quali esiste la tangente alle curva od ¢

(1) F ity Y,y €080, sen 6,) < 0,

. essendo Uangolo di dirvezione della enrea stessa in (v, ),
Considerata la rappresentazione analiticn della @, in fun-
zione della ITnnghezza s dell’ arco:

e wll('si)f' _" S f)'..“'); t“- LI.",‘-

d-nnde, in quasi-tutto (0, L,),

x(s)="cos b, . (%) =sen b,

la Fiw,,y,,cosf,,sen ), considerata come funzione di s, ri-
sulta quasi-continua in (0, L), vale a dirve, sn tutta la eurva @,
(1" 7B, ¢)), e Dinsieme dei punti della & nel quali Ta fangente
esiste e vale la (1) & uno psendoarco. Supponiamo che tale
pseudoarco abbia una misura non nulla, 2p. Possiamo, trovars
un 7 2> 0 e un gruppo chinso 72, composto di punti di questo
psendoarco, ehe abbia una misura maggiore di ¢ e in ogni
punto del guale sia F,(2,, ¥,, cos 0, sent) = —‘—%v‘- (%)i Per. la

2

continuita della I7,, possiamo poil determinarve un numero posi-
tivo & in modo che, se (¥, ) & un punte del eampo A, risalti
soddisfatta la disuguaglianza I, (x, ¥, 08 0, sen ®) <7 — 3 ogni
qualvolta . sia

=2, <85 |y—9,]<3 |o-6]|<2,

() Se, nella definizione di psendointervallo, sostitniamo ally vetta s
¢ui esso 81 trova, una carva eontinun, rettifieabile, ed ol segmenti A retty
gli arehi i carva, abbianio eiv ehe chinminmo psendoareo,

(*) Ba infatti, ¢ » & un intero positivo, detto B, lo psecudoarco nel

. ; : 1 i
quate & Fyw,, y,. cos . sen ) < — a ed Fse quello nel quale & I, r, g,
cos i, sen i) < 0, risulta chie E, & contenuto in FE, | ¢ che i< & Vinsicme
dei punti ehie appartengono ad almeno un . Per ln proposizione del
n.” 41, i), & allora m(E,) — m{Ex) ¢, per 7 sufficientemente grande, m(F,) > .
In ogni componente chinso ¥ di K, di misura =, ¢ dangne B (@, 4, ¢os 0,

1
Sembg) < —— .
il

Condiziont necessavie per {a semicondiniite

* - . -
¢ ¢io per tntti i punti (&9, di 2 Si-indichi, anehe qni,

-

Ve . 3 e
con z nn angolo positivo, minore di 2 e di 1-

Dividiamo la envva & in n arehi, tutti della stessa Tun-

L, ! Sy : N o :

shezra —2, ¢ conginngiamo gli extremi di ogni arco eon un
Tt . g

segmento rettilineo. Aveemo cosi nua poligonale 1, inseritta
in @,; e intenderemo c¢he n sia sufficientemente grande perché
questa poligonale visnlti completamente interna al eampo A.
Detta L, la lunghezza della 1L, , risnlia che, per » — o<, la 1,
converge uniformemenie alla &,, ¢ L, tende a L.

Fatto covrispondere ad ogni punto P di &, individuato
dal valore s del parametro, il punto £, i IL,, individuato

: : L !
dal valore del parametro corrispondente .e”':L—".e_, abbiamo

che, preso ad arbifrio un =z >0, possiamo determinare (n.' 29,
a) e b), e 83) un indice @i tale che, per ogni n > ji:

1°) Ia distanza fra due punti corrispondenti (ualsiasi,
I’¢ P,, sia sempre minore (i 53

2% si abbia

' !'Fd..s' - "Fds- LS ees

11 GH

punft P i £ ed inoni e |, =6 | =<3 oppure 2r —35<
<8, —0,|=2= — dove fj, & I"angolo di direzione del lato
di I, a eui P, appartiene -— risnlti nno pseudoarco di mi-
sura maggiore di p.

Ria n >0 e I7, un insieme chinso qualsiasi, contenuto
in 14,. di misura maggiore di p. Se P,/ & un punto qua- .
lnngne di &, possiamo determinarve il massimo segmento che

3 Pinsieme F, dei punmti 2, di I1,,, eorrvispondenti ai
] 2 L 1%

lo eontiene, che ha gli estremi distanti da esso non piit di

L2 o

¢ che appartiene completamente al lato di I, di eni fa parte
il punto P, stesso. Iea i segmenti cosi determinati, possiamo
seeglierne un numero finito che ricoprano tutto I'insieme 17,
e ordinatili - a piacere, possiamo sopprimere, in ciasenno di
essi, quelle parti che eventunalmente appartenessero a segmenti,
dello stesso gruppo, di indice minove. Otteniamo cosi dei
segmenti non sovrapponentisi 2V, 1,7, 1", appartenenti
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a I, ognuno di ampiezza =g, e tali che, se P, = (2,9, 4,

indica il primo estremo di 7,77, rvisulta

Flw, y, cosm, sen w) - —7,
fufte le volte che &
l’l: e -Q"az(ﬂ £ a' | i ?fu.w: —{: a! s H_‘_‘u-i ' {:. a's

dove 4, & I'angolo di direzione ¢i 1,7,

Per quanto si & dimostrato al n.° 84, possiamo allora
affermare che, comunque piecolo si fissi un intorno dei se-
gmenti [, & sempre possibile costruive, per eiascéuno di essi,
una poligonale p,,”, avente gli estremi comuni eon #,, appar-
tenente ordinatamente all’intorno fissato e soddisfacente alla
disngnaglianza

UL — eos o)
R S :

it

rFri.w ity {Tf‘n’_s ¥ i .
}),‘(r} !,Tdrr_‘.

Considerando, percid, la poligonale 11, che eoincide con 11,
fuori dei segmenti 7,, ¢ che viene completata dalle poligo-
nali p,, abbiamo "

: d . 1l — ¢os 3
J Fede = ] gy R BOR gy
. 3 -

R3]

-

ﬁn 1,

perche la somma delle langhezze dei segmenti £, che rico-
prono interamentfe I'insieme 17/, & eertamente non inferiove

alla misnra di tale insieme. Seelto dungne il numero ¢ (intro-

2 b . (1 — ¢os &) ;
doffo - pitt sopra) minore (i —”—4 “-f-, abbiamo, per la

condizione 2%,

il — cos 2)

J._.’_*'r?.\- —J Flaa it -

I e,

Siccome T1, puod esser scelto in modo da appartenere ad
un intorno di I, prefissato ad arbitrio, ¢ II,,, a sua volta,
per n sufficientemente grande, appartiene ad un intorno qual-

Condizioni necessarie per la semicontinwita 256

siasi di @,, abbiamo che, comunque si fissi un intorno di @,,
possiamo sempre costruire una peligonale 1T, che apparteng:
ordinatamente ad esso e che renda soddisfatta I’ultima disu-
guaglianza seritta. Oio dimostra la nostra proposizione.
OSSERVAZIONE, — I3 importante rilevare che la poligo-

nale 1T, ha gli stessi estremi della enrva @ .

by La proposizione dimostrata in «) vale anche se la
cuwrvg C, ordinaria noi ¢ completamente interna al campo A,
purché @ punti che esse ha sulla frontiera del campo costitui-
scano uno psendoarco di mistra nulla. Osserviamo, infatti,
che 1 punti della &, che si trovano sulla frontiera del eampo
costituiseono sempre un insieme chinso : se percio tale insieme
¢ mmo psendoarco di misura nulls; Ia somma delle lunghezrze
degli archi della & ad esso contigui & nguale alla lunghezza,
di tutta la eurva. Ora, ogni arco della €, che ha soltanto
gli estremi sulla frontiera del campo soddisfa evidentemente
alla condizione stabilita in o), pérchd tale condizione vale su
ogni parte dell’arco considerato la quale sia ecompletamente
interna ad A. Ne segue che la stessa condizione, essendo
verificata sn eiascuno degli archi di @, contigui all’insieme
sopra indicato — arehi che costituiscono, al piti, una infinitd,
numerabile — visnlta verificata anche su tatta la @,.

¢) Se @l eampo A soddisfa alla condizione v) del n> 72,
la proposisione data in @) vale per tutte le curve ovdinarie &,.
I, infatti, evidente che, nella dimostrazione data in a), puo
sostituirsi, alla poligonale Il,, una qualsiasi altra poligonale
che appartenga ordinatamente all’intorno (3) della cuvva @,
che sia completamente interna al campo A ed abbia lninghezzn
sufficientemente  prossima a quella di questa curva, perche
anche quest’altra poligonale viene cosi a soddisfare alle eon-
dizioni 1%), 2%, 3'), imposte alla 11,,. Si osservi, inoltre, che,
nella: medesima  dimostrazione, I'ipotesi che Ja curva Q, sia
completamente interna al campo A & stata sfruttata soltanto
per asserire che ¢ completamente interna al campo 4 la poli-
gonale I, L'ipotesi, fatta in «) snlla &, risulta dungque sn-
rerfina se il eampo 4 soddisfa alla condizione v) del 1.’ 72,

la quale permelte precisamente di asserive che o sempre’

Dossibile di sostituive, nella dimostrazione data in ), la poli-
gonale 11, con un’ altra poligonale avente i cacvatteri pid
8opra indieati ¢ completamente interna al campo.
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91. - Seconda condizione necessaria, per le curve ordinarie.
«) Sfrattando la disngnaglianza (4) otfenuta al n. 89
¢ ragionando come si & fatto al n.” precedente, si offiene:
Condizione necessaria affinché su wna curva &, ordinaria,
completamente interna al campo A, Uintegrale Jo sia wne fun-
zione semicontinwa inferiormente, ¢ che sia wno pse-mioarm di
misura nulla I insieme dei punti (v, y,) di &, nei quali esiste
la tangente alla curva ¢ non ¢ verificata, per twttl 1 possibili
valori di Y, la disuguaglionsa

(1) &y, ¥, 5 coshy, sen fl 3 ¢os 9, sent) =0,

*

dove 1, indica I’ angolo di diresione della curva stessa in (@, 4,).

Per eliminave oeni difficolth relativa all’applicazione, al
easo attuale, del ragionamento del n.° 90, mostriamo che 1" in-
sieme K, dei punti (@, ¥,); indicati nell’enuneiato, eostituisce
effettivamente uno psendoareo.

Jonsiderato un gualsiasi valore 6, dell’intervallo (0, 2x),
I’insieme dei punti (z,, y,) della &, in cui esiste la tangente
alla enrva e vale la-

o

&(wyy Y,3 €080, senl); cosy, senbh) =0
& nno pseudoareo F,, perché, detta
e — xu(s‘)’ W= '?)'u{l"‘;)! (0 g L‘,—I'IT
Ja vappresentazione analitica della €, in funzione della Tnn-
vhezza s dell arco, in quasi-tntfa la enrva o
vl '?-d'u’("") = €03 H(a‘.' ?’-l’(“‘-) = fen HH
e la funzione '
&lw,, Y5 cos 0, senl; cosif, senf )=
= (&, 4, cos b, senf) —[cosl Fwx, Yy, ¢ost, senti)

—+ sen't), (a1, cosl, senf;)]

& (0. T4, b)) quasi-eontinna rispelto alla variabile s,
Al variare di U, varierd, in generale, lo psendoarco I,
corrispondente; e se indichiamo con

O By Bayivney iy oines

I"insieme dei valori razionali di # appartenenti all’inter-
vallo (0, 27), disposti in suceessione secondo nna legge (ual-
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siasi, avremo, in eorvispondenza di questi 9, la sucecessione
degli pseudoarchi

PR o SRl 5 I

Dieiamo J Pinsieme dei punti della eurva @, che appar-
tengono ad almeno uno di questi E,.. Per Je proposizioni del
n. 41, 7 é nno psendoarco. Affermiamo che ¢ F— I, Per
il modo con eni @& stato deflinito, # fa parte di F,: basterd
dungue mostrare che, se (&, 9,) ¢ un punto di ¥, esso
appartiene anche a /. Dovendo essere, per (z,, Yol

G(@g, Y5 cos 9, sen B cos b, sen §) < 0

per almeno un valore di 0 dell’intervallo (0, 27), tale disu-
gnaglianza (per.la continmith della funzione & rispetto a fi)
sara verificata per tutti i valori di  di un intervallo par-
ziale di (0, 27) e gunindi per infiniti valori razionali di f. Tl
punto (z,, y,) appartiene pereid ad infiniti psendoarchi Z, e,
di consegnenza, ad E. .

b) Quanto si ¢ detto al n.® precedente, in b) ¢ ¢). vale
inferamente anche per la proposizione data gni.

92, - Terza condizione, per le eurve ordinarie.
a) Condizione necessaria «ffinche su wna cwrve S, ordi-
waric Uintegrale o sia una funziowe semicontinua inferior-
mente, ¢ che ogui punto della curva, interno al campo A, sia
centro di almeno un cevchio tale che Uintegrale 3, esteso ad:
Mna qualsiasi curva erdinaria e chiusa, tuita appartenente al
cerchio stesso, risulti sempre maggiore o uguale a zero.
Nia infatti 7, un punto della carva @, interno al campo
A e tale che, nel cerchio ( P, 5), qualunque sia g, esista sempre
almeno una curva @,, ordinaria e chinsa, soddisfacente alla
.‘;'1@5 — 0. Detta @, la eurva composta di n archi eonsecutivi,
nguali a €, e @', quella composta dell’arco della @, c¢he precede
il punto P,, del segmento rettilineo ehe congiunge P al primo
estremo (comunqgue scelto) di €, ('), della envva @, del seg-
mento rettilineo c¢he conginnge il secondo estremo della C

i

A Siosuppone s safficientemente piceolo perclid tale segmento risulti
1tto eostitnito di punti del campo .

3
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al panto P, e dell’arco della @, che sogue P, si ha, per

N—so0,

o .
e!@-:; e m"

e quindi, per n sufficientemente grande,
5‘]@_'” < E‘I@_ﬁ — 1.

Poiché 2 ¢ qualnnque, la curva &', si pud far apparte-
nere ordinatamente ad un intorno comun(ue piecolo della & ;
la disnguaglianza precedente prova dungue ehe, nell’ipotesi
fatta dell’ esistenza del punto P, J5 non & semicontinuo infe-
riormente sulla @,

h) Se il campo A soddisfa alla condizione )y del n.* 72,
la condizione stabilita in a) deve esseve verificata per tutii 3
punti delle curva Q. Se, infatti, il punto P, fosse sulla fron-
tiera del campo, nella costrnzione della curva &, fatta pit
sopra, mon vi sarvebbe che da sostituire i due segmenti ret-
tilinei indicati con due ecurve continug e rvettificabili del
campo A, aventi gli stessi estremi di tali segmenti e di Jun-
ghezza inferiore ad nun nnmerd fisso prestabilito; o1 esistenza
di queste curve & assicurata dalla condizione ) del n." T2

¢) Il ragionamento fatto al n.? 85, b) prova che, se esi-
stono, in tutto il campo A e per tutte le coppie (&, y") di nu-
meri non ambedue nulli, linite e continue le derivate parziati
del primo ordine, rispetto a 2 e y, delle 4., Fyy Forr, Fyrn Foop,
condizione necessaria affinehé swlle ewrva ovdinarvia &, Uinte-
grale Jp sia wuna funzione semicontinae infeviormente, ¢ che, in
ogni punto (v, y,) delle C,. tnterno al campo A e tale che in ¢s80
sie I'(@,, o,y &, 9) =0, per tutte le possibili coppie (x, '), ri-
silte soddisfatta ta

Fory(5, Wy €030, senll) = F, (%, 4,y €088, send),

per tutti i valori di 0.

93. - Condizioni per la continuith su una data curva
ordinaria.

Affinche su una data curva ovdinaria si abbia la continuita
per IPintegrale do, occorre evidentemente che su essa si abbiano
contemporaneamente la semicontinuitd inferviore e quella sn-
periore. Dalla proposizione del n.° 91, segue, allora, che, se @,
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¢ npa carva ordinaria, complefamente interna al eampo A,
in qnasi-tntta la curva deve essere

&(x, y,; cos by, senf : cos b, senl)=(),

per tutti i possibili valori di f, intendendosi che 0, rappre-
senti 'angolo di direzione della eneva in (v,, y,): la F deve
percio avere, in quasi-tutta la €, la forma

(1) Plzy, y)o' + Az, )0,

per tutte le eoppie (2, ¢/'). E tale forma, per la continuitd della
funzione J7, deve, di conseguenza, aversi su futta la enrva @, .
A questo risaltato si giunge anche se la curva @, non @
completamente interna al campo A, purehé essa non abbia
archi completamente ecostituiti di punti della frontiera del
campo. Ii lo stesso risultato vale per tuftte le enrve ordi-
narie, se il campo 4 soddisfa alla condizione y) del n.* 72
Riassumendo e tenendo conto di quanto si ¢ stabilito al
" precedente, abbiamo: '
Affinehé, su una date curva ordinarvia C,, I’ integrale Je
St wna Junzione continie, ¢ necessario:
che la fungione ¥ abbia la formea (1) in tutti i punti-
delle curva &, se questa curva non ha nessun arco. utto co-
stituito di punti della_frontiera del campo, oypure se il campo
soddisfa alla condiz. v) del n.? 72
2) cle ogni punto della curva, interno al campo A (o anche
sulla frontiere di tale campo, se ¢ soddisfatta la condiz. =)
del n.° 72), sia centro di almeno un cerchio tale che I’ integrale o,
esteso ad una qualsiasi ¢wrva ordinaric e chiusa, tutta appar-
tenente al cerchio stesso, risulti sempre uguale a zero.



Carirono VIIL

CONDIZIONI SUFFICIENTI
PER LA SEMIOONTINUITA

§ 1. LA SEMICONTINUITA IN TUTTO 1L GAMPO:
) Gl integrali quasi-vegolari definiti.

94, - Osservazione sugli integrali gnasi-regolari semidefiniti.
Dimostriamo ehe, se Uintegrale Jo ¢ quasi-regolare semi-
definito, deve sempre aversi, in tutto il campo A,

F, >0, F>0,
oppuUre sempre
F, <0, F<0 ().

Smupponiamo che Jg sia quasi-regolare positivo, vale a dire,
che sia sempre F, = 0. Allora, per quanto si & detto al n.”78,
lu figurative della funzione I, relativa ad an qualungue
punto (z, y) del campo A, non scende mai al disotto di un
sto piano tangente gualsiasi; e se esiste un piano tangente
che non abbia per equazione w=0, in alcuni punti di tale
piano ¢ w =0 e quindi I' >0, Se poi tutti i piani tangenti
avessero per equazione u = 0, si avrebbe sempre /=0,

95. - Prima condizione sufficiente. .
Come gid abbiamo fatto per le condizioni necessarie, ci
occuperemo sempre soltanto delle condizioni sufficienti per

() Cfr. A, Kwesen, Lehrbuch der Variationsrechnung. (Brannschweig)
Dt . =5 = !
Friedrich Vieweg, 1900), pag. 53.
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la semicontinuitd inferiore, dalle quali si ottengono immedia-
tamente quelle relative alla semicontinuitd superiore (').
«) Cid premesso, dimostriamo che:

Pintegrale Jg quasi-regolare definito positivo ¢ una fun-
zione semicontinue inferiormente (7).

Considerata una curva ordinaria &, e preso su di essa, come
origine degli archi, il primo estremo od un punto arbitraria-
mente scelto, nel easo si tratti di nna eurva chinsa, sia

&= '-'Cq(.'g)v o= ?}Il(s.}, {.U} Lr_a.‘.‘-

la sua rappresentazione analitica in funzione della lunghezza
8 dell’_arco. Dividiamo la @, in n parti, tutte di ugnale lun-

ghezza, % Lu, mediante i punti PO‘”’ P00 iR S s R SnNst-

guentisi sulla curva nell’ordine fissato dalla curva stessa, e
in modo ¢he P, coineida eon Porigine degli archi. Siano

R o R Sl e S L

i valori di s corrispondenti a tali punti. Sara
1
si+l-—s,:]—1L', P =10, d Sl Ak

rat 0 : S §
Indichiamo con p un numero positivo minore di — e
]

tale che ogni eurva, appartenente ordinatamente all’intorno (p)
di uno qualunque degli arehi G (P, P,'”) di &,, abbia

lunghezza superiore a L,; e consideriamo una qualunqne

on

|

ceurva € ordinaria la qlml- appartenga ordinatamente all’ in-

(1) Ofr. n.° 84

(3) Ofr. L. ToNgrLl, Swi tassimi e minimi assoluti del Caleolo delle
Variazioni. [Rend. Cire. Matem,, Palermo, t. XXXII (2 rem. 1911)]; Sul
caso regolare nel Caleolo delle Variazioni [idem., t. XXXV (1° sem. 1913)]:
T semicontinuita nel Caleolo delle Variazioni [idem, t. XLIV (1920)7; ed
anche, quando si congidering soltanto curve composte di un numero finito
di arehi a tangente variabile in modo continuo, T Goursar, Sur quelques
Fonetions de lignes semicontinwes [Bulletin de ln Société Math. de France,
t. XLIIT (1915)7. Per il easo in cui sia I"'= z(x, Va4 y"", vedi H. LeBEsGUR,
Tutégrale, longuewr, aive (Annali di Matematica Pura e Applicata, 1902).

0
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torno (g) della @ . Tra le corrispondenze Q (n." 18, ) emrenn
fra 1 punti della € ¢ della C,, e tali che la distanza fira i
punti corrispondenti risulti sempre non maggiore di 2, sce-
¢limmone una e indichiamo con £, 'Pl,..., P, 1 punti della &
che vengono cosi a corrvispondere ordinatamente ai pun!.'i
rwo P, P della @ Ter togliere ogni ambiguita,
intenderemo che, se, in base alla ecorrispondenza scelta,
a P venissero a corrvispondere sulla @ pin punti, P, si
il primo di essi, per v < n, e Pultimo di essi; per r=— .
[farco C(FP;, P;y,) appartiene allora ordinatamente all’in-
torno (2) del?areo C (P, P .,""), e, per I'ipotesi fatta sopra
sul numero ¢, la lunghezza del primo risulta superiove

1 Tiw : :
a o L,, cioé alla meta di guella del secondo. Contiamo le

lnmghezze degli arehi della' @ a partire dal punto P, e indi-
chiamole genericamente con la lettera o; chiamiamo pni
By Tayesry Ty delanghezze depli archi (P, Py C( Py P,
C(P,, P,). Per quanto si & detto or ora, &

-

(=0, 1ee—1) ()

SR ke f
(1) el P e
2

Confrontiamo i valori dei due integrali
(2) 51@0‘\Pxf011 Piy 0 C*J@(PJ.‘ Pt

A tal nopo, eonsiderato nn qualsiasi eerchio del piano (=, y),
contenente la eurva @, ed almeno tutti i punti dello stesso
piano distanti da essa di non pin di 2 (%), indichiamo con n
¢ M rispettivamente il minimo e il massimo della fonzione ¥
nell’insieme (chiuso) dei punti di A che appartengono al
detto cerchio e per tutte le coppie (2, ¥) normalizzate. Per
essere Jo un integrale definito positivo, & m > 0. =
Avendosi poi

:;]@”l- PO, P\“-.—j(”J] = ﬂf(-‘i‘_f_l — &)

r.~_q

C(Pry Piyy) = (""'(5:'+f = qi)r

') Poniamo =, —0.

i () Intendiamo per distanza di un punto da una curva il ninimo
delle distanze del punto stosso dai punti della eurva.
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si ha che, se &

ST s
i s P e PG
m
¢ senz’altro,
(3) E‘T@(P,, Py = E‘T@_U‘_]»‘un, P (0

Consideriamo il easo in eni si abbia

. M
(4 Gy —T< . (84— 84):

Poniamo, fra i due archi C (1", Py ™), E(Ly, Piy,), una
nuova corrispondenza 2, definita dalla relazione lineare

By e o
=10, - (3—-4;)
Sie 8y
Abbiamo, per la (1) e la (4),
3 R e e S AR
{5) A TR S i)
LRS- T A IR

Seegliendo s come parametro Jdi una rappresentazione

analitica simultanea degli archi & (P, P,y ), C(Py Py,

siavranno, per il primo, le equazioni

=) Y=gy (s Sy
e, per il secondo,

z=a(8), Y=y) (S, S
e sard, in quasi-tutto Pintervallo (s, I.s*H_i)._
|\ W= (@l

LG 2 M
(_ EACM i AL RS

Detti poi P ¢ P i punti di &, ¢ € corrispondenti ad
uno stesso valorve s qualsiasi di (s;, s.4.,), ¢ P, il punto di @,
corrispondente a P nella prima corrispondenza eonsiderata fra

€, e &, la distanza fra P, e P risulta non maggiore di 2 — —,

e quella fra P, e P™ minore dl_?ﬂ (perche questi dune punti
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appartengono ad uno stesso arco di @, di lunghezza ngunale,
14+ 1

n

L . 3 5 : )
a J—t") La distanza tfra P e P & dunque minore di

e si ha
e
¥

i Lt?

- e . i I
(- i fﬁ{.S} Sen wl'{."‘) ! < ) : y(-‘?) =il ?)'ul-ﬂ ! / o n L]

per tutti gli s di (s;, #,,.,). Di pili, ¢

{8} g limsi.} s 9:,,(8,—) I : O, | ?if_&") Tt yn(_s:‘} | i ?!
( | x{'\'i+1:) 5T 'Tr_l('s'.‘—l-i) | S‘: 24 | ?’(‘si—l-i) ik yn{.su‘-;-l_) s 2

perehé i punti P, P; distano fra loro per non pitt di 7, e
ugua]meni.e A p e ; , '

Consideriamo la differenza fra gli integrali (2) o serivia-
mola nel seguente modo

_D‘- —— E‘I@‘Pu P ) — :«‘3 -~ ’-,-Pe'(”-"-;- P 1[.;..] :.

A
i1
= j [F(@ls), pis), 2sh y'(8) — Flz(s), y(s), @,(s), v,/ (s)]ds =
S ,
2‘[1"{-@, ¥, 2, ) — Flzg, y, o, y)lds +
-:‘i+'1 \
_*H‘[F(:EI'-! Yis -T’a '3‘)")— F(i'-'*"ns e "r'u_ur',- !f..’)JfI"‘ (')
8y

3 -
Osserviamo qui che, avendosi
de gy, — 9; ; dy o, — o,
e b oE J’ ?ff“): Y Bigy

ZH8) = y
% ds &, — 3 ds s, — 3,

é, per la (5), in quasi-tutto (s, 's;,),

@

1 M
1 a7 (8) -y (8) << (E) g

'

Preso dunque ad arbitrio un numero positivo ¢, possiamo,
per la continuith della funzione F, determinarne un altro 5

() L' integrabilith della Fie, y, 2, §) risalta dall’essere questa fuu-
Zione quasi-continna in '(_s‘-, & 1)y per quanto si ¢ dimostrato al w.” 74, by,
¢ limitata, per lo (6.



itale che, essendo (z,y,) un qualsiasi punto di

Pt T
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G, e (zy) un

altro punto qualungne di 4, tale perd da avere una distanza
da (2,, y,) non superiore a 8, ed essendo verilicata la doppia
disngnaglianza

1 2 + 2 dl 5
el w15 S R e el B
Ye by = (m.) :
si abbia :
' | F(z, y, &, y)r— Flzo, 4,, 75 ¥) | <e
Ne viene percid che, per ogni n tale che sia

: ) e
(49) 5 5

o

&, in forza delle (7),

Sy
£l

(10) \[F(z, ¥, ', y)— Fla,, Yo, ¥, Y)ds > — e(siy, — ).

L

——

Ricordando la delinizione della funzione & (n." 7
poi

Fla,, ¥, ©, y) — Flz,, Yoy Ty U)

=F@,, Y, £ Y)— [ Fxf(ﬂvm Yos B’y Yo ) =Y L0y Yoy 25 4]
(@ — 2 )k, Yoo @59, )Y — 9 Edy, Yo 25 9,)
:“B(ﬁ;n! o3 _xn’! yn'i ﬂ:', ?f’)- =t (1:"_ 2 ) Fak@oy Yoy B0y Y ) A=
+ W — Yy, Yoy @5 Y

dove, per essere g un mtegldlo quasi-regolare pn‘nll‘l\(l o

(n.” 77, b))

(11) &, W T, W ow, y)=0.

Ne viene dunque, tenendo conto della (10),
iy

—D:‘ > T E(si-f—i s srﬁ) == ’H{G,_ mn‘)-pa:’{a'l: Jua g )'-’}

—!—(?J’— ?fut)Fy’{x..s Wiy ﬂ:n'; ?..')lf?# {43

() Le due derivate F,c e Fys che qui fignrano, sono quasi-continue

(n.” 74, b)) ¢ limitate; l'espressione softo il segno di integrale ¢, pertanto,
effettivamente integrabile,

il si ha
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Sommando ora rispetto all’indice i e tenendo conto della

disuguaglianza (3), valida (uando mon sia soddisfatta la (4),
abhiamo

F S’f (' — 2 ) oy 9y 2,3 9,) A= ' — 9, VE Ay 4,y 05 9,01,

&

intendendo che la sommatoria X sia estesa solamente a quegli
avchi per i quali vale la (4).
(Questa sommatoria pud essere decomposta nelle dne

[

e | :
??'j"’*"" X VFal 0, @, 4, )ds, 3_'1‘{?!"— Y IF g Yoy 'y 4, ) s,

LE

a cigscuna delle quali pud applicarsi il lemma del n.° 79, 1
infatti, le funzioni F(x,, y,, =, Yo'l Eyltey oy 2.5 4, so10
mteu:ahlh e sempre inforiori, in modulo, ad un numero fisso
M : gli intervalli (s,, ) non si sovrappongono ¢ apparten-
gono a (0, L); le funzioni a(s) — = (s), yls) — y,(s) sono assoln-
tfamente continue e soddisfano, negli intervalli (%5 8;,.) che

fignrano nelle X, alle disnguaglianze (7) ed alle (f:}, e quindi
anche alle

j}.: ’ _1'
f*’—-’fn?f!+f:, Y —=u | << li—?f

Prendendo dunque 1I’intero n soddisfacente alla (9) e
sufficientemente grande, abbiamo, per il lemma ticordato,

BTy
‘le{l —y Wi 2 WorTn s Jn)fh =

R .

=k A 3‘ ; @ ql'!ﬂ] e mn{.‘\’!-l—i)_ .;'_'(SL] == f??,‘,fRI} |
8y

:'J(H’ s yn,) }'T?Jfl':gl-! ?.’m :.’{:u;i yu!} JS | <
1

&

e J}‘rL 2 | ?f{.‘-‘f-r-;) i .'.F‘n-{'g!—kl} SN .:‘lf\) 4= ?)'..{s,-] 3
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e tenendo conto delle disnguaglianze (8) e della condizione p — —,
: i

AN,

S6e g
| . }
! E-IJI(/E? 3k -“U..!-)Fa:’ S {?}" i ?[,,I}F?,’ l;{s]l i X .*171?}1 ==l ah

¢ se n e sufficientemente grande,

=RE

I dunque, per n abbastanza grande,

g = (L, 5B}

Niccome = ¢ stato scelto ad arbitvio e qnesta disungna-
glianza vale per tulte le eurve @ dell'intorno (3) della &,
intorno scelto nel modo indicato, la semicontinuitd inferviore
di Je sulla @, & dimostrata.

H) In virtii della proposizione dimostrata in ), sono funzioni semi-
continue inferiormente gli integrali

o S ST oyt i T TR
j’v’.n'- 4y d, J[\r + - J 15 ‘q:f.r, PN =T =y ds,

14 a2 4=
e e e

con zir, y) >0 in totto il eampo A. i

¢) B opportuno rilevare che, nella dimostrazione esposta.

in «), Pipotesi che Vintegrale Jp sia guasi-regolare positivo
& stata sfruttata soltanto, a traverso la disuguaglianza (11);
e poiché in tutta la dimostrazione non si ¢ mai fatto uso
delle devivate I, .-, For v, F,r -, possiamo affermare la semi-
continuita inferiore dell’ integrale Jp, sotto le ipotesi che esso
sia definito positivo e che la figurativa (n.° 78) della funzione 1
rivolga sempre la sua concavita verso la direzione positivea del-
P asse delle wu, e eid anche se la funsione I" non ammette le de-
vivate parziali del secondo ordine vispetlo alle @ ¢ y'.
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5 2. LA SEMICONTINUITA IN TULTO IL CAMPO:

- by Gli integrali quasi-regolari (‘).

46. - Seconda eondizione sufficiente,

L A R g f— . 1 T4 i

I integrale 3o quasi-regolare positivo seminormale ¢ TG
Junzione semicontinua inferiormente.

Premettiamo ehe, preso comunque un punto P =(x . y,)
del campo A, si possono sempre scegliere, secondo quanto si
e detto al n.° 86, a), tre costanti p,, ¢, e r,, delle quali nltima
positiva, m modo che la funzione

Flz, y, 2, 9) = Flo,y, 2, y/') 4 p, & + ¢.9/,

sia maggiore di zero in tutti i punti del campo A che appar-
tengono al cerchio (P, »)) e per tutte le coppie (2, ¥y di
numeri non ambedue nalli. =

ANt : A 4 I "
Essendo poi F, = F,, ¢ anche, contemporaneamente,

I’()i@hé la scelta -della coppia (7, '), considerata nella Co-
strazione del n.° 86, «) ricordato, pud esser fatta in infiniti modi
converremo, nel seguito, di scegliere per (#', ') 1a coppia nr_n--,
muh?jzat-a in eui la F(x,, y,, @, ¥) ¢ massima, o qualora di tali
coppie ve ue fossero diverse, di prendere fra esse quella per
la qunale Pangolo 6, compreso fra 0 ¢ 2z e determinato dalle
nguaglianze cos = &', sen =4, & minimo. ] -

qu.«;.sata cosl la coppia (&, #') e considerati tutti i valori
el 4 della costruzione detta, ehe hanno il segno 14 indieato
€ sono in modulo <1, e per i quali _]zi- t]isi,l,g‘tlaig'iiﬁllz:.l (2)
del n.% eitato & sempre soddisfatta per tutti ali fr,, ¥ amme
sceglieremo fra essi quello il eni modulo & hg‘ua]é alla meta
del Jimite superiore dei modnli dei valovi medesimi, Cio far;rd
Prendiamo r; uguale alla metd del limite superiore di tutfi |
ragei dei cerchi del piano (x y) aventi tutti il centro in P e

s,

BT ; e e .
() L. TONRLLL, La semicontinuita nel Calenlo delle Variazioni. ¢

Ric ap. 1, §4:
¢ Nul easo regolare nel Caleolo delle Variasions. :

P Yy B




e S

270 Capitole settimo

internamente ai quali (‘) ¢ sempre soddistatta la disugua-
glianza F < 0, per tutte le coppie (2/, ¥) di numeri non
ambedue nulli. Con questa determinazione di ¢, avremo F - 0
per tutte le coppie (2, y’) ora indieate e in tutti i punti (z,7)
interni al cerchio (P, 2r).

I'ossiamo, dopo ¢io, procedere senz’altro alla dimostra-
zione della proposizione ennnciata al prineipio di questo n.".

Sia @, una curva ordinaria, e considerato un suo puanto
qualsiasi P,, indichiamo con «, il massimo arco della @, che
countiene il punto P, e che risnlta costituito tutto di punti
appartenenti al cerchio (P, »), in eni r, & il raggio defer-
minato poco sopra. La funzione /7, che abbiamo gia definita,
soddisfa alle disuguaglianze F>-0 e I', =0 in tatta la. parte
del ecampo A interna al cerchio (P, 2r) e per tutte le possi-
bili coppie di numeri @, ¥ von ambedue nulli. Pertanto, in
forza della proposizione del n.” 95, il suo integrale &, sul-
arco «,, una funzione semicontinua inferiormente, ¢ preso
nn & > 0 ad arbitrio, & possibile determinare un numero ¢,
maggiore di zero e minore di r,, e tale che, per ogni arco z
di curva ordinaria, appartenente ovdinatamente all’ intorno (2,)
di =, , sia f

m

l" Fds > j'jiws %

L]

Rammentando la definizione della F,-possiamo serivere,
come conseguenza di questa disnguaglianza,

* a j i ; " T
‘Fds }jﬁ'ds L.E -1-“ (pa'—+qu)ds --—j{ Po == g hds "
b 2 ’ x

i

La differenza nella parentesi che qui figura & uguale
{essendo p, e ¢, due costanti) a

(P’ + q)ds - [wc.w' +q.y)ds,
j—-llu_.-.P{rJ- :['[1 IR0

(!} Naturalmente non si terrd alean eonto di quei punti che even-
tualmente non appartenessero al campo A.
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dove P e PV indieano i due estremi i o, , ¢ P™ e PO (uelli
corrispondenti di «; ¢ guesta somma tende a zero con
Percio, se si prende 2, sufficientemente piceolo, si ha

-
(i |

JFJ? >\ FHds — 2,
2

%

la quale disuguaglianza prova che sall’arco @, ¢ una funzione
semicontinua inferiormente anche 'integrale della F.

© Possiamo dunque affermare che n.;:ni punto P, delld
curva €, appartiene (come punte inferne, fatta eceezione per
gli estremi della curva) ad un arco «, della enrva stessa, sul
quale I’integrale della 77 & una funzione semicontinua inferior-
mente. Per il teorema del n." 33, fra gli archi Gy, COLTISPON-
denti a tutti i punti della €, & possibile i sceglierne un
nomero finito &, %, ..., 2, in modo ché ogni punto della
enrya appartenga ad almeno uno di essi. B sopprimendo in
ciaseuno di questi arehi quelle pavti che risultassero ricoprire
archi dello sfesso gruppo e di indies inferiorve, si verrd ad
ugalzrenere una divisione della curva @, in pm'tii consecutive
Bty By By su elaseuna delle quali Pintegrale della F
sard una funzione semicontinna inferiormente.

Se allora si considera una qualunque curva & ordinaria.
appartenente ordinatamente ad un intorno () della e,, e;
scelta una delle corrispondenze Q (n.° 18, b)), intercedenti fra
la € e la @, in modo che la distanza fra i puuti corrispon-
flenti visulti sempre minore di 2, si indicano con B g
,i,ull archi della @ ¢he in essa cm-riﬂp(md'nno R R
P (%), si ha ehe, per ogni 5 suflicientemente piceolo, ¢ g

17

&‘]ﬁa ﬂr_l{,.; e oy <

S -1 (r=1, 2,.._., m)

€ quindi

=

d %

3 AT 5@[,

i dimostra la semicontinuitd dell’ integrale Jo

|!| W 3 o - a i e
Per togliere ognl ambiguith, intenderemo U}lt‘-, se, in base allay

eorrispo = 4 - A
pondenza ©, ad un estremo ¢ un B! venissero a corrispondere,

Bulla @, pid o :
: s pitt punti, 1’ estremo eorrispondente di §9 sia il primo di essi. se

BOn 81 tragt
L iratta del se i fofm i i i i
¢l secondo estremo di 5,00, Iulti nmo, invece, in eago contrario.
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OssErRvVAZIONE. — Conformemente a quanto ¢ stato detto
al n.° precedente in ¢), possiamo osservare che la proposizione
qni stabilita vale, indipendentemente dall’esistenza delle deri-
vate parziali seconde della F rispetto alle &’ e y', sotto la
sola-condizione ehe la figurativa (n.® 78) della F rivolga sempre
la sua concavitd verso la direzione positiva dellasse delle wu,
senza che essa si riduea mai ad un piano.

97. - Gli integrali regolari.

Un easo particolare della proposizione or ora provata o
il seguente:

L’ integrale Jg regolare positivo ¢ wna funzione semicon-
tinea inferiormente.

Sono, pertanto, funzioni semicontinne inferiormente tutsi
gli integrali della forma %

Jo =\[slz, yVa" +y" + pla, )’ + glx, y'lds,

-

&

con ¥, y) == 0 in tatto il eampo A.

98. - Terza condizione sufficiente.

Nell’ enunciato del n.° 96, la condizione che 'integrale Jg
sia seminormale porta ad escludere che, in qualehe punto del
campo A, la F (z, y, «, y') possa essere identicamente nulla
per tutte le possibili eoppie (2, %'). Dobbiamo ora esaminare
il caso in eni si presentano i punti, che chiameremo e¢ccezio-
nali, nei quali & precisamente F (x, y, 2/, y)=10 per tutte
le coppie (&, ¥).

Dimostriamo, in primo luogo, che:

Ne da ¢ un integrale quasi-vegolare positivo e se, per ogii

punto eccesionale del campo A, esiste un intorno in cud la K sod-

&

disfa sempre alle disuguaglianza F =0, I"integrale g ¢ una
Funzione semicontinua inferiormente.

COomineiamo con ’osservare che, se (#, §) & un punto
eccezionate di A, & (n.* 77, b))

Fx, 4, «, ¥) = px -+ qv

con p e ¢ costanti, e che, dall’ipotesi fatta sul segno della F
in un intorno di (&, ) segue p=¢=~0 e quindi Kz, j, 2",y ) =0,

2 - T ) ’ . : . - .Q -
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percha, se p e ¢ non fossero entrambi nulli, la F(x, 3, %, y)
potrebbe assumere valori negativi. Premesso cio, consideriamo
nna gualsiasi curva @, ordinaria e indichiamo con 77 1’ insieme
dei “suoi punti eccezionali. Dalla continuith della F,, segue
subito ehe Dinsieme I & echiuso. Percio, se, ad ogni punto
di E, facciamo corrispondere il limite superiore » dei raggi
dei cerchi che hanno il eentro in quel punto e¢ dentro i quali,
nei punti di 4, vesta sempre verificata la F > 0, questi » am-
mettono in J7 un minimoe non nullo, vale a dire, esiste un
r, > 0 tale che sia sempre » =, Di pili, sempre per essere
IJ chiuso, possiamo determinare su &, un numero {inito di
avrehi o, %y .y o, Senza punti comuni, tali da rinehiudere
tutti i punti di F, cosi ehe questi punti risultino inferni ad
essi ('), e da-avere una lunghezza complessiva, che indicheremo

W

con Iz, non snperiore a m(H)—+ ¢ dove m(E) rappresenta la
y=1

misura dello pseudoareo E ed = & un numero positive, prefis-
i e r
sato ad arbitrio, ma < 7.
Abbiamo, allora, se A indiea il massimo modulo di
Fz, y, o, o) sulla G,, e per essere, in F, F—0,

h
i

59,

=1 &

(1) @ = Me,

Abbiamo, inoltre, che i punti degli archi =, non apparte-
nenfi ad /X distano da qualche punto di £ di non pitt di

£

c< 35 e che, percio, tutti 1 punti degli «, sono centri di eerchi,
. ez " . . . 1
di vaggio ', nell’interno dei quali & sempre F > 0.
=l

Siano ora 8,, B,, v, B gli archi della @, che si otten-
fono da essa sopprimendo i punti interni agli «;, nonché il
primo estremo di =z, ¢ il secondo di «,, qualora tali estremi
stano anche estremi della curva @,. Sugli archi § non esiste
hessun punto eceezionale e possiamo quindi determinare un

1 i ) . » . g v . = .
| (") Deve essere fattn eceezione per i punti eccecionali che coinei-
“ssero con gli estremi delia enrva @;. Se un estremo della @, fosse un
) T : :

punto eceezionale, esso, anzichd essere interno ad nn o, sarebbe un estremo

i tale areo,

ToNELLY - Vol. I, 4
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nwmero 7; = 0 in modo che non esista nessun punto eccﬁ,_z-i-onf.ﬂf
distante dagli archi § per meno di #,. Sopra quesfti avehi (
I integrale della I' &, pertanto, per la proposizione del n.” 96,
ana funzione semicontinua inferiormente, e possiamo deter-
minare un numero positivo p in guisa che, se f, & una
ualsiasi curva ordinaria, appartenente ordinatamente all’in-
torno (p) di 8,, si abbia
1 gllﬂa'l > glr:s _i'
n
Se dunque indichiamo con p, un numero positivo, minore

A . " = * A o 0] AT
di 9 o di o, & consideriamo una qualsiasi curva €' ordinaria,

2
appartenente ordinatamento all’intorno (2,) della G‘".’ ahbiamo?
dopo aver decomposto la © negli archi «, e fj’,_, cnrmspou.deut-l
agli «; e 3, secondo una qualunque delle eorrlsponde-nzf;a _ehe,_
fra essa curva e la @,, si possono porre secondo la definizione
{5 di curva appartenente ordinatamente all’intorno (p,) della @,

LE

13 m
Soyr 4 & s —
Jor= T‘:J“J“ -+ ?5{5-5 = ‘?L oty

perché sugli archi o, & sempre I7 = 0. Tenendo conto della (1),
abbiamo anche

n "

g.i@r T ?Elgs e ?‘g;ag —£(1 4 M),
; ossia 3

Ja = 3@0 —&(1 +4- M).

Qiccome M o indipendente da ¢ ed ¢ pud-esser preso
piceolo a piacere, questa disugnaglianza prova la semicon-
L tinuita dell” integrale J.

Un cat*ml;io, in eni le condizioni del teorema ora dimostrate si tro-
vano verifieate, & dato dalla funzione

Fla, y, 2 )= w1 —x)? '\-"‘:'t"E - '_*,"2 ~+- (1 — Py

* Qui @ sempre F; >0, con F;=0 per x=0 ¢ per x—=1;esedd p(’fsilivn
o safticientemente piceolo, & =0 per tutti gl = goddisfacenti alla
|@| <& oppure alla |1 —a| <8
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99. - Gli integrali quasi-regolari semidefiniti.

Come easo particolare notevole della proposizione prece-
dente, st ha:

L integrale Jg quasi-regolare semidefinito positivo ¢ una
funzione semicontinua inferiormente.
Pinn particolarmente ancora, si ha :
L integrale Jg ¢ wuna funzione semicontinua inferiormente

-

sa €
Fz, y, &, ¥) = glz, )Ve' -+y"

con g(w, i) funzione continuaw e sempre =0 nel campo A (');
ed anche, se ¢

Ly y, o, ) = 9@, 96, y, ', ¥),

con g(«, y) fungione continwa e sempre =0 nel campo A, ¢
Gory y,-@y o) fungione soddisfacente alle condizioni ammesse,

per la Iy al n." 74 ed alle diswguaglienze G, = 0, G =0, pure
in tutto il campo A (*).

Sono, pertanto, funzioni semicontinue inferiofmente, qualunque sia il
campo A, gli integrali

‘{xl B yi) ‘\."Ix_u"ﬁ b yi? d.‘.", j{.‘vg i y'éj[\"f;b’"s b y.rf.' ' Tds,
& & -

_ OssiirvaAzIoNE. — Anche le proposizioni stabilite in questo
© nel n.” precedente valgono indipendentemente dalla esistenza
delle derivate parziali seconde della F, sotto le sole condi-
zioni: @) che la figurativa (n.” 78) della F rivolga sempre la sua
conecavithy verso la direzione positiva dell’asse delle wu; b) che
Sla sempre F =0 in tafto il eampo A, oppure soltanto negli

intorni dei punti di tal campo nei quali la figarvativa si riduce
ad un piano.

1 Ry : . P .
2 () Cfr. M. Leersaus, Intégrale, longueur, aive (Annali di Matematiea
ura e .-ﬂLppficn.tuT 1902), n.° 98,

i L - . . . .
() Con (7, indichiame la funzione corrispondente alla £,
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100. - Quarta condizione sufficiente (il caso lineare). La
continuita, _

Proseguendo nell’analisi del easo in cui esistono punti
:»e:-:m:fe'ona.h"; snpponiamo che tali siano tutti i punti del campo A,
vale a dire, che sia sempre, in tutto A e per tntte le coppie (27, '),
F,=0. Cid equivale a supporre che sia (n.® 77, b))

Iz, v, @' ?f’) = T’{_;}:’ ) -\ ?IFQ(:'U* )

A seconda delle ipotesi che si fanno sulle funzioni Pz, y)
e Q(x, y), la condizione sufficiente per la semicontinnith —
condizione che, nel caso attuale, coincide con quella della
continuith — prende le varie forme che ora esporremo.

a) Se Pz, ) ¢ Qz, y) sono funzigni continue in tutto il
campo A, ed esiste una funzipne (') Oz, y) differenziabile, i .
tutti @ punti di A, rispetto al campo A stesso (%), @ tale che u‘-
suo differenziale totale sia Pdx + Qdy, Vintegrale

(n [1: Pz, y) -y @z, y]ds = ‘P{h —|—Qrf?} & )

L

o @

¢ wne funzione continud. .

91:% @, una curva ordinaria e € sia un’altra qualsiasi
curva, pure orvdinaria, che appartenga ordinatamente ad un in-
torno (5) di &, arbitraviamente fissato. Indicate con 2 .e y *
le eoordinate del primo estromo di C,;, e con a" ¢ y‘,”* qnel]e
del secondo estremo, e deiti = e y@, o e y'", gli elementd
corrispondenti della €, abbiamo (n.* 71)

Pdx 4 Qdy = Bz, 4,y — P&, 4,7,
]

Pdx + Qdy = Dz, y*) — @, y).

() ey, ()

Dalla continuitd della funzione ®(xz, ), consegnenza dellw

() §i ricordi che noi considerinmo sempre fanzioni ad wn valore.
@) Cfr. n.° 7L
() Cfr. il n.® 70.
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sua  differenziabilith, scende dungue, per p suflicientemente
piecolo,

. : .
i de-.t'- + Qdy — [Pd:n - Qdy
L2 L2
e ;\'rell

con £ numero positivo, prefissabile ad arbitrio.

b) Se Pz, y) e Qle, ) sono funzioni continwe in tuito il
canpo A, ¢ se, per clascun punto di A, esistono un intorno ed
una funzione Plr,y), v modo cle, b tuiti @ punti dell’ intorno
che appartengono ad A, la Pz, y) sie differenziabile rispetto ad
A, ed abbic per differenziale totale Pdx - Qdy, U integrale (1)
& una funzione continie.

Sia €, una enrva orvdinarvia ed M, nn suo punto qua-
lungue. Per le ipotesi fatte, esistono un numero positivo r
ed una fanzione @(x, ¥), differenziabile rispelto ad A, della
quale Pda - Qdy & il differenziale totale in tntti i punti di A
che fanno parte del eevchio (M, »). Sia 2, il massimo areo

di C, che eontiene M, e appartiene tutio al eerchio (M‘,, q)

Per il teorema ), pitt sopra dimostrato, I’integrale (1) risulia
una funzione continna sull’areo «,; si ha dunque che ogni punte
M, di @, appartiene (come punto interno, fafta eccezione per
gli estremi della eurva) ad un arco «,, deélla eurva stessa, snl
quale I"integrale di Pdz4- Qdy ¢ una funzione conlinua, Proce-
dendo allora come si ¢ gia fatto al n.” 96, si stabilisee senz’ altro
la nostra proposizione.

Il evidente che, se le condizioni poste nell’ enunciato val-
Lono solo per 1 puntié interni al campo, la continuitd di (1)
resta stabilifa soltanto sulle eurve completamente interne ad A,

¢) Se P e Q sono funszioni conlinve, insieme con le due
ot 20

derivate parziali 2y 6 =, i dntti @ punti internt al eampo A,
C' (o4 M

€ se, dn tutti gli stessi pundi, rvisulte soddisfatia Vugnagliansa

{9 ) a' I) S a@
3y oz’

£ integrale (1) & una Fungione continua sw ogni cwrva C, ordi-
urnuf completamente interna al ecampo A.

: e M, =(x, y,) ¢ un punto interno al campo 4, eslste un
munero positivo » tale e¢he il eerchio (M,, ) sia costituito
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tutto di punti interni al nostro campo. Per la continuiti

2P 30
delle _IJ, @, -a;;, ﬁ
tal verchio, in tutti questi stessi punti 1" espressione Pdx -+ Qdy
¢ il differenziale totale della funzioune

e la validita della (2) in tutti i puuti di

p AR
(@, y) =\ Pz, y)dz —|—J Ow,, y)dy.
-:'_-:a e

Da quanto si & detto in b), segue dunque la proposizione
ennnciata,

OSSERVAZIONE. — La continuitd dell’integrale (1), stabi-
lita, sotto le condizioni enunciate in ¢), per le curve ovdinarie
completamente interne al campo A, pud essere estesa a lutte
le curve ordinarie con I'aggiunta di qualche condizione com-
plementare, relativa alle funzioni P e @ oppure al campo
stesso. Pili precisamente, si pno affermare che :

« supposte verificate le condizioni dell’ enuneciato ¢), ¢ am-
messa la continuitd delle P e @ in tutti i punti del eampo A,
I integrale (1) é una funsione continua su ogni curva di A se:

1) le fanzioni P> e @ possono definirsi in un nuove
campo A’, tale c¢he ogni punto di A risulti énferno ad esso, e
in modo che in A" le due funzigni godano delle stesse pro-
prietd ammesse per il campo A e coincidano, in quest’ ultimo
campo, con le funzioni date;

2) oppure, se il campo A soddisfa alle condizioni ), §), v)

del n.> 72 »,

Quanto abbiamo affermato & evidente nel easo della con-
dizione 1). Per quanto riguarda la condizione 2), basta notare
che, dalle ipotesi ammesse, scende I’annullamento dell’inte-
erale di Pdx 4- Qdy lango ogni poligonale chinsa, senza punti
multipli, completamente interna ad A e avente la massima
corda inferiore al numero 7 indicato nella condiz. 3) del n.” 72,

e quindi anche l'annnllamento dello stesso integrale preso

Jungo ogni poligonale, come la precedente, avente o no punti
multipli, oppure (per il teorema del n.* 83) lango ogni curva
continua, vettificabile, ehiusa, appartenente ad A e avente la
massima corda minove di 5. Dopo ¢id, risulta facilmente che

ogni punto M,, di una qualsiasi enrva @, ordinaria, appartiene

(come punto interno, fatta eccezione per gli estremi della
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curva) ad un arco «, della eurva stessa, sul quale I’ integrale di
Pdz + Qdy & una funzione continua, e qaindi ehe il medesimo
infegrale & una funzione continua anche su tutta la curva @, .

Se P e () sono delle costanti, & sicuramente verificata
la condizione 1),

101, - Quinta condizione sufficiente.

@) Da quanto si & stabilito al n.” precedente, possiamo

dedurre :

Se Jeg ¢ un integrale quasi-regolare positivo, ed ¢ possibile
di determinare due funzioni Pz, y) e Q(z, y), continue e tali che,
in tutti @ punti del campo A, I espressione Pdx -+ Qdy sia il
differenziale totale, rispetto ad A, di una funsione P(z, y) ¢ si
abbia sempre

(1) Flz, y, &, y) - [2" P, y) + y'Qz, p)] =0,
I integrale J o risulta une funzione semicontinua inferiormente.
Posto, infatti
F=TF+[ZP+yQ,

¢ sempre F, = I7, >0 e, per la (1), anche "= 0. Dal teorema
del n.” 99 segne dunque la semicontinuitd inferiorve dell’ inte-
grale della I7; vale a dire, scelta una curva ordinarvia @, e
preso ad arbifrio un = 2> (), é possibile di determinare un 5 > 0,
tale che, se € & una qualsiasi eurva ovdinaria, appartenente
ordinatamente all’intorno () della &, si abbia

(T?ds - J.j’ds — &,
o g,

L]

o > 8o =2+ | [loP+yQlas— ([P -+ yQias].

e, ©

: Ma, per le condizioni alle (nali soddisfano le P e @, e per -
1..1 n.” preced. «), I'integrale della funzione o' P 4@ & una

tlm-zioue continua, e la differenza, contenuta nella parentesi

seritta or ora, pud rendersi minore die, per o sufficientemente

biceolo. Risulta cosi .

N,

v 2 .:7@ = SI@“ £y

¢id che prova la proposizione enunciata.
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b) Sfeattando, invece della proposizione a) del n.° pre-
cedente, quella ¢), abbiamo che:
Se Je ¢ un integrale quasi-regolare positivo ed ¢ possibile
di determinare due funzioni Pz, y) ¢ @z, y), continue, insiene
Sl Lo 0P e ; :
con le due derivate parziali £ € nyr tutto il campo 4, e in

esso sempre soddisfacenti alle uguaglianza

ol od
dy  ow’

¢ tali, inoltre, che nello stesso campo sia sempre
e, y, 5 ) + [ P, y) -y 2, 9)]| = 0,

Pintegrale Jp risulte una funzione semicontinua inferiormente
su ogni cwrva C, ordinarvia, completamente interna al campo A ;
e lo ¢ poi anche su ogni curve ordinaria, se & verificata wna
qualsiasi delle due condizioni 1) ¢ 2) enunciate nell’ osservazione
del n.° precedente. '

¢) I due teoremi sopra stabiliti, conservano la loro piena
validitdh anche se la determinazione delle funzioni P e-(, nel
modo indieato, & possibile, anziché in tutfo il campo, soltanfo
in nm intorno, comungue piccolo, di c¢iasenn punto eccezionale.
Pitt precisamente, & sufficiente — ferma restando 1'ipotesi
che Jp sia un integrale quasi-regolare positivo — che ad ogni
punto eecesionale M, possano farsi corrispondere un numero
positivo g, e due funzioni Pz, y) e @z, y) aventl, in tutto il
cerchio (M, ¢,), le proprieta.indicate in uno dei due teoremi
dati in «) e b). Per assicuravsi di cid, basta ragionare come
si & fatto alla fine del n. 96, osservando che, considerata una
curva ordinaria &, e un suo punto M, qualunque, se questo
& eccezionale, appartiene ad un arco della €, su cui I'inte-
grale & & semicontinuo inferiormente in forza delle due pro-
posizioni precedenti, e se M, non & eccezionale, I’ esistenza
di un simile arco & garantita dal n.° 96 stesso.

Un esempio, relativo al caso gni considerato, & il seguente, Sia

: —3 SR i B 1 ;
F=y1 — y2 Vo™ + 0" + 5 \z i = ?F’J*J [1-+ {1 — 9#)?]

Condizioni sufficienti per la semicontinwita 281

Per questa funzione & sempre

sty Soghy
P i =0,

3
(@ + g2

con =0 per y=0 ¢ y=—==1. Per = sufficicntemente piccolo, si ha

o : 1
F-i-ﬂ}.’v'_}“’_ﬂ, quande sia |y | <e; Fﬁzﬁ”’:”io’,q““”d” sla 1—y?| <=,

d) Dalla proposizione dimostrata in 1), seende come
corollario:
Se Jc ¢ un integrale quasi-regolare positivo ¢ se esiste una
coppia (x,/, y,) di numeri non ambedue nulli, soddisfacenti,
an tutto il campo A, alle ugueglianza

T - o r ’ s nl o r
I, y, &y ‘y“)— }"y’x(xp Y, ¥, y“r}’

Vintegrale Jp & une funzione semicontinua inferiormente su
ogni curva C, ordinaria, completamente interna al campo A ;
¢ lo ¢ poi anche su ogni curva ordinarie, se & wverificata wna
“qualsiasi delle due condizioni 1) e 2) enunciate nell’ osservic-
cione del 0.° precedente.

15 infatti, per la formula di Schwarz del n.® 76, ¢

Fla, y, o), y) =o' Fedz, y, 2/, 4,) + Y Fodz, 9, 2, y,)]
H

-V ‘H'?J Fy(w, y, cos o, sena)sen (0 —a)ds,

0y

dove 6, e # sono determinati dalle equazioni

. .

. @ 1
cos B — 7____2_”_ =, Sen f,—=— -.EL—_——_._I :
. ﬂ:‘,, il ?ju. ‘\ ﬂ:[\‘ '-I" :U“.r-
’ v
T ;
CORf = c gen (l = —— UT ”
L | ! Lr 22

Yo -+ Va =

Prendendo 6 soddisfacente anche alle disuguaglianze
Ur—m<6<H +-x, & allora, per essere sempre I, =0,

J"_'Il'-.l'.,_‘ ?""! 'T'r'! y’} s [xlFx’(m? y'.l fEu'? ?)"u’\) _I_yrFTE-"'(x! y‘! .’E“’, ‘yil’.ﬂ :—} “
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in tutto il campo 4, e si pud applicare il teorema b), facendo

Pz, 9) = — Fodx, o5 oy Yo)s
Qx, y) = — Fylm, Y, B Yo)-

Le econdizioni qui poste risultano verificate se ¢

B, gy @ y) = (@4 g2(Va™ 9~ —2a'— ).

Nell’origine del piane (@, y) & Fy=0; in ogni altro punto & Iy >0, per
agmi coppia (#, ¥) di numeri non ambedue nulli. Per o'=1, 3’ =0 & in

tutto il piano (a, ) =
: ( } Futy = Fylp = — 2(x + ¥).

102, - Un caso particolare notevole.
Da quanto si & stabilito al n.° precedente, pud dedursi una partico-
lare econdizione sufficiente per la semicontinnitd di ]a nel caso che si

abbia In funzione I della forma.
F=p(ha -+ ky) Gz, y, 5 ¥).

8i suppongi che: .

1) =(2) sin una funzione non negutiva, mmtmun insieme con la sua
prima derivata, in futto un intervallo contenente tutL1 i valori di ¢ defi-
niti dall’uguaglianza & — ka -+ ky, dove b e L sono due costanti assegnate
¢ (w, 1) & un punto qualsiasi del campo A; S,

2) Giz, y, «, y) sin una fanzione soddisfacente alle {30‘[11117,.10111. pgst..e
al n.? 74, per la F, e alla disuguaglianza G (2, y, ¥ -_T,:-'}:_>(J {4}, in tutto il
eampo 4, senza che in nessun punto di esso sin mai ¢, =0 per tufte le
wossibili coppie (', o'

; 3) 311 Ehbl(u 1u)ogm punto di 4 dove & o(hw+ ky) =0, G >0 per
quelle eoppie (, ') di numeri non ambedue nulli che verificano 1° uguna-.
olianza izl ky' = 0.

Sotto queste ipotesi, U integrale

(1} [¢ij!ex+k?;)G(:cr, Yy 2 y)ds

¢ e funzione semiconlinwa inferiormente. ; .

Per provarle, comineiamo col dimostrarve che, se (x5, y,) € un punto
di A in eui & z(ha, 4+ ky) =0, & possibile di determinare un numero p,
in guisa che si abbia

Gliegy Yoo @ y') = potha' -+ ky') >0,

() Con @, indichiamo la funzione corrispondente a I .
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J

per tubte le eoppie (o, di numeri non ambedue nulli. Per la eondizione
posta sulla G, la hg_,umtl\'d, (n.” 78) delln funzione G risulta eoncava
verso la direzione positiva dell’asse delle v e tocea un suo qualungue piano
tangenfe in tutti i punti di nna sua generatrice o di nn’infinith di gene-
ratrici riempienti un angolo minore di =; ¢ poiché In retta ha'-- ky =10
del piano (¢ o), in forza delln condizione 3), risulta esterna alla fignra-
tiva, 81 potranuo condurre per essa due piani tangenti a tale superficie.
Ilequazione di uno di questi piani potriv seriversi

= plha'+ Ly'),
con p costante, diverso da zero, e si avrd sempre
G(xnr Yoy '1'.,! y'} __PULEI_I_ -’59”.120-

Inoltre, per la proprietd gid indieata della retta ha! + hy' — 0, 1o
generatriei di eontatto detla figurarivi & del piano tangente-sopra seritto
si broveranmo, su questo stesso piano, tutte dalla medesima parvie della -
retta deffn e potrd seegliersi nn numero ) sufficientemente picenlo, & po-
sitive o negativo a seconda che sulle generatrici di contatto & G >0
oppure & < 0, in maniera che si abbia

G(fl},,, Yas & U} — Pl — ke 4 ky') > 0,

per, tutte le possibili coppie (¢ ) di numeri non ambedue nalli. Pren-
dendo dunque p,= — p(l —2) &i ha quanto pin sopra si & affermato. Ed
¢ evidente che =i pud, in infiniti modi, tissare un eriterio per ereegliere
un valore di p, fra gli infiniti valori che esso ammetbe (1),

Per la continuith della funzione ¢, possiamo aggiungere che, in
corrispondenza del punto (e,, y.), ¢ possibile determinare un numers po-
sitivo g, cosl che, in tutto il cerehio di centro (&, ¥u) & raggio gy, &1 abhia

Gl Ya o'y ) = polha’ - k) > 0,

per tutte le coppie (&, y) normalizzate e quindi anche (per I’omogeneiti
della G rispetto a &' ¢ i) per tutte le coppie (o, y) di numeri non ambedne
nulli. Nello stesso cerehio & allora

glhie - ky)Gia, y, o'y o) -+ ol + kyip (k' + ky') = 0,

¢ siccome, se dfz) & nna qualungne primitiva’ della funzione iz, il dif-
ferensinle totale, rispetto al campo A, della funzione Pobllia -1- ky) &, in
tulti i punti di A, gihe - kp(hde - kdy), 1a wmuontmml.l dell'inte-
grale (1) segne senz'altro da quanto & ¢ stabilito al n. ? precedente.
Ossuryvazions — E utile osservare che, 86 la funzione & ¢ indipen-
dente da 2 ey, alla condizione 3) della proposizione dimostrata ora puo
sostituirsi quest’altra, che sia ¢ioé G =0 per quelle coppie (', o) di nu-

(Y Cfr. n® s,
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meri che verificano I'ngnaglianza ha' 4 ky' =0. Ed invero, si potri, softo
questa condizione, determinare un numerd p tale che si abbia

GE:::*, y) - plhx’ + ky') =0,

per tutti i possibili valori di &, ¥, ¢ quindi &i potra ancora soddisfare
alle eondizioni dell’enunciato del n.® precedente, a),
Sia, per esempio,

S = {(p- u}i(\’f' 7 44y — 82,
B qui

stha 4+ ky) = {4+ y)% == ‘\I-B v 4 4y — Ra
¢ perein

pi ____4:

V50 4 d-J"

=0.

Se & w'4-49'=0, & G=0 per 2 >0, G=6 2| per a' <. Prendendo

C I
P=g 8 ha sempre

Wy, é
G 4 1;1_x'+y'}=-‘vw 4yt 3a='—1—3--?f'20-

103. - Sesta eondizione sufficiente.

Se 3o ¢ un integrale quasi-regolare positivo ¢ se ogni punto
rcourmmle, interno al campo A, & il centro di almeno wn cerchio,
tale che Pintegrale 3 esteso ad una qualsiasi cuwrva ordinaria
¢ chiuse, tutta contenute in esso, risulti sempré maggiore o
uguale « zero, allora Jo ¢ una funzione semicontinua inferior-
mente su ogni curve Q, ordinaria, completamente interna al
campo A. E

Sia @, una gualsiasi enrva ordinaria, u}mplet-‘lmentﬁ in-
terna al ecampo' A4, e indichiamo con F Dinsieme dei suoi
punti eccezionald,

Come gid abbiamo osservato al n.* 98, I'insieme £ ¢ chiuso
¢ a ciaseuno dei suoi punti corrispondono due costanti p e ¢
per le quali si ha, in esso,

(1) ' K, y, ¥, y) = px +qy

Tudichiamo con 2r il raggio del massimo cerchio avente
il centro in un punto (z, y) di I/ e tale che in esso sussista
¢nanto ¢ detto nell’ enunciato,

Per essere I/ chiuso, » ammette in tale insieme un mi-
nimo non nullo: sia esso »,. I dunque, per ogni punto di 27,
# = v, Sempre per essere I7 chiuso, possiamo ricoprire com-
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pletamente questo insieme c¢on un numero finito (i archi

- D . - - 3 - 4
Ai @t &,y &y, oy, tutti di lunghezza minove di *°, tali da

o T
contenere i punti di # come punti inferni (*), e tali anche
che la somma delle loro lunghezze sia minore di m(#) e,
dove m(Z7) indica la misura dello pseudoarco I ed =z & un
numero positivo, seelto ad arbitrio. Detto M il massimo mo-
dnlo della fmwione F in un intorno (p) della €, e per tutte
le coppie (¥, ¥) normalizzate, abbiamo

[F(i’.shjlfris ‘ < Me,

oy

ed anche, indieando con &, ' "arco formato dai punti di a,
considerati nell’ordine confrario a quello secondo cui si pre-
sentano su a,, e dando ad E—' significato analogo,

i}‘;JFd.s—.fth!<M€s

E—l

dalle gquali disuguaglianze si ricava

;Jms +§JFds —OMe - 'j'zwfs+ ers|
0|

F‘—l

B poiche, in eiaseun punto di E, la F' ha la forma (1), la
somma degli invegrali estesi ad 72 e E—' & nulla, e resta

(2} . | jﬂls -+ X If{£s| < 2Me,
j|

{Z_'

i T j
Nia ora p, un numero positivo, minore del o introdotto

sopra, minore anche di r,, soddisfacente alla disuguaglianza

|

Py

-
=4

- 3y 4 . - ¥
(') Fatta eccezione, al pin, per gli estremi della @, se essi sono punti
ecresionali,
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5 ; ; S : G0 e
e tale che tutti i punti del piano (v, ¥), appartenenti all'in
) fin Y . 2 delert 5]

torno (p,) della &, appmtenrr‘lno al campo 4 ; e consideriamc
ana curva ordinaria ¢, qualsiasi, appmh:::ente oz'dmsmt.‘lmentv
all’ intorno (2,) dell’arco «,. Congiungiamo gli estremi di sl
con quelli corrispondenti di a,, mediante due segmenti retti-
z ! =4 o =L

linei. Questi due segmenti, eon I'arco z,’ e con «,~ ', costitui
secono una curva chinsa, la quale risulta totta contenuta nel
cerchio di raggio 2r, che ha il centro in uno qualunque dei
punti di ¥ contenuti in «, (rammentiamo che =z, ha lunghezza
'1.0
lore non negativo, ed ¢

e che & p, < r,). Hssa dunque da all’integrale J un va-

{3) bl ‘i_ C‘Fa‘“—l ;f == 2'}1 ﬂf‘

Togliendo dalla eurva &, i punfi interni agli archi «,. (ed

anche ii primo estremo di x, e il secondo di =,. se essi sono

pure estremi della @,) restano degli arghi Bir=1, 2,...., ),
con m < n -1, nessun punto dei quali & eccezionale. Possiamo
«dunque, per la proposizione del n.” 96, dot-cm}inare un g,, .C-h{?
prenderemo minore di o,, in modo che, se §, & una qualsiasi
emrva ordinaria, appartenente ordinatamente all’intorno (25)
di 3., sia

>

S]] et
BT

i)

Consideriamo, dopo ¢id, una qualsiasi curva € ordinaria,
appartenente ordinatamente all’ intorno (2,) d{?lla (‘.Zu, e decom-
poniamola negli archi ,” e 8, corrispondenti agli z, e f; e~
condo una qualunque delle eorrispondenze che fra essa e la €,
si possono porre secondo la definizione di curva appartenente
ordinatamente all’intorno (o,) della G, (n.° 18, ¢)).

3

Avremo, per le (3) e (4),

Jo=23, +2ds;
1
M kI
> —3J, - 0J; — 2, Mn —¢
1 1
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<)
7]
=1

E
ed anche, per la (2) e la p, <7~

Siccome e ¢ arbitrario, questa disnguaglianza dimo-,.ha

la semieontinuitd inferiore di Jg sulla @,.

104. - Condizione necessaria ¢ sufficiente.

Se il campo A soddisfa alle condizioni «) e v) del n.° 72,
¢ se quanto abbiamo supposto nell’ enunciato del n.° prece-
dente, cirea 1 punti eccezionali interni al campo, sussiste indi-
distintamente per tutti i punti eccezionali, il risultato or ora
otfennio non vale soltanto per le enrve ordinarie, completa-
mente inferne al eampo, ma si estende a tutte le curve
ordinarie. ;

Osservando poi che, in virtii della condizione v) del
n.* 72, ogni punto del eampo A & punto di accummnlazione
di punti interni al campo, e richiamando i risnltati ottenuti
al n.' 84 e 85, possiamo concludere col seguente:

TFOHEL\IA — Se il campo A sm?rhsfa alle condizioni ) e )
del n.* 72, condizione necessaria ¢ suﬁiueute aflinehe UVintegrale

<o sia una fungione semicontinua inferiormente, ¢ che U inte-

grale stesso sia quasi-regolare positivo, ¢ che ogni punto ecce-
zionale sia il centro di almeno un cerchio tale che I’ integrale &,
esteso ad una qualsiasi curve ordinaria e chivsa, tutta in esso
contenuta, risulti sempre maggiore o nguale a zero.

$ 3. LA SEMICONTINUITA SU UNA DATA GURVA. (')

105. - Prime condizioni sufficienti.

Sino ad ora ci siamo sempre occupati di stabilire Ia semi-
continuita di Jo su tutte le curve @ ordinarie, oppure su tutte
quelle ecompletamente interne al campo. Ora dobbiamo por-

tare la nostra attenzione al problema di assegnare le condi-
zioni sufficienti affinche, data una enrva @, ordinavia, si possa

(") Cfr. L. Tonerny, La semicontinwite nel Caleolo delle Variasioni
(loc. cit.) Cap. L. ¢ &

3
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_asserire che sopra di essa I'integrale Jp € una funzione semi-

continna. B ben evidente che tutti i teoremi dei §§ 1 e 2, di
questo capitolo, danno senz’altro altrettante proposizioni per
il caso aftnale, quando si suppongano verificate, in tutto un
intorno della curva considerata, le condizioni che in essi
figurano. Aleune di queste proposizioni possono perd ennn-
ciarsi supponendo le condizioni relative verificate soltanio
sulla curva @,, senza tener alcun conto i’ quanto avviene
nell’intorno della eurva medesima. Si ha cosi che:

v integrale Jg &, sulla data curva C, ordinariz, une fun-
zione semicontinua inferiormente se, in ogni punto della &, ¢
per ogni eoppia (=, y) di numeri non ambeduve nulli, ¢ veri:
ficata una delle duwe condizioni seguentt:

1) F, =0, F>0;

2) I, =0, e nessun punto di C, & eccezionale.

Jonsideriamo il primo caso. Hssendo sempre, sulla S
F = 0, & possibile determinare un inforno (p) di essa in ogui
eni punto, appartenente ad A, sia sempre F > 0, per tutte le
coppie (¢, ) di numeri non ambedue nulli. Sostituendo, al-
lova, al eampo A quella sua parte che appartienc all’inforno
detto della @, si pud ripetere interamente Ila dimostrazione

“del n.2 95, a).

Passando al secondo caso, si ha senz’alfro che i ragiona-
menti del n.° 96 possono ripetersi con la sola avverfenza di
limitare la costruzione della funzione F, 14 fatta, soltanto
ai punti P, della @, e di sfruttare poi il easo precedente.

Per quanto rignarda le proposizioni dei n.! 98 e 103, pos-
siamo affermare che, per avere la semicontinuitd inferiore
sulla data curva @,, basta supporre la disuguaglianza F, = (0
verificata soltanto nei punti della @, e le eondizioni relative
ai punti eccezionali valide anch’esse soltanto per i punti ecee-
zionali della curva.

106. - Nuova condizione sufficiente.
a) Data une curva €, ordinaria, se:
1) ad ognipunto (x,,y,) della C, corrisponde un valore 6.
soddisfacente alle disuguagliange 0 =0 << 2% ¢ tale che sia

&, 9,5 cos 0O sen 8; cosb, sen ) >0,

per tutti @ 9 soddisfacenti alle 0 <0 < 2=, 94:9{.%
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2) in quasi-twita la S, &, per tutti @ valori di

OlZy, Yo3  coslh, senfl; cosl, sen )= 0,

8  pcden ’ ] e
essendo 1V angolo di dirvezione della curva el punto (v ,y,);
ool

e R T R : y
. llora I. integrale Jg & una funsione semicontinua infe-
riormente sulle curva C,. 5 .
Sia (T, §,) un qualsiasi punto della curva C,. Posto
I = ¢os '.i]" =— {en fen
dalla 1) seone A :

= ==t Y ¥ t
Oy, Yoy .43 2, 4) 2> 0,

per I‘ut-fe le coppie @, y' di numeri non ambedue nulli e non
rnﬂi.llpli, secondo uno stesso numero positivo, di ¥, y. Consi-
deriamo la figurativa della funzione I, relativa al punto (&, 7,)

; 09 Jolr

w=Kaz,,5,, ¥, ¥

¢ il suo piane tangente
tHy =2 Fm’{j'u s Wiy T ﬂ’,} i ?f’ Fy’[.:ins ¥,3 &, ﬁ‘)'
: Per la disugnaglianza sopra seritta, si ha, in tatti i punti
v, y) gia indieati,
H— 2wy == 0,

¢ In tutti gli altei, in quelli ciod della generatricé della figura-
tiva passante per [¥, 5, u= RZ,¥§,, %, ¥,

it — =1

] Ed é evidente che, scegliendo un numero ) abbastanza
piceolo, & positivo o negativo a seconda che sulla generatrice
sopra indicata & w >0 oppure u < 0, ¢ ponendo

= 'B’“ EH 1-)Fw’(§"-l 4 .ﬁn 4 -Ers f}') b o '.')"(]- P ;‘}Ey’(ju 1 'j},, ) T, "’T}!
si ha .
w—un >,

I tuthi i punti (2, y), ad eccezione dell’origine (0, 0). Per la
f.*m.ntmmtu. e I'omogeneitd (rispetto a 2/, ) della F, risnlta
pot soddisfatta la disungnaglianza

If'[f?.:, Y, ﬂ:’s '_U,) — > 07

ToNeLn -
t - Yal. I. 14
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in tutto un intorno del punto (¥, 7,) e per tutte le coppie (@, y)
di numeri non ambedue nulli,

Indichiamo eon 2z il massimo raggio di un cerchio di
cenftro (&, 7,), tutto interno all’intorno detto, e con & il mas-
simo arco di &, che contiene (%, ¥, e che & contenuto nel

cerchio di centro (z, ¥,) e raggio ¢. Posto
F{-T: U@, y) = Py, 2, y) —u

e indicata con & la funzione & relativa alla F, abbiamo, per
Ia 2), in quasi-tutto 1"arco 2,

Sy Yos X0y 5 2, 9) =0,
intendendo che %/, y, siano rispettivamente uguali a eosl,,
senfl , e che @, ¥ siano due qualungque numeri non equimul-
tipli di %/, y,,, secoudo un numero positive o nullo.
Possiamo, allora, rvipetere per 1'arco z tutfa la dimostra-
zione del n.” 95, e stabilive cosi, su tale arco, la semiconti-
nuita inferiove dell’ integrale della /e guindi di quello della F,
essendo 1'integrale della # una funzione continna (n.” 100).
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107. - Osservazione sn una condizione neeessaria.

Nel n.” 90 abbiamo mostrato che, per la semicontinuith inferiore su
una data curva €, ordinaria, conipletamente interna al eampo 4 (o no a
seconda del eampo stesso), & necessario sia vertficata, in tntti i punti
ove esiste la tangente alla curva, tranne al pitt in quelli di uno prendoareo
di misura nulla, Ia disugnaglianza

_F,q_:p:;,, Yoy COBR,. sen b)) = 0,

dove 6, & angolo di direzione della curva medesima nel punto (#,, y,).
Possiamo qui mostrare, con un esempio, che lo peendoareo di misnra
nnlla, or ora eceettnato, pud efféttivamente esistera.
Sia

. 2
b AT

N Vo™ + y°) — o
5 1 xr? T i
Bla,y; cos b, sendl; o, o) = 7_?"—__ =
V2 4 y®) — o
@' [V2eos+1 - 2eosth ]+ Y 8enb[V2 —2cosl ]
(V2 — cos Ay 3

2212 —9g¢
Fiix, y, cosh, genb) e 1212V 2 3“'}5-_0}_

)

(V2 — cos 8y

Seegliamoy come envva @, quella formata nel segnente modo. Sia a,, da,.

anny

Un ragionamento analogo a quello fatto alla fine del n.° 96 (tse I successione dei puuti del segmento (0, 1) definita da:
ci porta poi a concludere che Jp ¢, sulla G, una funzione ey

semicontinuga, inferiormente.

b) Osservazionn I — Se ¢ sempre, sulla G, F >0,
per tufte le coppie (2, ¥) di numeri non ambedue nulli, il
teorema precedente vale sotto la sola eondizione 2). Ram-
menfando i risultati del n.” 91, possiamo, pereio, affermare
che: : '

Se & soddisfatta la condiz. v) del n.° 72, ¢ se Jo & un inte-
grale definito positivo, condizione necessaric e stifficiente affincle,
su una cwrva O, ordinarie, tale integrale sic una funzione
semicontinue inferiormente, ¢ che in quasi-tutte la @, sia, per
tutti i valori di b, |

&lx,, y,: cos b, senf; cosh, senf)=0.
OsservazioNE 1T — Quanto si & detto in questo n.e &

del tutfo indipendente dall’ipotesi dell’ esistenza delle derivate
Ila-rZia“ _F_-,\/‘Tr, ‘F'-”-"'!l‘".' I\?yzy;‘

g = '\"'r‘i:ﬁs-aﬁ — (s -+ T).

Wnesta suecessione ¢ deerescente ¢ tendente a1 zero. Sopra ogni segmento
(001, au) dell’asse delle @, preso come ipotenusa, costruianmo il frisngolo
rettangolo isoscele, con il vertice dell’angolo refto dalla parte delle Y Posi-
tive. L'insieme di tutti i- cateti di questi triangoli costifuirh Ia nostra
curva @, la quale uniri eosi il punto (0, 0) al punto (1, 0y, aved lunghezza
ugnale & V2 e risnlterd composta di un’infinith numerabile di segmenti
rettilinei paralleli alle bisettrici degli angoli degli assi » o y. Nel punto
0, 0) la @, ammette la tangente, e questa ftangente ¢ data dall’ asse

delle x, Infatti, nel vertice di @, di nseissa L_*:; H. Pordinata & data
@ — Qi < ) ;

£ i 4 . L
da - — ed & per la definizione delle «,,

Gy — Clyioq [ B
2 a7 2 ?

¢ rertioe ¢ s - . y
e vertice & pereid sulla parabola y = @2 Nel punto (0, 0) &8,= 0, onde

S AEeVe —3)

F,(0, 0, cos 0, gen 0) = e
: (V2 —1)8

N
|
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D altra parte, esseido, in tutti i punti di @, dove esiste la tangente,

; 1 3 ; : ; !
esclugo il punto (0, 0), eosfy=+"— sen fly —== —, 8i ha, in questi punti,
: V2 Va2
iy, gy cORH,, sendls cosd, senf) —
1 V2 eord — 132
= ,7—-21'.0.-«U=ﬂf7— - =0
V2 — cos B V2 —cosl

ed essendo sempre, per tutte le coppie (2, ¥) di numeri non ambedue
nulli, # > 0, Dosservazione I, del n.® precedonte, mostra c¢he sulla @, 1'in-

2

toorale della F & gemicontinno inferiormente,

§ 4. LA SEMICONTINUITA RISPETTO A CLASSI
PARTICOLARI DI CURVE (*).

108. - Classi di curve di Innghezza inferiore ad un numero
fisso, '

@) Da quanto abbiamo stabilito al Capitolo VI, visulta

che 1essere I'integrale Jg quasi-regolare positivo non & con-

dizione sufficiente perchdé 1’integrale stesso sia una funzione

semicontinna inferiormente. Per gli integrali quasi-regolari

positivi si pud perd dimostrare una proposizione, di notevole

importanza, la quale stabilisce una specie di semicontinnita

inferiore limitata.
Data una classe | Q| di curve € ordinarie, diremo che

in essa ’integrale Jo & una funzione semicontinua inferior-

mente se, presa comunque una curva Q, della classe e scelto
ad arbitrio un numero & > 0, si pud sempre “Zeferminare nn
altro numero o > 0, in modo che risulfi

Je =g, — ¢

per tutte le curve € di | @i, appartenenti ordinatamente

all’ intorno (3) della C,.
0id posto, dimostriamo che :

Se Jg ¢ un integrale quasi-regolare positivo, preso ad ar- =
bitrio un numero positive L, Jg ¢ una funzione seiicontinude -

(1) Cfe. L. TonerLni, Sul easo regolave nel Caleolo delle Variasiond =
(loe. eit) n.® 10; La semicontinuite nel Oaleolo delle Variasioni (loe. eit) =

n.” 24.
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inferiormente wella classe delle cuwrve C ordinarie, di lunghezsa
non superiore ad L. '
Scelto comunqgue un = >0, prendiamo

Fliy y, %, ) = Fla, y, 'y y) + 0V 4y

Kssa~ soddisfa, in ogni punto del campo A, alla disugua-
elianza F, >0 — essendo sempre F, =0 — per tutte le coppie
(@, y') di numeri non ambedue nulli, e quindi, in forza del
teorema del n.” 97, fissata una curva €, ordinarvia, di lon-
ghezza non superiore ad I, possiamo deferminare nn nu-
mero g >0, in mode che sia

’Ffls '}J Iids — ;,
1? e[; <

per tnfte le enrve & ordinarie, appartenenti ordinatamente
:itil' intorno (7) della @,. Se ora consideriamo, fra le C, soltanto
quelle eurve € c¢he hanno lunghezza non superiore ad 1,
possianmo dedmre dalla disngnaglianza precedente

| AT

b}

t

e &

jF(Is =y /J Fds + ‘r&e —.
@J L2

¢, per il modo nel quale & stato scelto il numero %,

JMH}JMM—;
e e,

Cio prova la proposizione enunciata.
b) Segue, immediatamente, il seguente corollario:
Ne Plx,y) e Qx,y) sono due funzioni continue nel campo A,
preso ad arbitrio un wwmero positivo L, U integrale

[ Ple. y) + v @, n]ds

——

(an
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¢ wna fungioie continua nelle classe delle enwrve @ ordinarie
che Tanne tunghesza non superiove ad L.
¢) Abbiamo anche :

Se L & un numero positivo ¢ Q, & una curva ordinarie, di
lunghezza non supeviore ad L, ¢ se,in ogui punto della C,, &
F, =0, per tutte le possibili coppie (¥, '), Uintegrale Jp 2,
swllae Q, e relativamente alla classe delle curve @ ordinarie di
lunghezza non superiore ad L, una funzione semicontinua
inferiormente,

Per provarlo, basta riprendere la finzione F, definita in «),
e applicare quanto si ¢ sfabilito al n.* 105.

§ 5. LA SEMICONTINUITA COMPLIYIA (')

109, - Prime condizioni sufficienti.

Ne Jo ¢ un integrale quasi-regolare semidefinito positivo,
oppure quasi-regolare positivo seminormele, esso ammette la senvi-
continuita inferiore complefa (°) sw ogni ewrva ordinaria, aperta
¢ priva di punti multipli, completamente interne al campo A.

«) Sia &, mna delle curve ora indicate. Per le propo-
sizioni dei n.! 96 e 99, preso un numero ¢ > 0, possiamo deter-
minarne un altro » > 0, in modo che ogni curva & ordinaria,
appartenente ordinatamente all’intorno (z) della &, soddisfi
alla disugnaglianza :
(1) )

Pl s (gt
g, 5

X
®

=

e

Possiamo supporre p sufficientemente piceolo, in modo

che i punti del piano (2,y) che appartengono all’intorno (p)
della @, siano. tutti interni al campo A, Dividiamo la curva €,

in un numero finito di archi di uguale Innghezza, e la loro

Innghezza comune sia minore (i 3 Indichiamo fali arehi,

'

nell’ordine in cui si presentano sulla G, econ #,“, 2, ®,...., «,™; &
i loro estremi siano P,, P,, P,,.u., £, Oircondiamo” ciasecuno
di questi punti P2, con degli archi 3, di C,, sufficientemente =

Yy Cfr. L. ToxerLuy, Sul caso regolave nel Oaleolo delle Variasioni,

loe. eif., ni 5.9,
(3}-N.2R2,h).
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piceoli, in modo che due qualungue di essi non abbiano punti
comuni, ¢ ehe ls loro Innghezze risultino tutte minori di un
numero positivo 2, miuore di ! che sara fissato in seguito (').

B

1t

Indichiamo poi con &, la parte dell’arco =" che non &
interna ai dae arehi 3,1, B,

Uid posto, sia p, un numero positive minore di z ¢ mi-
nove anche della metd della minima distanza fra due qua-
lungue archi 8, e fra nn qualungue 4, e tutti gli altei &,
¢ 3, non ad esso adiacenti; e consideriamo wma qualsiasi

curva @ ordinaria, appartenente propriamente all’intorno (g,)

della @, (*). Sia @, il primo estremo della &, che deve ne-
[ ¢ i - 3 o - ® \
" cessariamente appartenere all’intorno (2,) di §,'”. Poiche tale

intorno non pud avere punti comuni con gli intorni (p,) degli
altri avehi 3, e 2,9, ad eccezione di quello di #,'", ¢ poiche
il secondo estremo di € deve appartenere all’intorno (p,)
di ., ne viene che € deve avere punti nell’intorno (p,) di ",
Per ragione analoga, la € ha punti nell’intorno (g,) di uno
qualunque degli arehi &, 3,7, Sia ¢, il primo punto della C
appartenente all’intorno (2,) di 3,°. L’arco &(Q,, @,) della &
non. pud contenere che punti degli intorni (z,) di 3, &,“, 3,",
perché g¢li intorni (p,) di tutti gli altri archi della C non
hanno punti comuni eon quelli di 3,0 e #,'V; ¢ possiamo dire
che &(@,, ©,) appartiene all’intorno (g,) dell’areo «,. Sia @',
Pultimo punto della @ che appartiene all’intorno (p,) di 3,
¢ indichiamo con ¢), il primo punto della € che appartiene

() Per gli'arehi 3 ¢ 800, § punti P, ¢ P, savanno., vispeltivamente,
Prinmo e sscondo estremo.
) Cfe. m> 187¢)
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a quello di 8, e ¢he segue @, sulla . L’arco C(¢,, 0.) ha
tubti i suol punti appartenenti :lll’intm‘uo (2,) di 2,2, E cosi
$i prosegua sino a giuugerve all’ arco fg'ﬂ_{, €,), dove con ¢,
indichiamo il secondo estremo della @; ¢ questo arco appar-
tiene completamente all’ intorno e i

Per la costruzione fatta, il segmento rettilineo @,.¢°,. ha

tutti i 'suoi punti interni al cerchio (P, 28), ¢ quindi all’altro

(Pf'!g)! e la curva composta dellarco (¢, _,, Q,)edi tale seg-

mentoappartiene interamente al cerchio (I’, y ;;i) Essa, dunque,

appartiene ordinatamente all’ intorno (g) di o, "7, Cosi anche ap-
partiene ordinatamente all’intorno (5) di =, 1’ arco CI A S0
Indichiamo con @' la eurva composta degli archi e segmenti
reftilinei: @ (A% Qi)? '(L)LQ_{T CLQ nQ ), Q (I)z! LHidy \,(Q n—n?n) Tale
curva risulta appartenere ordinatamente all’ intorno (2) della @,
e soddisfa pereio alla (1). Segue, pertanto,

i W~ 1 :

e : k. e o pal 21Tyt g . =
TJ@(QJF 0w @) = 9@-:' Ak T J Q0 (-
Detto M il massimo m@clnlo della fonzione F per tulti
[ punti (2, y) dell’ intorno () della &, ¢ per tutte le coppie (z,y)
normalizzate, abhiamo

5

¢ Supposto

hs
Sl B RGN
i 4 M3 b — Pl
abbiamo anche
| 1:—] |
Sdoul <5
o {_r“ ‘:'" ).
(2) e,y Q8 = e, — de.

b) Nel caso che de sia guasi-regolare semidefinito posi-
tivo, &

-

N
e
Q= R, 0,

() Qui & ¢,=10,
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¢ (uindi
Jog = E‘i@ — 2,

il ¢che prova la semicontinuita inferiore completa di Jg sulla C,.
¢) Supponiamo ora che Iy sia (uasi- woolmo positivo

seminormale,

. Per quanto si & detto al n.° 86, a), possiamo snpporre p

tale che, per ognuno dei panti P, esista una coppia di nu-

meri p,. e ¢, per la quale sia

) = ]'}J,,.;"c" = (fg-?)"!] =0,

in tutti i punti del cerchio (P,, o) e per tutte lo coppie (2, y')
normalizzate.

Sia m,. il minimo (2= 0) di F nel campo deffo, ¢ m il
minorve di tutti questi m, (r=0, Ly.ym); sia poi p il massimo
modulo di tufti i p,. e ¢, (r=0,1,...,u). Detta % la minima

distanza fra i punti P,, supponiamo z minore anche di Sohee
- it - i
. M
di —.

Cio premesso, determiano una limitazione inferiore per
be(t? )

Supponiamo. dapprima, che C(Q,, ¢,') non abbia punfti
nell”intorno (2,) di 3,44, Allora Vaveo @(§),, 9,), non potendo
avere punti neppure nell’intorno (p,) di B,%—%, rvesta intera-
mente negli mtorni (,) di &, g, &, e qmmli nel eerchio
(P, 0) ed & (la distanza fra @, e 0, non potendo essere
slperiore a 3g)

(3) Jei0:, 0.1 = ‘F”"ds e r{gm,.x' A ¢, Y)ds > mi—6,z

é’[(‘},., ) é.(g 0.

dove si & indicata con I la lunghezza dell’ arco C(¢,., ©,)).
Supponiamo ora che @ (Q,, ¢,/) abbia punti nell’ intorno
(7,) dell’areo 3,"**. Sia »-4-v il massimo intero per il quale nel-
Vintorno (g,) dell’arco 3,7+ cade almeno nn punto di &(Q,, ©,/),
¢ sia M uno thmqne dei punti di questo arco appartenenti
all’intorno detto di 8,1, Indichiamo con M’ il primo punto,
dell” areo C(Q,, M), che si trova nell’ intorno (=) i Bariey=a Ty
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per il quale Pavco &(M’, M) non contiene punti dell’intorno (2,)
di B, e con M” i’ulblmo punto, dell’arco C(M, @,’), che
appartiene all’ intorno (p,) di 3,7 +v=Y e per il quale Parco
&(M, M”) non contiene punti dell’inforno (p,) di Sy
L’arco C(M’, M”) appartiene tutto agli intorni (5,) di o, "7,
o, g 0D o guindi al eerchio (Py.y,—_, 2), @ si ha (la di-
stanza fra M, M” non potendo essere superiore a 3z)

@ Jear,um= ‘ S ‘|p, et &G Y 15
2 M7, M%) S, M

= ml — bpg, =

dove 1 indiea la lunghezza dell’arco &(M',M"). Ma poiche
Parco detto ha le sue parti &M, M) e C(M, M") ambedue
superiori o ugnali in lunghezza alla minima distanza fra gli
intorni (p,) degli archi g, =" e 3,7+, Ja quale & certamente
Rm

< e 1 5 e
> A— 45 > h— 2)_, & 1 > 5. B, pertanto, per essere: _‘,4};

; % e L
(5) Je(ar, a) > 5lm > 0.

Sopprimiamo dall’arco @(Q,., @,/) 'arco S(M', M”) e tutti
gli analoghi; resteranno degli archi, nessuno dei quali conterrd
punti appartenenti all’intorno (o,) di 3,"*7, e vi sari un nu-
mero pari di estremi di tali d[‘t‘hl che 1']\LI|TB!'R]_I1]0 apparte-

nenti all’intorno (¢,) di 8,7+, Siano N, ¢ N, due di questi
estremi, scelti in modo che N, sia il .scmu(lo esfremo del-
Paveo a eui appartiene ¢ N,, invece, il primo. Se & v > 1,
areo a cni appartiene N, contiene, per le costruzioni fatte,
necessariamente aimeno un punto dell intorno (p,) di B,
indichiamo danque con N, il primo punto di tale arco che

si trova nell’intorno detto e per il (uale C(N,', N,) non con-

tiene punti dell’intorno (p,) di B, —". Analogamente indi-
chiamo eon N,' I’ nltimo punto, dell’arco a cui appartiene N,

che si trova nell’ intorno (2,) di B,""+'=% e per il quale &(N,, N',)

non eontiene punti dell’ intorno (,) di 8,7+~ Gli archi C(N/,
N)e@&(N,, N,) appartengono vumpletnmt)n(e agli intorni (p)
di’ g =D g =D @ g, T, e iquindi 8010 contenuti mnel

(i}
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cerchio (P, ., ¢) e si ha (osservando che la distanza fra N,
e N, e quella fra- N’ e N,” sono ambedne minori di 35);

t " ity —2
(6) Jeowy mp +Jow,, ¥y fi“ S rlﬂw;—x Gyt 18
Sy, Ny) C(A'”l:Jrzf

= '! Fot 'J—'-')J&-_J “_’?__' -J_,)_x’"i'{{-,-‘—0—-,—::”’_[168
C(N,, Ny C(N,, Ny

= m(l, 4+ 1,) — 12up,

dove [, e I, indicano, rispettivamente, le Innghezze di & N/ N,)

e C(N,,N,); e, poiche & evidentemente, !1/3:, b o> i,

> : |
Ny i3 C‘IC Nay Na') /‘ m(l, ~1,) = 0.

ﬁ
-1
—

ey,

Sopprimiamo tutti gli archi analoghi aQ(N,/,N)e@(N,,N,),
o dagli archi restanti sopprimiamo poi tutte quelle parti che, a
partire da essi e dall’ intorno (p,) di 3,7+, si costruiscono
analogamente a C(M’, M"), parti che soddisfano tutte alla (5).
Resteranno cosi su C(9,, ¢,/) degli archi nessuno dei quali
conterri punti dell’ mtorno (g,) di 3,77, Cosi proseguendo,
si giungera ad esaurire &(Q,, @,)) ed a dimostrare la disngua-
slianza

(8) Je(., 0.) >

1} mi =1,

dove ¥’ indica la Iunghezza di &(9,., Q,)).
Da questa disugnaglianza e dalla (3), si vicava allora,

) N & X 1 ’ * =,
() Q(0., 0y = oML — 6apg,
- =

dove L’ iueli @ la lunghezza complessiva di tutti @li archi
C(Q,, ), e, se si suppone

B

B2 o
6L
"

960, 0 )t
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Tenendo conto della (2), possiamo allora serivere
ET@ = g]@n — .53,

e la semicontinuitd inferiore completa dell’ integrale J, sulla €,
¢ provata.

110. - Estensione del risultato precedente.

Modifiecando leggermente il ragionamento del n. prece-
dente, si ha: :

Se il campo A soddisfa alla condizione a) del n." 72 ¢ se
Je ¢ un dntegrale quasi-regolarve semidefinito positivo, oppure
quasi-regolare positivo seminormale, lo stesso integrale cmnette
la semicontinwite inferiorve completa su ogni cuwrva ordinaria,
aperte e priva di punti multipli.

111. - Nuove condizioni suflicienti.

La proposizione dimostrata nel n.” 109 vale anche se, in
logo delle dpotesi 1a fatte sull integrale Jp, si ammettono
quelle di uno qualungue dei teoremi dei m.F 98, 100, 101 ¢ 102.
Cio si prova modificando lievemente — il che non presenta
aleuna difficolti — la stessa dimostrazione data al n.” 109.

Altrettanto puo affermarsi per la proposizione del n.° 110,
purchd, quando si tratti delle condizioni poste ai n.! 100 ¢)
e 101 b) e d), si ammetta che il campo A soddisfi alle con-
dizioni «), B) ¢ y) del n.* 72.

112, - La semicontinuity completa su una data curva.

Ripetendo la dimostrazione data, al n.” 109, per il caso
dell’integrale quasi-regolare positivo seminormale, si ha:

Se @, ¢ una data curve orvdinaria, aperta, priva di punti
multipli, completamente interna al campo A, ¢ se su di essa
sono verificate le condizioni 1) ¢ 2) del teoreme del n.° 106, a),
Pintegrale o ammette sulla C, la semicontinnita inferiore
completa. - 5 :

La condizione che la @, sia completamente interna al
campo A pud togliersi senz’ altro se il campo soddisfa alla
condizione =) del n.> 72.

Condizioni sufiicienti per l¢ semicontinuita 301

113. - La semicontinuita completa rispetto a classi parti-
colari di curve.

La dimostrazione data al n.° 108 «), quando si faccia uso
del teorema del n.” 109, prova che:

preso ad arbitrio un numero positive L, se C, ¢ una curea
ordinaria, di lunghezze non superiore a L, aperta, priva di
punti multipli, completamente interna al campo A, sulla quale
sia sempre I, =0, per tutte le possibilt coppie (2, y'), P inte-
grale Jo ammette, sulla C, e relativamente alla classe delle
curve C ordinarie, di lunghezea non superiore « L, la semi-
continuita inferiore completa.

Anche qui la condizione che la @, sia completamente
interna al campo A risulta superflua se il campo soddisfa
alla eondizione o) del n.t 72,
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ULTERTORI PROPRIETA DHEGLT INTEGRALI &

G.

§ 1. COMPORTAMENTO D1 3o IN PROSSIMITA DI UNA DATA CURVA.

114, - Teorema generale.

Intendendo sempre, in cid che segne, di indieare con L
la lunghezza della enrva ordinaria @, abbiamo :

Considerata wna curva ordinarvia @, ¢ scelto ad arbitrio
i wumero € > 0, ¢ sempre possibile di determinare altri duwe
numeri positivi 3 ¢ pyin modo che, per ogni curva ordinaria C,
appartenente ordinatamente all’ intorio (2) delle @, e soddi-
sfacente alla rﬁ«mgimgli(mzﬂ,

(1) | L— L,| <8,
st abbia
(2) )Je—geﬂ!{s-

Sia n un numervo intero positivo qualungue e si indichi
con W, Iinsieme di tufte le carve ordinarie @, appartenenti
: A 1 ; ; 2 _
ordinatamente all’intorno (" della G, e soddisfacenti alla

s’y

disngnaglianza
1
| L= Lyl << =
n

La suecessione degli insiemi W, : | 2 I SR ARER 1 R
uniformemente alla curva C,, e la snccessione corrispondente,

degli insiemi delle lunghezze delle @, converge alla lun-
ghezza I, della 2
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Si pud dunque, per il teorema di convergenza del n.’ 83,
determinare, in corrispondenza del numero &, un intero i tale
che, per ogni n=n e per tulte le &, dell’insieme W, sia

|
da

< |
8 ”:l@/n Ny

~

La disuguaglianza (2) visnlta cosi verificata da tuatte le
curve @ ordinarie ehe soddisfano alla (1), nella quale si

axilig 1 : . : .
faceia = —, ¢ che appartengono ordinatamente all’ inforno (2)
2 I 2

1 : .
della &, con = 1l teorema ¢ percio dimostrato.

OSSERVAZIONE. — Se la enrva ovdinavia &, ¢ aperta, in
virttt dell’ Osservaz. I del 0. 83 possinmo aggiungere che la
determinazione dei numeri 3 ¢ ¢ si puo fare in modo che le
curve C, indicate nell’enuneciato del teorema, soddisfino, non
solo alla (2), ma anche alla
9 1 —Ieml <

L:’L-:'r*’u H-

¢ cid per tutti gli s dell’intervallo (0, Ly) (')

115. - Teorema sugli integrali regolari.

A completave il teorema: precedente, vale, per gli inte-
grali vegolari, la proposizione che segne :

Supposto I integrale Jp regolare positivo, ¢ considerata una
curva C, ordinaria, scelto ad arbitrio un nuwmero positivo 8,
¢ sempre possibile determinare altri due numeri positivi e ¢ o, in
modo che, per ogni curva C ordinarie, appartenente ordinata-
mente all’intorno (o) della Q, e soddisfacente alla disugnaglianza

(1) L— L =7,
st abbic
(2) do—de =< ().

(1) Rammentiamo che @J«] indica Pareo di lunghezza s della &, che

= 8.
Jl'b_

% L. Towrrni, Sul caso regolare nel Oaleolo delle Variazioni, loc. cit.,
n:? 7.

ha il primo estremo nel primo esfremo della enrva; e analogamente @

M “e Ia @ soddisfa alla (1),
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Sia m,” un namero positivo minore del minimo m, del
e r 5 i le . b . - - - L >
la F,, relativo a tutti i punti di A appartenenti ad un in-
fior n'o arlutraru:; (2,) della @, e a tutte le coppie (2, %) nor-
malizzate. La funzione P

o, y,2,y) = Fe, u, ¢, y) — m, .VI-T_!-"!——'UIE.

lli‘l: la funzione F, corvispondente che soddisfa alla disngua-
glianza 7

P, >0,

i11‘ tu’l'.m intorno (2,) della @, e per tutte le possibili coppie
(25 :;.;‘} di numeri non ambedne nulli, ed il suo -integm%(? é
percio regolare. Dalla proposizione del n.° 97 Sceude_quindi
che, preso ecomunque un numero positivo <j: 15

determinare & possibile

S In_numero positivo oo, in modo che ogni
enrva a(_J Old]:ﬂ&l_‘ll.l, appartenente ordinatamente a]]’inmrno_(p)
della &,, verifichi la disnguaglianza ' -

1

LY

‘-Ffﬁ& }j Fds — Lm,'5.
:
e e,

Tenendo presente la o i S
3 z i fLE Idu ! y , 3 - A
p definizione della F, si ha, allora,

3@ = gf@ﬂ — km /2 4- 'mt'g ]ds e rflx' %,
e e,

do > Jo +m, 31 — k),

la quale dimostra la (25
(' J I 1 1
B l.]J'ESERFAZIONL I. — Dalla dimostrazione esposta, risulta
e is i : :
- * Il numero & della disnguaglianza (2) puo prendersi uguale
(t . H 3 ) i H : . - R
u{l; mero positivo qualsiasi minore di' m 3. '
- SERVAZIONE I1. — La proposizione qui dimostrata puod
t.]-f-] -r nug;fm sotto forma di reciproca di quella del 1.° prece-
mte. Hssa & infatti, in virfl : i te
i, virtu del n.” 97, equivs - ol
o , equivalente - a
,S'-” MOS 12 3 4% F - y
wd”m},‘?.z to I’ inteqn a.l&..:‘l@ regolare ¢ considerata una curva C,
aria, scelto ad arbitrio un nwmero positivo 5, ¢ Sempre

Possibile L el O % .
le determinarve altri due numeri positivi € e o, in modo
Toxerir - wol. 1
20
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che, per ogni curva @ ordinerie, appaertenente ordinatamente
all’ intorno (2) della @, ¢ soddisfacente alla disuguaglianca

fgi@ 'Sem{s’

sia

.

.L-_Lill_/--c'

116. - 1. Lemma.

La proposizione data al n. precedente, per gli infegrali

regolari, si pud estendere anche a taluni integrali quasi-rego-
lari. Per procedere perd a fale estensione, ei oceorrono due
lemmi geometrici, che dimostreremo in questo e mnel 1n.% se-
guenfe.
Se @ ¢ wna cwrva ordinaria, presi ad arbitrio due nu-
meri positivi v ¢ i, ¢ sempre possibile di decomporle in un nu-
mero finito di parti, in modo che, eccettuatene alcune di hen-
ghezsa complessiva minore di 1, ogni altra abbie lunghesza I =
¢ soddisfi «d almeno une delle due disuguaglianze

. T R S
(1) Z, =mle gk it =

dove (o, Uo) ¢ (T, Y,) sono i suot estremdi.
Per dimostrarlo, scegliamo sulla @, come origine degli
arehi, il suo primo estremo, od un punfo qualsiasi, nel caso

&i tratti di una eurva chiusa, e sia

t=u(8), Y= yls), (0, Ly,

la rappresenbazione aualitica ddella earva in funzione della
lunghezza s dell’arco. Le due funzioni w(s) e y(s) sono n.t 8
¢ 45 d)) funzioni confinne a variazione limitata, aventi, in
quasi-futto P intervallo (0, L), derivata, in modulo non sipe-
riore all’ unith. Inoltre, (0l 15 e 45 d)) & pure, in gunasi-tutto

I"intervallo detto,
(2) 2 () (9 =1

Preso dunque ad arbitrio nn numero positivo ¥, possiamo
frovare un insieme chinso I di punti dell’ intervallo (0. L),

di misura m{%) > L -, non contenente gli estremi O e I
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e tale che, i i i
s ﬂhei In ogni sno punto, esistano le due derivate /(s)
i| y(5) e valga la (2).Bia s un punto di £ e indichiamo con A(s)
mass { itiv - Adist
SSIMO numero positivo, tale che, per ogni h soddisfa-

cente alla || << (s yis .
1 [ =7%s), s-+n appartenga all’intervallo (0, L)

2 (2(s4-N0) —2(s) *  (yls+N) —y(s)
3 ( SN b e :M;?i'

I 1 ){ 5 . . ] .
g re « LG, I_ el r 1un iIl ero 08 t ‘ll'- r\l I S - ..

el ; AT Lk b SRl
con ¢, I'ingieme dei punti di £" nei quali & X(s) =1 insieme
- _, L 1 ¢
<

chataaiie < : LA 4
~‘ic’m;Jsiliaﬁchmso per la continuita, rispetto alla s, dell’ espres-
che figura al primo m i jansa. (5

0 embro della disnguagli ;

o ’ & rn ; f snguaglianza (3).
nsieme FE' puod considerarsi come quello dei pnnti che
ftpparteugono ad almeno un ¢,, e siccome ¢, & tutto mntjen .l .
iy | ong sl ! . e ¢, ¢ tutto contenuto
de,r,;;i, gl?blamo!(P. 41, i)) m(e,) — m(k'), e possiamo dungne
: : nare un = jn modo che risulti m(e,)) > L — Sia E
- . - - a ¢ 5 I -
n componente chigso di e¢,» di misura > L —1:in ogni puntos
di I vale allora la disnguaglianza 5

-
-

2 ) mah Ff (8 +h) —y(s)*_ 1
h | It 4
per ogni valore di h soddisfacente alla limitazione R | =< .
AP g e
.;I‘

I}Jl. I] Sless b * ‘ale s L R

| 2 e o Y
) | fediasi e
( |?’("’+M‘-?f(3]‘;»i:.

Dalla m( ) = s / 5
0']1ey7el d‘i Tn(t{f} ]'-P.L 7, segne poi, che la somma delle lun-
S ntti gli intervalli o di (0, T) o oo %
i Ul - 2 . L), contigui all’ing By
& minore di . ) gui all’insieme F,
Preso ora co ;
: omunque un intero positiv Seotd pat oy
¢ tAlb ol i (1‘ : positive n, maggiore di #/,
2 Tobinl ot 1' SEIO O, M,, ..., Oy ,‘Ili intervalli o,

(”“t.'l-_o“.l {ld _14 (1] a Meyvz ] £ by 1 S er-
. .
3 Hll 1eZza non minore (‘“ l)"- EEL SON0 cer

&
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tamente in numero finito, essendo intervalli non sovrappo-
nentisi. Soppressi da (0, L) i punti interni a questi v intervalli o,

o . W W 7 5

restano altri intervalli @, in numero finito, in nessuno dei
quali & contenuto un intervallo o di ampiezza non minore

di . Considerato uno di questi Q,si determini, a partive dal

i )

s110° primo estremo, il massimo intervallo, in esso contenuto,
di ampiezza < i, il quale abbia il secondo estremo coincidente
con L, 0, in caso di impossibilith, appartenente all’insieme E.
Se 'ampiezza di Q@ & < 4_11.’ (uesto massimo intervallo coincide
con @ stesso, e uno almeno dei suoi estremi appartiene ad £

in easo contrario, si fissi il punto di Q distante = dal suo

primo estremo: se questo punto risulterd appartenere ad F,
sard il secondo estremo dell’intervallo da determinare, altri-

¢ : ; 1 x ;
menti apparterrd ad un o, di ampiezza <-2-n, e il primo
estremo di (uesto ® sard il secondo estremo dell’intervallo
: ; 3 2 : : 1 s
cercato, il quale risultera, cosl, di ampiezza > o A partire dal
\ -

secondo estremo dell’intervallo cosi determinato, quando tale
intervallo non eoineida con Q, si determini il massimo intervallo

: ; : SRS L
contenuto in Q, di ampiezza < ) il quale abbia il secondo

estremo concidente econ L o, in caso di impossibilitd, appar-
tenente all’insieme E., HE cosi si prosegna sino ad esaurire
I’ intervallo €, il quale, in tal modo, verri spezzato in intervalli
parziali, tntti, eceettnato al pitt I’ nltimo, di ampiezza maggiore

di o ® gnindi complessivamente in numero finito, e ciasecuno

: P ; L : 1 1
di questi intervalli parziali, avendo ampiezza < = < L,eavendo
R

almeno un estremo appartenente ad Z, soddisfera, per le (4),
ad almeno nna delle disnguaglianze (1).
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‘ L’operazione ora eseguita si ripeta su tutti gli intervalli Q;
si avra, alla fine, decomposto I’ intervallo (0, L) negli inter-
valli 0,, 0,,...,0, e negli altri intervalli, che si indicheranno
CON @y @y, ...y ;5 1 primi aventi lunghezza complessiva mi-

nore di 7, e i secondi aventi, ciaseuno, lunghezza < . < e cia-
e iy

scuno soddisfacente ad almeno una delle disuguaglianze (1).

117. - IL.° Lemma.
Se éa urva ordi ]
G, & una curva ordinaria e Iy, H, p sono tre numeri
ositivi, tali ' gl ) bast
P ytali che h+1<H, p< 1675 3¢ % ¢ un qualsiasi wrco

della C, soddisfacente, coi suoi estremi (®6"™, Y™y (e, Yoy, e
A - - ¥ e Wi
con la sua lunghezza 1y, ad almeno wna delle disuguaglianze

Iy

1) ) gy 03 ]~ Lo ¢ 2y T
( y |mf-‘ Fy /4_3 | ?)‘Ill'tJ _'_:'”“(.)!)4’

ed o ¢ un qualsiasi arco di curva ordina ria, appartenente ordi-
natemente all’ intorno (9) di o, con

T

¢ soddisfacente con la sua lunghezza | alla da?sug.-mgf-imr#a

(3) W1< [ < H;

1]

e : ¢ ok :
ha misura maggiore di 9H (1 — 1) lo psendointervallo dei punti
di (0, 1,) in cui @ |

(4) i P=[0—10,| <2 —p,

b, e .H essendo rispettivamente gli angoli di direzione delle tan-
ge-nt-a-‘ agli archi o, € o (quando queste tangenti esistono) nei punii
corrispondentisi secondo la relazione

ove s significa la lunghezza generica dellarco o,, a partire dal
primo estremo dell’arco stesso, ¢ s ha analogo significato per a.
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Siano, : .
2 =1x(8), Y=Yu9), (0, L),

lo equazioni parametriche dell’arco «,, in funzione di s, e
: z=uls), Yy=y), (0, L)

quelle di «, pure in funzione di s. Avremo, in gnasi-tntto 1'in-
tervallo (0, %),
@, (s) = cos B, 4, (s) =sen By,
, l
ThE) = -}— €058, y(s)= sen .
) i
Sapponiamo, per j_lis'sare le idee, che valga la prima delle
disugnaglianze (1).
Potremo serivere

! )
(1) — xy(0) = | %, (s)ds = cos &, ds,
] 0 ;
I E|] ? iI{I
w(l) — x(0) = |z (s)ds = —’J‘cog 0 ds,
0 i}

ed anche

[a(l) — %olle)] — l&(0) — @y(0)] =

ly :
1 I —1, o
= ; !('cns § — cos O,)ds - ; () — 24(0)],
gL (]

ty
Iijl cos ) — cos 6, | ds >
i

Ll 1) — ,0)] — ) — i8] — (#(0) — 200 .

Ma, in virth delle (1) e (3), ¢

R hI
j | 3:0':3[!) & l >
Iy

e, per essere o appartenente ordinatamente all’intorno (2) 8§

di «,, e per la (2),

hi,
| [2(ly) — #,(3y)] — [2(0) — 2,(0)]| < 2p < ?
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: = H e la prima

Ne viene dunque, tenendo presenti la ;
(1]

delle (1),
iy

(6) jlmsﬂ—cosﬁo,ds;

1]

1 1—1
SRl

Sl =y

| o) — #(0) | >~z

Lo pseundointervallo ¥, dei punti di (0, {;) in cui vale la (4),
contiene quello £ dei punti in cuni &

leos i —cos | =p (Y),
e vale, percio, la disuguaglianza
m(17) = m(17").
B sicecome &

iy

JI, cos B — cos 6, ds < 2m(E) -+ pl,,

o

donde, per la (6),

Lil—1, 1
- m(E) > {( 7 2 STI—;})

1—1, I
’ L& f # * by -k i A >
ed anche, per essere I, h, p= 6I

g
m(r) > > 55h (F— 15),

¢ pure
AN
m(l) > 201y (I —1,),

cid che dimostra il lemma enunciato.

(1) 81 rammenti che, per il teorema del valor medio, & sempre

cos il — eos 0,

6 — 0, =
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L18. - Estensione del teorema del n.* 115 agli integrali
quasi-regolari normali definiti positivi.

Dimostriamo che il teorema del n.” 115 vale anche se
I’integrale g, invece di supporio regolare-positivo, lo si sup-
pone quasi-regolare normale definito positivo.

Sia €, una curva ordinaria e, preso ad arbitrio un e > 0,
determiniamo un x> 0 in modo che, indicata con

T=a(8), g=wls), (O, L),
la rappresentazione analitica della @, in funziove della lun-
ghezza s dell’avco, risulti sempre minove di ¢ I'infegrale della
funzione F[w,(s), 4,(8), z, (%), ¥,/(s)] esteso ad un qualsiasi pseudo-
intervallo di (0, L,), di misura minore di 7.
Preso poi ad arbitrio un numero intero positivo 1, decom-

poniamo la curva @, in parti, nel modo indicato nel lemma

del n.” 116, quando si prenda per v il numero sopra determi-
nato e p—= . Degli intervalli in ecui, in corrispondenza, ri-
n i

sulta diviso (0, L), siano o, ®,,.., o, quelli di lunghezza
complessiva minore di v, e 0, ®,,.., ®; quelli aventi, ciaseuno,

1 : 2 !
limghezza < = = ¢ soddisfacenti ad almeno una delle disu-
i

guaglianze (1) del n.” 116.
Indichiamo con s, 8,,..,5, ;i valori di s che COrTispon-
dono ai punti di divisione di (0, L,) nelle parti o e M, & sia

8, =08 8 <Cns =L ;

indichiamo poi econ L, P, P, . 0 P® - i punti della @,
¢he corrispondono a questi valori di s ¢ seegliamo un nun-
mero positivo p, minote i — > - e tale che ogni carva
w4+ v)

ordinaria, appartenente ordinatamente all*intorno (p) di uno
qualunque degli archi &, (P, P;, ) della @,, abbia lun-
ghezza superiore alla metd di s;,, — .

Cio fatto, consideriamo nna qualungue curva @ ordmarm,
la quale appartenga ordinatamente all’intorno (s) della @,
e scelta una delle corrispondenze € (n.” 18, b)), interce-

denti fra i punti della € e della @, in modo che la distanza -

fra i punti corrispondenti rvisnlti sempre non maggiore di g,

Ulteriori proprieta degli integrali ece. 315

siano Py, P,.., P, ;i punti della € che essa fa corrispon-
dere a quelli P, dell(m C,. Per togliere ogni ambignitd,
intenderemo  che, se, in base alla (,01'1'151;0ndenza scelta,
a P,Y venissero a LOl‘rl&pGndt‘l‘e sulla- € pin punti, P, sia |l
primo di essi, per r < v +4-v, e I'ultimo di essi s per r=v—v.
Larco &Py, P,,,) viene cosi ad appartenere ordinatamente
allintorno (o) di Cy(Py", P,,.,") e, per Iipotesi fatta sn 2,
la sua lunghezza risulta superiore alla meta di 844, — 8¢ Indi-
cando con o la lunghezza di un arco qualsiasi della @ C, con-
tata a partire dal panto P, e chiamando s,, 5,,.., le lun-
gheaze degli archi C(P,, P,), C(P,, P, e, per quanto si
& detto or ora,
S, — 8

(1) Oy — Gy = TR

Analogamente a quanto si & fatto al n.” 93, confrontiamo
1 due integrali Jp (L0, Py o) € Jep, 1. ) € a tale scopo in-
dichiamo, anche qui, con m e M uspet,t,wammlre il minime
e il massimo della funzione F nell’insieme chinso dei punti
di 4 che appartengono ad un ecerchio del piano (%, ), co-
munque scelto, purché contenente la curva &, ed almeno
tufti i punti da essa distanti non piu di p, e per tutte le
coppie (2, ¥) normalizzate. Avendo qui supposto 'integ rale de
definito positivo, & m > 0.

Posto

De=der, p.y— e b, 1 o)

Bi S (gi o {3‘) ( 4y T "5!')!'

e detti D'y e ¥; rvispettivamente ¢li elementi D, e 3, corri-
spondenti a quegli archi per i quali &

M
G?'-i'i —0; =2 E (8'5-!—1 raee 31')9

=~

abbiamo 3/ > 0, ed essendo
sj@kaf Py = (%, — 99), ST@(PJ‘“}, Py ;o) < M(siy, —3y),
si ha, per tali archi,

57@(1)“ _ppd)z-’f: cH AU
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Da questa disnguaglianza e dall’altra Jgp, p, ) > m3;,
' scende, sommando, ;

& enta m.,
‘;]@fph [?f--:--|} & el)(P'III'IJ}1 Pf'-;-i“h} & 2 i}

LT

ed anche

2 7 3| R
12} D; >351.

PR :

Prendiamo ora in esame gli archi sui quali ¢

. M. :
':'3} 2T s 5! {-_ 2 ,E{s"-l‘l T srf)?

¢ poniamo in essiy fra &, (P, Py,,") e C(Py, P¢y,), nna nuova
corrispondenza 9, definita dalla relazione lineare
ts 3 —eretEa
== e RS (8 — &)

St — 9

Seegliendo ¢ come parametro di una rappresentazione
analitica simultanea degli arehi Cy(P,™, P, ) e &(P;, Py,
81 avranno, per il primo, le equazioni

T=2,(8), Y=1Y(8); - (845 S14,);

e, per il secondo,
ﬂ:;ﬂ:(&‘_\], ?j:?](ﬂ, (835 Sp4-0)

« Fra gli arehi che soddistano alla_(3), consideriamo, per
; ora, soltanto quelli che corrispondono agli infervalli & e indi-
| chiamo eon D;” e 8,” gli elementi D, e £, ad essi corrispondenti,
5 - Con le stesse considerazioni gid svolte al n.” 95, abbiamo

-

senz’ altro, se il numero n é sufficientemente grande,

8y
_D,-" e {'9:'4—1 — ;) - " [(ﬁﬂ( = mn(::'}':':f(_-’vo; Yo, xn': ?for) ==
&

) : _ A+ (Y — YV F (20, Yoy T, Y s
Sider:
S J-{?» (g Yo3 s Yo 5 %, y)ds,
§i
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ed anche, per essere & un integrale (uasi-regolare positivo’
e quindi &> 0,
8y
#oa ¥ T o EEN
-Di, ==t (W ) J‘[(x’ — Xy )Fr-’ (o Yo Xoa Yy')
(9) #
= (3)" g t:!)Fy/{.wm '!lo,»it‘u’, yr:’”ds-

Preso ad arbitrio un numervo & == 0, distinguiamo gli arehi,
relativi ai D, in due categorie, nella prima delle guali por-
1 -

remo quelli per i quali 3, che, per maggior chiarvezza, verra
indicato con 2, soddisfa alla disuguaglianza

- 5
(6 : i =8y, — 8;).
8 ) -)-‘Lo 5 2 § )

Indichiamo il D;” corrispondente con D.”.
Dalle (3) e (6), risnlta, per gli archi ora considerati,
] T S M

[ 73
S SRS 7 e #)
2L, 8ip— 84 m

.
¥

e poiché tutte le differenze D,” si riferiscono ad intervalli &,

possiamo applicare il lemma del n.” 117, facendovi

& i 8
h—m_e. H—— zﬁl.,- '
oD e
ed affermare che, se z & minore di 3L moltiplicato per la
= (1]

pitt piccola delle differenze s, — s;, relative a tutti i possibili
am

64 L, M’

punti dell’intervallo (s;, s;,,), che si riferisce ad una qua-

lunque delle differenze D,”, nei quali vale la

valori di i, e se poniamo p— lo pseudointervallo dei

P00, | <2 —p,

:m-é,;"
64M° : :

Osserviamo ora che, per essere J un integrale quasi-
regolare positivo normale, la fuuzione &(x, y; cosf, sen f;
cos A, sen ) & sempre maggiore di zero, in ogni punto (z, y)

ha. misura maggiore di

=8}




-
3
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del campo 4, purché la differenza 6— 6 non sia nulla o

ugnale ad un multiplo intero di 2z. Se dunque indichiamo

con ¢ il minimo della funzione considerata, per ogni punto (x, %)
della curva @, e per ogni coppia f, 0, soddisfacente alla

Q}<B‘—§§_2n—p,_

risulta ¢ > 0, e, in un intervallo ($iy 84,) corrispondente ad
un 2", abbiamo, se ¢ & preso come poco sopra si ¢ detto,

Pk

S(@oy Yo3 20, Y3 ¥y Y)ds

8
; iy
P Oit1 =92 (a
(M) :ﬁ_“—g o(zy, Y5 cos b, sen fy; cos 0, sen O)ds
iy ik ™
8

]

Gig-y —; MBS  _ m,

g |
8ir, —u; 620 1= 6apg 1)

e

Dalla (4) segne, percid,

Aty
D >-— 3(31‘—9—1 — &) +J'“x.‘ = & oA, Yo mo’s yﬂ‘) ot
®) -
it i m3;”
+ 0 — Y E (@0, Yo, & Yo - 55 ¢

Restano a considerarsi le differenze D, relative agli archi
<he soddisfano alla (3) e che corrispondono a intervalli ©.
Indicheremo con D/ queste ultime differenze. Essendo, per
ipotesi, J un integrale definito positivo, possiamo scrivere

Siay --
9) D s "“J.F(-Tm Yoo 20y 4o )ds.

L1

Per quelle poi fra queste D;” per le quali il corrispon-

() Perché essendo & >0 (per la (6) & 5y — 5 > 510, — 8.
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dente 2, & maggiore di zero, abbiamo, indicando questi D,”
e 5 eon " & 5,
Biiy

»
D/ = mg,"” _JF (Tos Yoy B0’y Yo )3, -

i
Da questa disugnaglianza e dalle (2), (5), (8), (), otteniamo-
:’j@ S :"f@r,:EDi =ID/+ID/+ XD/

M mg . =
~ M q Lo"—}-ml}o,-’”

=% s
_S'- i :
(10) —eX(s8, 0, —8,) 3"J (&' — &, )L (0, Yoy 2y Yo') <
&

Y =YV, Wy 2y y,)]ds
S5y
— r—F {':Eos Yo, “"ﬂr: yo’)d.g,
LH

dove la Z" & estesa soltanto agli intervalli (s;, s,,,) ¢he sod-

disfano alla (3) e che sono degli intervalli o, e la X" a quelli
che soddisfano alla (3) e che sono degli o.

Rammentando che la somma delle lunghezze degli in-
tervalli ® & minore di v e che I'integrale della 7(x(s), (s}
@,(s)y 9,(8)), esteso ad un qualsiasi psendointervallo di misura
minore di v, & minore di =, si ha

iy
" h r
— X ’Jf(:v,., Yoy T Yo Jlls > —=,
i

momg o
t U si ha

Detto poi v il minore dei due nnmeri -, -
pol v 9’ 64M’

Mo my. sy 5 e e =]
Dl a1 1.11 X307+ mE3," > ¢ |35 38, +28.",

€ qui deve osservarsi che i 3,7 soddisfano tutti alla disugua-
glianza (6) e che tutti gli altri 2¢ che soddisfano alla

(11) 5>
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fignrano sicnramente fra i 87 o fra i 2", Ma se c¢i limitiamo
a considerare soltanto le eurve € che soddisfano alla disu-
gunaglianza

(12) f R e

essendo la somma dei 3; che non soddisfano alla (11) minore di

B e
q}r_- u(si-i—i o sf) =
i

o o2

ed essendo

;= ‘:'{Gl--i"l e "Ji} T E(_si+1 = s;‘) e IJ s L‘, .

!
&Ly

e

. B, pertanto,

LS o

la somma dei 3; che verificano la (11) & =

supposta la (12),

i
Pa

%5 o
’ N Hau
o+ 38 + B =2 5

e le precedenti disngnaglianze danno
Sty

Jg—de> 5, v8 —e (14 L) 2 \[(&' =2 ) Farkev,, o, ®), ¥0)
(13) o

8

¥ {.'3)" = ?fo!)f"y’(mvs Yaa mn?e ?fr:)]ds-

Come al n.° 95, deduciamo infine che, per n sufliciente-
mente grande, il modulo della sommatoria ¥ & inferiore a 3z,
donde

&

]

&, =

L]

8 — e(4 —+ Ly)-

&

Lo =

Siccome = ¢ arbitravio, abbiamo pure, per n sufliciente-
mente grande,

Jdo— JQ == 4“(3

¥

e questa disnguaglianza risulta soddisfatta per tutte le curye
ordinarie @ che soddisfano alla (12) e che apparfengono ordi-
natamente all’intorno (o) della @, essendo p conveniente-
mente piceolo. La estensione voluta del teorema del n® 115
¢ eosi oftenuta.
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119. - Estensione del teorema del n.’ 115 agli integrali
quasi=regolari positivi normali.

La condizione, posta al n.” precedente, che J sia un
integrale definito, ¢ superflia per la validitd del teorema del
n.” 115, Ed infatti, procedendo come gia si ¢ fatto al n.’ 06,
possiamo decomporre la curva ordinaria @, in un numero
finifo di arehi e, 2,, .., %, per ciaseuno dei quali esistono tre
costanti, p,, ¢,y 7. con 5. 2> 0, in modo che, posto

FO' (e, 2,0 = Fla,y, @, 4") 4+ p 2" 4- ¢/,
si ha : _

i (7, ", .’E", :”’.f = “}

per ogni coppia («,9") di numeri non ambedue nulli e in tutti
i punti del campo A che appartengono all’intorno (5,) di a,.
E poich¢ ¢, evidentemente, F,\" = I7,, la I soddisfa, nel-
I'intorno detto di z,., alla condizione posta al n.* precedente
per la F. Considerate allora le carve ordinarie 5, che supe-
ano in lnnghezza «,. di almeno y 1 Dossiamo determinare (n.° 118)
due costanti positive, ¢, e /., in modo che ogni enrva ordi-
naria §,, appartenenfe ordinatamente all’ intorno (2,7) di «,
e soddisfacente alla disuguaglianza

(1) : longh, B, — lungh. '“1-?'.%, j

renda soddisfatta Ia

.
i

(2) ]]n‘f’f"dx - - [ff”"’d# o o

Possiamo anche scegliere o, ¢osi picceolo che rigulti (n.” 100)

| 1
{ \fp,.t‘l.‘;‘ —+ g iy ﬁjp,.d.ft: A= Y | < 56
: )FjJ' e 1% 3 fis

Segue allora, dalla (2), ehe, per ogni 3, appartenente or-
dinatamente all’intorno (3,) di «, e soddisfacente alla (1), &
. : 1
(J] E" e ﬂ- > = f'?-.

b bt o
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Sia z il minore di futti i p," © ¢ il pit piceolo dei ¢,, ¢
determiniamo un Z >>0 e < in modo che ogni enrva ordi-
naria 3,, appartenente ordinatamente all’intorno @ di =,
verifichi Ja disngnaglianza (n." 96) :

i Jpo il 2=y

e eio per tutti i valori dell’indice r, da 1 a v.
Dopo questo, sia @ nna enrva ordinaria, appartenente

ordinatamente all’intorne (z) della &, la qunale verifichi la

disugnaglianza
L — I, = 3.

Secondo mna gualunque delle corrvispondenze € (n.” 18, b))
che possono porsi, frala @ e la @, in modo che la distanza
fra i punti corrispondenti risulti sempre minore di g, si spezzi
Ja @ in archi 3,, 3,, .., B», appartenenti agli intorni (z) degli
archi «,, #,,..,%,, rispettivamente.

Per un valore 7, almeno, dell’indice r, &

S8
8, — lungh. oz, = o

Jungh.
perche, altrimenti, si avrebbe L -- L, <73, contro I’ipotesi
fatta; per questo valore 7 vale dungue la (3), mentre per
tutti 2li altri varrd sieuramente la (4). Segue percid

come appunto volevamo.

120. - Ulteriore estensione del teorema del n.’ 115.

11 teorema del n." 115 & suscettibile di un’nlteriore esten-
sione; possiamo, infatti, enunciare la seguente proposizione
generale,

Se, data wna curva ordinaria C,,
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. ‘1) ad ogni suo punto (z,, ¥,) corrisponde un valore GO
soddisfacente alle disuguaglianze 0 <69 < 2x ¢ tale che sia

21 g ar. s o [ o
(1) &lxy, ¥y; cos 09 sen 6Y; cos f, sen f) = 0,

per t-r..tﬁ-i z 0 soddisfacenti alle 0 <0< 2x, 9= 4%

; 2) in (fc-m.t:s-i-t-ume la @, vale la (1), prendendo per B
P wngolo 8, di direzione della curva nel punte (zy, y,);

: scelto ad arbitrio un numero positivo 3, 9 sa-mp;e possibile
di ﬂ_!ete-rm'i-n-(u*n.ca altri due, = ¢ o, in modo che, per ogni curva &
ordinaria, appartenente ordinatamente all’ intorno (p) della @
¢ soddisfucente alla disuguaglianza I, — Ly, =3, si abbia ¥

do—dg, = ¢ ().
Si supponga, : i o o :
pponga, dapprima, che I'integrale Jo sia definito

positivo e si riprenda la dimostrazione del n.° 118. Conser-
vando le notazioni di tale n.°, sia 7 un insieme chin

so i
punti dell’intervallo (0, L,), di misura maggiore di 7, — 5._’" .
' 4 64

o tale che, in corrispondenza i ogni suo punto s, esista
I 3 . ¥ e " i ¥ B €
la tangente alla C, e valga la (1) per 69 coincidente con

"angolo di direzione 6, di tale tangente.
Si indichi poi con ¢, il minimo della funzione

6@y ¥,5 €08, sen b; cos ), sen 0)

l'elziti‘.?f.mlente a tntti i punti (z,, y,) della @, che COrrispon-
elq:mlo al punti di E| e, per ciascuno di essi, a tutti i 0 che. sod-
disfano allu. P=|0—0,| =2 — p. Si indichi, infine, con ¢ un
numero positivo minore di ¢, ¢ di 32M.

Dopo cid, si osservi che, per quanto la disnguaglianza (7)
del n.° 118, possa, nel caso attnale, non esser I;iil valida, ’

oL : _ puo
pero sempre seriversi 1'altra :

8¢ i

:
oy ' ; ‘mzs,"”
©(Zay Yo3 Zoy Yo'3 2, y)ds > |2 — TN
- g oy Ty YIS > | e — [ Ny
. 6 [

) _,(1'3 L. Toxervy, Su due proposizioni di J, V. Lindeberg ¢ E. K, Levi
ulc-I Caleole delle Variazioni. Nota 1. (Rend. R, Acend. deli Disioe ]q"’.l.‘
1° sem., pp. 19-22), . 3 5 1921,

Toserwn - Vol. T,
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dove 2 rappresenta la misura dello pseudointervallo dei punti
di (s;, s;,,) che non appartengono all’insieme chinso . Si
avra percio, in lnogo della (8) del n.” detto, la
ey
ﬁi” e E(si"l—i T 5-,-) ~ ([(’U’ =16 mn’)} f:t'n, Yy '|=’$ yn,] 5=
e
e

+(?)' _'T)'n }Trf!’((cl s Yoy Xyy Yy \’Id"‘
(m.o“- _3.") '
7 G i
e nella (10), invece del termine

my 5"
T 64M T

dovra porsi

my’ 5

Lty
GaM 4

i

Rilevando ora che, essendo

g m
M Lo T dbamy
[
v 5 m
S SV

. T ‘:lff ¢ il secondo di
essi (per aver scelto ¢ < 32M), si ha

e che il minore, v, dei due numeri

4
m oy ni q e N v- s
S 7 )3, TR0 U TP
o %% g 1=
A5 T Sl h
= |23 A= 58 4+ I8 G

Si avrd cosl, in luogo della (13) del n.” citato, la

1
de=de, =

4 vo —&(1 +4- L,) +4-

U7 }Tm’ oy Yos Ty Tfo)_‘— '[?f N )If |,." ‘os Yoy Xy Un)}ds!
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Stabilita, in tal modo, la nostra proposizione nell’ ipotesi
dell’integrale & definito positivo, si passera al caso gene-
rale ragionando come al n.® 119 e tenendo presente quanto
si & detto al n.° 106.

121. - Generalizzazione della proposizione del n.° 115.

Sia Glx, y, #, y) una fanzione definita in tutti i punti del campo 4
@ per Lutte le coppie (o, y), e sottoposta alle stesse eondizioni fissate per
la Fpe, gy, o) o) al n.° 74 Indieata con ¢, la funzione relativa alla & o
analoga alla ¥, definita al n,2 75, &1 ha la seguente proposizione:

Se, data wna cwrva ordinavia @, esistono un intorno () di essa ed un
wwmero positivo m, tali che, in ogni punto (x, y) di quest intorno e per
ogni eoppia (', y'), sia sempre ¥

(1) . By, y, @y 9 = mtir, y, 2, 9,

senge pero che in wessun punto (x, y) U uguagliciza sia verificale per tutte
le possibili coppie («'y y'), scello ad arbitrio un numero positivo & ¢ sempre
possibite di deferminarne altri die, ¢ ¢ o, in modo ehe si abbin

Je—3dg,=x

per ogni curva ordinavie @, appartenente ovdinalamente all” inforno (z,)

della @, e soddisfuecente alla disuguaglicnza
{2) ij?a ——jGr?s ==& (1)
B

Consideriamo Ia funzione
Fiz, y, o, )= Fa, y, &, y)— mGx, y, ', y).

La funzione F, ad cssa relativa, analoga alla F, definita al n.® 75,

soddistn, in tufto Minterno () della @, alln ', =0, senza che in nessan
punto sia mai Fj=0 per tutte le coppie (¢, y). I'integrale delln F &
dungue (n.” 98), sulla &, nna funzione semieontinua inferiormente, ¢ per
ogni enrva ordinaria @, appartenente ordinatamente ad nn intornoe (z1)

della, @, &
e e me
Ids > l'ff'rhc—- 50
e,

& &, |

e
”‘rr'ds') == i

W

ossin, ge In @ verifiea Ia (2),

. y ms e
Jp — ':‘Bo S 9 4= ‘ Gds —
e

&

(1y L. TowNgLLy, loe. eit. a pié i pag 821,
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OssprvazioNs | — La condizione che, in nessun pnnto (a, y) dell’ in-
torno (p) detla @, nella (1) non possa aver lnogo 1’ nguaglianza, per tufte
le possihili coppie (), y'), pud essere sostitnita dall’altra che, insiewe con
Ia (1), valga anche la

By ye oy o) == w3z o, & ).
Cio in virtnr del n.” 99,

OsservazioNt IT — Anche la proposizione' del n.? 120 ammette una

generalizznzione analoga a quella qui data per la proposizione del n.® 115.

122, - Limite superiore di Jg in prossimita di una data

¢urva.
«) Considerata una curva &, ordinaria, tutte le curve C

“ordinarie ehe appartengono ordinatamente ad un intorno ual-

i

siasi () della @, e che hanno lunghezza inferiore ad un nn-
mero fisso danno ad Je, un valore anch’esso, in modulo, in-
feriore ad un numero lisso, Bd infatti, se 7 & la Innghezza
della @ e H & il massimo modulo della funzione I, in intti
i punti dellintorno () della @, e per tutte le coppie (@, ¥)

normalizzate, si ha : .
!5‘1@|SLH e

Vieeversa, tutte le eurve ordinarie € che appartengono
ordinatamente all’intorno (p) della @, e per le guali il modulo
di Jp resta inferiore ad un nimero fisso, hanno anche lun-
ghezza inferiore ad un nnmero fisso?

o evidente che si, se & sempre F{z, ¥, cos f, sen ) maguiore
di ma numero positivo.

Supponiamo integrale Jg regolare e mostriamo che, se ¢
& abbastanza piecolo, la rvisposta alla domanda posta & ancora
affermativa,

Basta, -evidentemente, considerave il easo degli integrali

regolari positivi,

 Indichiamo con @& un numero positivo, maggiore di tutti
gli Jp considerati, e con m, il minimo della I, nell’intoruno ()
della @, e per tutte le coppie (¥, ¥) normalizzate. Per il
teorema del n. 115, tenendo conto anche dell’Osserv. T dello
stesso 11.", possiamo determinare un numero positivo p, = o, in
modo che tutte le enrve ordinarie @, appartenenti ordinata-
mente all’intorno (p,) della &, e per le quali &
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soddisfino alla disuguaglianza

, m, A .
a t:‘ > l-' e A ‘D = = == ), e :
e * GO AT '}R-j ( 3@'\5] ¢ = @'1! !
vale a dire, alla :
Je =P

Segue da cio ¢he, « s¢ Jp ¢ un integrale regolare positivo,
le enrve ordinarie € che appartengono all’intorno (p,) della

€, e soddisfano alla Jg < @, soddisfano anche alla

2 :
L { Lﬂ NI m (‘I] gt G”}T

~ed hanno, pertanto, Innghezza inferiore ad un numero fisso ».

b) Quanto abbiamo ora stabilito si estende agli inte-
grali quasi-regolari seminormali,
Come abbiamo indicato al n.” Y6, se Jdo ¢ un integrale

quasi-regolare positivo seminormale, possiamo dividere Ia eurva

data &, in un numero finito di avehi
'21? Hysnverny Ty

per ciasenno dei guali esistano tre costanti p,., ¢., g,., di
cul I"'ultima positiva, tali ehe, posto

Fwy g, @, Y) = Ly yy €40 ) 98 -0y
sia, per qualsiasi f e in tutto I'intorno (2,) di z,,
F 9, y, cos, sen f) = 0.

Possiamo anche supporre i g, suflicientemente piceoli
aftinehé, qualunque sia la curya ordinaria {,, appartenente
ordinatamente all’intorno (g, di «,, si abbia

‘ % \ - sl
‘ jp,,ri’:a- + ¢,dy ——J‘p,.dm |- q,dy | {," 5
1Br oy :
€ percio

3 1
Oy

EJ.T”"I‘” +qdy <1+ EJ}:,H@ —+ q,dy .
¢ ¢

Supposto, dunque, di considerare le curve ordinarie € che »




326 Capitolo oltavo

soddisfano alla disuguaglianza

abbiamo che, se € appartiene ordinatamente all’intorno (5"
di €, dove 3" & un numero positivo minore di tutti i By ©

: ner : it

deg=2 J F"de — ¥ Jli),.ra‘.':a: —+ ¢,y ,

1 1
Pr B

e quindi

oo

.{12 rF""rES < O3 J.;u,‘d.t: - q,dy .
1 e 1

Detto m, il minimo i F®(x, 5, cosb, send), in tutlo
Pintorno (') di ,, e indicato con m il minore di tutti questi
m,., abbiamo

o i

b2 J F'Mds=m X jds: mL,

1o 1

g g 1
e pereio ST
1 il
L= m[fb + 14+ Z |p,da - q,.dy] y

- i

Sy

vale a dire, la lunghezza della curva & risulta inferiore ad un
numero fisso. ; '

La stessa dimostrazione serve anche se, invece della con-
dizione qui posta su Jg, & verificata quella 1) dell’enunciato
del n.* 120,

Possiamo, pertanto, concludere con la seguente proposi-
zione: :

Se Vintegrale Jgo ¢ quasi-regolare positive seminormale ;
oppure, se & verificata la condizione 1) dell’ enunciato del n." 120 ;

considerata una curva &, ¢ preso un numero ®, ¢ possi-
bile di determinare due numeri positivi, o e A, in modo che,
ogni curva ordinaria &, appartenente ovdinatamente «ll’ in-
torno (2) delle C, ¢ soddisfacente alla limitazione

3 o= P,
verifichi la disuguaglianza .

G s &
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Da questo teorema, segune immediatamente 1’altro:

Nelle condizioni del teorema precedente, il limite superiore
di Jg, relativamente « tutte le curve ordinarie & che apparten-
gono ordinatamente ad wn intorno () qualsiasi della curve C,,
¢ sempre - so.

123. - Osservazione sui risultati precedenti.

Se &, ¢ una curva ordinaria, aperta ¢ priva di punti
maultipli — appartenente al campo A o completamente interna ad
ess0, @ seconda che per questo campo ¢ o no soddisfatta la condi-

zione %) del n.” 72 — in tutte le proposizioni stabilite in guesto

paragrafo le cuwrve ordinarie C, che appartengono ordinata-
mente all’ intorviio (o) della C,, possono essére sosbituite con
quelle ordinarie che, all intorno detto, appartengono propria-
mente (n,” 18, ¢)).

a) Per quanto rignarda la proposizione del n.” 114,
basta considerare che, se ai numeri 2 ¢ 2, in essa menzionati,
ne sostituiamo altri due, ;' e 5, sufficientemente picecoli, tutte le
curve che appartengono propriamente all’intorno (¢) della &,
e soddisfano alla disnguaglianza | L — L, | = &/, appartengono
ordinatamente all’intorno (g) della stessa curva.

Per le proposizioni dei n.! 115 e 121, non vi & che da
tener conto, nelle dimostrazioni date, di quanto si & stabilito
al n.* 109,

b) Passiamo a (uanto si ¢ dimostrato nei n.t 118, 119
e 120, e, per fissare le idee, supponiamo la €, completamente
interna al ecampo e I'integrale Jp quasi-regolare positivo nor-
male. Scelto ad arbitrio un 2 2> 0, siano ¢ e ¢ altri due nn-
meri positivi, tali che (n.” 119) ogni eurva ordinaria @/, appar-
tenente ordinatamente all’intorno (g) della C, e soddisfacente
alla L — L, = 3, soddisfi anche alla Jo :

Riprendiamo Ia snddivisione della @, in archi parvziali,
eseguita al n.” 109, e tutto il ragionamento ivi fatto, suppo-
nendo che il numero 5, gid deferminato, sia anche tale da
rendere soddisfatta la disuguaglianza (1) del medesimo n.’

gf@ = e,

2
¢ che 1a & — appartenente propriamente all’intorno (g,)
della @, — soddisfi alla disuguaglianza
(1 L—L,=> 2.
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Il numero m, fissato al n.° detto, risulta dipendente da ¢;
possiamo perd mostrare come esso possa conservarsi inalte-
vato per tuttiip sufficientemente piccoli. Supponiamo, infatti,
di aver determinato m in corrispondenza di un valore ¢ diz. In
corrispondenza di ¢/, abbiamo anche i punti P, P/, P e

di suddivisione della ©,, e gli archi C (P, P'\.,) sono - tutti

di lnanghezza minore di ‘%; ed abbiamo anche le funzioni

(2) = F4 | pa 3¢9 (=, 2 )

L4

Se ora assnmiamo un qualungue ¢ tale che p‘{'P— e indi-

; 3

chiamo con P, P,,., P, i punti di una qualsiasi suddivi-
sione di C,, corrispondente a questo ¢, per ogni P, una almeno
delle funzioni (2) resta maggiore o uguale a m in tutti i
punti del eerchio (P, ¢) e per tutte le coppie (x, ¥) norma-
lizzate. Infatti, se & P,/ Vultimo dei punti "B oP P
che precede P,, o coincide con esso, & F™ =, per tutte le
coppie (¥, ¥') normalizzate, in tntto il cerchio (P, &), il quale
cbontiene interamente I'altro (P,, g), perchd la distanza fra P,

e P, non puod superare r'—, ed & g <&,
3] (i}

Possiamo dunque, per o sufficienfemente piccolo, consi-
derare fisso il numero m. Dopo ¢id, supponiamo che ¢ gia del
- grado di piceolezza or ora indicato, e che = soddisti alla

ms :

e —,
oA
Per la (9) del ne° 109, &

Hh nir i
z Je(Q., @) > 5 L' — 6upp,

dove L' indica la lunghezza complessiva di tutti gli archi

C(Q,., D,)): supponendo g = ﬁ, & percid

n=1

(3) ¥ ET@(Q.--, 0.) = E) ml/ —
1

&
]

o m

Qui dobbiamo distinguere dune casi: 3
1°) Sia la langhezza complessiva 1 degli archi @(¢,.

gy 4 =8

@) maggiore. o uguale a L, + 3. Allora anche la lunghezza
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- . - - - - -
della curva composta di questi stessi arvehi e dei segmenti ret-
tilinel @,.49,’ & superiore o ugnale a L, 4% e, per quanto si &
detto in principio, si ha

n—I

gi@'['@':-- 1y (')s} g ‘? SQ;Q’?E gen—i- ==

=4 =

g
Ma, supponendo 2 < - —— avendosi
L RDONOOF = Sl

] SQ,‘Q,' | << Mg,
&
4) \ ’EISTQ Q' i( =
= friyd l!‘ | =~ 2 ?
€ percio
(L =
060, 095 %6, + &,
e, per la (3),
®) Je =T, A

o0
el

) La lunghezza 1" sia ora minore di L, +3. i allora,
per la (1), L' > 2. Ma la curva, composta degli archi Q= O0)
e dei segmenti rettilinei ¢, ¢,/ essendo ordinatamente ap-
partenente all’ intorno () di C, soddisfa (per la (1) del n.° 109)
alla :

=1

Q0 @)+ 2 0.0 > e, —,

=gz
=

: = £
e per la (4), supposto g <= SHn — 1"
I g -
an 3 3
3 ?*l@-t'«?'r-—a. Q1> Je, — 5 =

Di qui e dalla (3), seende

. . 1 11
Je > Jen+£—zmh’ SApIEs
4 - ms
e per essere L' >3 &< R ;
. 1
de > Jo, - 5q M2
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Questa disugnaglianza e la (5) provano quanto \'ole\'amo.

¢) In merito, in fine, alla propesizione del n.” 122,

osserviamo che il ragionamento fafto or ora, prova che. se
¢ L' >3, é anche

o 1 !
Jg > e, + 51 ml/,

da cui risnlta che, se deve essere Jpo =@, L' deve avere un
limite superiore finito. In ogni caso poi, avendosi

n~—1.

._.J@{Q', “Q}—f-‘;CQQ ./vﬁ“? @)+

e (n.” 109)

n=1

900,00 > — =

() :
" n—1 1
S-JC( V- _]_Jc"un*f] SRy G
1
n—1

4 B Jeg. 0t 22 =To + 2,

onde, se deve essere Jo <@,

nw—1

2 Jeigy )+ 20 <@k 2,

il che prova (per la proposiz. stessa del n.> 122) che L” deve
avere un limite superiore linito. La lunghezza L dcila. /
(L= L'+ L") ha dunque sempre un limite superiore finito,
se deve essere Jo < ®e se la & appartiene propriamente ad
un intorno convenientemente piccolo della &, (ammesse na-
turalmente le ipotesi della proposizione del n.” 122).

§ 2. TEOREMI DI CONVERGENZA.

124. - Teorema delle lunghezze. 0

Data una suecessione di insiemi 1 @,, | di enrve ordinarie &,z

TR yeeny FCp 1 yrony
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la quale converga uniformemente alla eurva ordinaria &,, il
teorema del n.” 83 afferma che, se la successione

% DN K T et

degli insiemi | 7,, | formati con le lunghezze L, delle @, , tende
alla lunghezza L, della @, allora-& anche

(1) | f:[@u e ETC;, s

Possiamo ora asserive che, se sono verificate le ipotesi
poste nell’ enunciato del n.* 120, si ha, reciprocamente, che,
soddisfatta la (1), e supposto ehe '@, | converga mmiforme-
mente alla @, , gli insiemi | L, | tendono a T,. Bd infatti, per
il teorema stesso del n.° ora citato, preso ad arbitrio nun nu-
mero positivo 3, & possibile determinarne altri due, z e ¢, in
modo c¢he ogni eurva ordinaria @ C, appartenente or t]nnmmonfe
allintorno (z) della @, e soddisfacente alli

I —-3@,'__ 1= et
verifichi la disngnaglianza

L FAY Ll'l {IE'
Siccome, per ipotesi, eli insiemi &, CONYErLoONo uni-
formemente alla @, e vale la (L), per ogni n maggiore (i nn
certo n le @, apparfengono ordinatamente all’intorno (2)
della &, ed &

S

AR

g!@o i s

f

¢ dunque, per le stesse O, , | I, — Byl <8, vale q dive, ) B 1< T,
Abbiamo cosi il teorema seguente: .

Se Uintegrale Jo & quasi-regolare normale, oppure se val-
gono le ipotesi dell’ enunciato del n." 120 ('), condizione neges-
saria ¢ sufficiente affinché, data una successione | GAY R

(ol yery i insiemi di curve ordinarie QC,,, convergente untfar-

memente ad une curva ordinarie C,, la swuecessione L |y

(*) E evidente che, in queste ipotesi, la disngnaglionza & >0 pubd
esser sempre sostitunita dally & << 0.




_successione |'@, 1, 1 C, 1,
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Tee, lyue (@, ey Aegli insiemi degli integrali Jo., tonrverga

£

verso Jg, & che la swocessione | Loty | Ly lyey | Ly { ey degli in-
siemi delle lunghezze delle C,,, tenda alla lunghezza della C

{i

125. - Teorema generale di convergenza.
a) Se Uintegrale Jdg ¢ quasi-regolare normale, oppme se
valgono le tpotesi dell’ enunciato del n.* 120, e s¢ Gz, y, @, ¥

¢ una fungione continuwa per ogni punto (x, y) del campo A ¢
per ogni coppia (+, y') di numeri mon ambedue nulliy, ¢ positi-
gamente omogenea di grado 1, rispetto alle 2’ e y', data una
vy 18y, di insiemi di curve ordi-
narie C,, convergente uniformemente verso wna curva ordi-
naria C,, dalla

scelde la
: qu:}:, Yy &y Y )ds ;-(—— [G(w, Yy, @, o )ds.

@vm @'n

Per il teorema del n." precedente, dalle ipotesi qui poste
scende che l'insieme | L, |, delle lunghezze L, delle @,,, tende
alla lunghezza L, della C,. Non resta quindi che applicare
il teorema di convergenza del n.° 83 ('),

h) Se Iintegrale Jp & quasi-regolare, la proposizione
stabilita in @) vale anche in qualche altro ecaso che non
rientra nelle ipotesi ivi poste.

Si supponga che Cl@ sia quasi-regolare seminormale, che
la funzione G(x, y, «, y') soddisfi alle stesse condizioni poste.
al n.” 74, a), per la I, e che, infine, esista una costante posi-
tiva L, tale che, in tutto il campo 4 e per ogni U, sia

(1) F (2, y, cos b, sen 6) =L | G (2, y, cosh, sen0)!.

A gact, L o

Supposto | €, 1 —~C; e 1dg l=+Jp , il teorema del n. 1228
permette di asserire che le lunghezze delle @, sono tutte
inferiori ad un numero fisso A, per ogni » maggiore di un
certo it. La condizione (1) da poi che le disuguaglianze

F (%, y, cos b, sen h) +I£Gi(:v,l 1, cos B, sen f) = 0,
F(x, y, cost, sen by — kG (%, y, cosh, sen ) =0
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sono soddisfatte in tutto A e per qualungue 0. Da ¢id segue
che gli integrali delle funzioni ¥+ k@ e F — k@& sono quasi-
regolari, e che &, per la proposizione del n.’ 108, «), '

[w + hG)ds = Min. lim | ](:{«+r.mfae
C’l

J(F—?:Gkh"imm “m" [F—E(*}r??
f’."

Tenendo conto della | Je, :HST@ , &1 ha cosi

JG(ES — Min, lim § [(Q;s

ne—rog

des > l\[aa‘: llm | ’(Y(IS
&, @,

donde 1I’esistenza del limite di U’Gds,f ¢ la

@,

g IG’-ds i ——~J"Gn‘.s.

LG &

La eondizione che 1'integrale Jde sia quasi-regolare semi-
normale pud essere sostitnita con le altl'e. che &g sia  quasi-

regolare e che, con la (1), siano soddisfatte anche, in tutto
il ecampo A, le

9) _4 F+EG>=0
£ [ R=FG>=0,

In particolarve, va osservato che, se & _
Flw, y, , ¥) = fla, y)- Hz, y, 2, y),
G, u, &, y) = glx, y)- H, y, «, ),

con H=0, H =0, />0, in tutto il campo A, allora. se
& soddisfatta la (1), sono certamente soddisfatte anche le (2)3

pitt particolarmente ancora, le (2) sono soddisfatte se o

Hiw, y, o, ¥)= V' —1—’;;'2, con f=0,
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126. - Teorema di divergenza. -

Se Pintegrale dg ¢ quasi-regolave positivo seminormale ;

oppure, se ¢ verificata la condizione 1) dell’ enunciato del
.t 120 -7 : ‘ '

data una successione |C, 1,1 C, 1, ...1C,1,..., di insiemi di-
curve ordinarie C,, tendente uniformemente ad una curva or-
dinaria @, condizione necessarvia ¢ sufficiente affinche sia

| EI@M fa—r %2 eo,

¢ che si abbia | L, ' — +- o=,

Che la condizione sia necessaria ¢ evidente.

Per mostrare che la condizione & anche sufliciente, osser-
viamo che, in virth della proposizione del n.® 122, dalla con-
vergenza uniforme di | C, | alla @, segue che, preso comunque
un numero P, ¢ possibile di determinare un numero positivo A
ed un intero positivo n, in modo che, per ‘ogni n > @, sia
Ly <2 Ay se & Jo =@, Ora, per la | L, !~ 4 oo, si pud deter-
minare un intero n,, maggiore di @, in modo che, per ogni
b R s T I tlnmzlne, per ogni n >, 3@,, = O,
Essendo @ arbitrario, ¢io prova che la condizione enunciata
¢ sufficiente.

127. - Osservazione sulla eonvergenza.

Consideriamo una successione di insiemi | @, {, di curve

ordinarie C,, : : ;
PO IR R

convergente uniformemente ad una curva ordinaria @, e sup-
poniamo che, su quest’ nltima enrva, I’integrale Jo sia semi-
continuo inferiormente ; supponiamo, inoltre, che sia, '

{1 ) . | E"i@n.n{ o j@u'

Seelta una legge che ponga, fra ciaseuna @, e la @,
una corrispondenza Q (n.°-18, b)), tale che la massima di-
stanza fra i punti corvispoudenti delle due curve tend:

1 } ; y
a4 zero con _, e presi comunque due punti M, e N, snlla &

(intendendo, se questa curva & aperta, che su di essa M, pre
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ceda N), e indicati con M, e N, dei punii corrispondenti

3

di @, &

o o :

(2) e, Nt~ e ar, vy
Ed infatti, siano P, e @, rispettivamente il primo ¢ i

secondo estremo della @, che, per ora, supponiamo aperta,

¢ P, e @, dei punti corvispondenti della ¢
Per la semicontinnita di Jdo, &

o=

Minlim iJo, p, wy! = Jop., 1y,

13 o Minlim | To,ar, 7.1 = Ty, s

Min lim . 3@,-;

W=+ 00

(N, @' = TNy, -
Ora, se la (2) non fosse verificata, si avrebbe

Mass lim | 3,3, 5y > Jour,, 7).

¢ guindi :
‘ Me:]siim e, ! =,

contro la (1).

Se la @, non & aperta, hasta considerare, in luogo degli

archi C(P,, M), C(M,, N, @ (N,,0,). gli altri due C,(M,, N,),
G (N, M,). :

§ 3. TEOREMI DI CONFRONTO.

128. - Teorema I. -
Se I integrale Jo ¢ quasi-regolare semidefinito ;
oppure, se g ¢ quasi-regolare seminormale ;
- OPPure, se sono verificate le ipotesi dell’ enuneciato del n.” 120
date una successione | @, !, @y Lyenny 1€ | iay i Siasiemii | @,
di curve ordinarie ., tendente uniformemente ad wna curva
ordinaria &, ¢ posto

s
[
|

B

Fe = |1, y)F(z, u, &, ¥ )ds,
ZE -

dove flz, y) indica una Junzione definite ¢ continue in tutto
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il campo A, ammessa U esistenza ¢ la finitezza dei dite limiti

lim:de {, limiFg

2 3 : w1
¢
(1) lim | -zr‘f@)b-’ == gf@,n = f(z;, y,)| lim'| ET@,; 4 ‘g]@,-r,h
Tl — 0 T — O . j

dove (z,, y,) indica un punto particolare della C,.

«) Supponiamo verificata la prima delle ipotesi formu-
late, e sia, per fissare le idee, Jo quasi-regolare semidefinito
positivo. Preso ad arbitrio un numero positive ¢, dividiamo
la eurva @, in arehi parziali €V, €, ®,..., €, in modo che su
ciascuno di essi I’oscillazione della funzione f(=z, y) risulti mi-
nore di ¢; e, considerata una legge la quale ponga tra ciu-
scuna delle C, e la &, una corrispondenza @ (n.’ 18, b)), tale
che la massima distanza fra ciaseun punto della @, e i punti

1 : : =
corrispondenti delle @, tehda a zero con 52 Siano AR :

@,y @€, gli arehi, di una qualunque delle €, i gnali
corrispondono a quelli indicati della @,, convenendo che il
primo estremo di C,” sia il primo dei punti della &, che,
secondo @, vengono a corrispondere al primo estremo di L
Abbiamo '

k] 2,
Ye,— Fe, = 2[Fe.0 — Feuw],
F=E= = L N
e, applicando il teorema della media,

i

£ e’ o J s =

Yo, — F¢,= I [fuwde,0 — fordem],
P11

dove abbiamo indicato con f, , e f, , particolari valori della &
funzione flz, y) sugli archi €, ¢ ©,”, rispettivamente, Po-
tendosi anehe serivere

™m
o T A ek . LAY — His )
ge, — :Y@.-_, ¥t *?s"“‘j@u("‘ J@._,""]-._’_;_‘_—‘I{fﬂ,f'- .fr_\,f'}\"f@,;"'- 1
7 [ s
By e By == BYLE. e =S et
L J’@I == ’!"::lllf“'r| 3@,“(?‘) Jeo(-r) == m e

=t m
+ X {fu,r _.fu_-?‘)gl@ o =t ,fn,\r .
=1 3 . M r=1
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e poiche, per la semicontinuitd inferiore di Jo (n.* 99), per
ogni »n maggiore di un certo i &

£
3@”\(:‘} J@utw) +_]ﬁ =0 (—=s ], 2, enly N),

se f, indiea un valore della J@, y) compreso fra il minimo
e il massimo dei valori f,, (r=1, 2,..,m),

ossia un valore
particolare della f sulla curva @, si ottiene ;

o) . e - ; ol B
Q\'@m —_— S\_‘-@) :_r:ﬂ(c‘]@” g J@'D) —!‘ ‘E_fn +r}:1{jwz,r _-ﬁj,r)gjeo(;-)‘— F E .fq-r,vv.

=

Preso un 7 =@ e tale che, per ogni n =% e ver tutte
le G, dellinsieme ;@,, !, sia

lim

N =0

= A E) Fayt See
ga‘r@ﬂ;_c‘-@n:{sf | ]”" iﬂj“]

==t < E
| [ — 5 { S0 T

e tenendo presente che &

; | Tar s S o =24, N =1,2..m)
per ogni n > n,, dove n, & tale che, per ogni n >n,, la dif-
ferenza fra i valori della Sz, ¥) in un punto qualsiasi di @,
e in un punto corrispondente della @, sia, in valore assoluto,

minore di e, si ha — ‘detto N un intero maggiore di @ .e
di », — per ogni n > N,

[[ lEmbes ) s el Tim foy 0 | = o &
g QrG}...l_ c\'@oJ e L__*mic @uf é‘f@ﬂ <e(l14+-3f4 Qci@“},

dove abbiamo indicato con f'il massimo modulo della 1 in
tutti i punti di un intorno della enrva @, che contenga tutfe
le Cpy'per u > N, B siccome = & arbitrario, risulta I'uwgua-
glianza

o Jimd o fmfge s Y lim § s g 11
V=) Y —w 0 J’@'-'l \ cs.@'(.- T h—e oo ! ‘,f” ?l—vr'c* JG“’ c‘l@d | i

Ora, se & -n}-“i, jde, [ — Jo, =0, cssendo sempre, per
= N, [ fu|=f Iuguaglianza sopra seritta si riduce a
lim | G vl

s e ——:«T@D:: 0, e questa nguaglianza dimostra la (1), la

ToweLny . Vol, I. 44
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quale in tal caso vale quallmqua sia il punto (z,, y,) di C,.

Se, invece, & lim el —3p 0, la (2) prova Vesistenza del

noe—e G|
llmlrellell’maleme }‘n {y il quale limite, essendo f,, un valore

della f sulla @,, & necessariamente un valore della f snlld
medesima. Detto q:,,, y,) un punto di &, in eui la f ha p( r
valore il ]““ Ff* t, a (2) da senz’altro la (1).

b) mippunmmu ora, verificata la seconda, oppure Ia terza
delle ipotesi formulate nel nostro enunciato, ammettendo (per
fissare le idee) per la seconda, che Jg sia quasi-regolare po-
sitivo seminormale.

Cominciamo con I’osservare che, per 1 esistenza e la
finitezza del limite “hm'.ié’ie }:-, in forza del teorema del
. —_— o
n.! 122, possiamo determinare un numero positivo A ed un
intero u,, in modo che, per ogni n > n, , sia

(3) Ty <

Osserviamo poi che, per quanto si ¢ detto ai n.! Y96 e 106,
& possibile decomporre la C, in archi &%, €%, ..., ", in
modo che, per ciasenno di essi 1 oscillazione della flu, )
ristlti minore di &, e, per ogni », da 1 a m, esistano tre co-

stanti Py, ¢y, 2, di cui Pultima positiva, eosl che si abbia

Iz, y, «, ¥) +pp2’ g9 >0 (r=1,2,..,m),

per ogni punto (z, y) di 4, appartenente all’intorno (z,) del-
Pareo @,, e per ogni coppia ', ¥ di numeri non ambedue
palli. Diciamo n, un intero = n, ¢ tale che, per ogni n > 1y,
gli archi €, &,%,...,C,", determinati, come si ¢ detto in a),

in bm_uspondenza dei @, C,®, .., C ", appartenguno agli

intorni (2,),(2,); ., (g,) di questi nultimi, rispettivamente. Posto

Tezhﬂ%ypﬁuwrwﬁﬂﬂmW%
e

“@:=jﬂx,wﬂfbm¢h1ﬁ,y04-pﬁcﬂ—Qwax,
4
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abbiamo
> ik
= ) vl
cﬁ@w o § “'-TC{, _fz_l fe'r @ty @n{.'l] 3

@, L &,

Osserviamo qui che, per le ipotesi ammesse, dai teoremi
dei 196 e 106 risulta la semicontinuitd inferiove di Ja ¢
degli &'y sulla @,; dalla disuguaglianza (3) visulta poi anche,
per la proposizione del n.° 108, 1), che, sugli archi @M, sono
tunzioni continue gli integrali

ff(x, w4+ g, | ds, ‘[-p,,:‘t:’ -+ ¢,y | ds,
(GG E’g[-"} ;

quando € sia wmple contennto in uno degli insiemi { @, .
(n=n,+1, 2,42 ...

Operando sulla somma “ [Jc W & @ l;J come in @) si

Xt

=1

m
€ operato su I h“@,,ya - ‘cT@UoJ, si.giunge alla disuguaglianza
| u : Hag

‘{ lin 'Fo f_er@ "_.fa;[ lim “JC"E_:‘[@“P

| Th, ;:| “_'"""f
%1+3f+2§?&%44f+%
3 & ] f

valida per ogni » maggiore di un certo intero N. La som-

e
» 2 7 . Vg agv w s .
matoria ¥ J @,", composta tutta di termini positivi, & minore di

Py
‘ m o | | ‘m
2 | 2oy 41 B (p S BT )n’\"
Foes 1, |
G_) Gy
A e ¥ Al
=8¢+ | T |+ gy )ds |5
| lit=1e |
&,

3 £

’ 3.,....,.3,...

3| A

e se al = sostituiamo, via via, e conveniamo,

-

t

nel passare da - a H—I' di eonservare, per la seomposizione

!

% m
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2 della @, negli archi &, .o, €,, i punti di divisione corri-

spondenti a ;;, tutti gli arehi di @,, della suddivisione rela-

o
.

5 £ . !
tiva a Sy che appartengono ad uno stesso areo @ di

quella relativa a =, hanno i coeflicienti p e ¢, della funzione
pe’ - qy’ ad essi corrispondente, tntti uguali a p,. e ¢,., vispet-
tivamente. Pereid, qualunque sia I’intero s, la somma

z f{z),-f_v’+ ¢ y)ds,

¥
@0{{‘]

. i E ? - .
corrispondente a = ha un valore costunte H, ¢d ¢ sempre

o
-

[ Jim ﬁc';b et gco]__ﬁ,{hm \ﬁ@u: -"[@]|

il——-r.\.-j E. H n—voc |

Hfiwsre o+ )

Da ci6 scende ancora l’ug‘uaglianza (2), e quindi la (1).

By Il teorema & cosi pienamente dimostrato.

129. - Teorema IL
Se l’mtf’gm?e deo ¢ quasi-regolare definito;
oppure, se Jdo ¢ quasi-regolare seminormale ;
; oppure, se sono verificate le dpotesi dell enuneiato del n.” 120 ;
I : data una swccessione | C 1, | C, 4., di instemi | C,, | di

. ceurve ordinarie &, , tendente 1mifafrmmnmrf ad auna enrva ordi-

narie C;; posto

:I :dG =\ S, y) F@,y,@,y) 4 Mz, y) & 4 Nx,y)y' | ds,

'!15. é S g >

: dove fix, ), Mz, y), Nz, y) indicano tre funzioni definite e
| “continue in tutto il campo A; ammessq esistenza ¢ la fini-

Stezza dei limita
limidg {, lim;&Fe, i3
N =—=00 T = O -
é ¥
(1) Hm | &g | —

T o=— 0

—

i

e, =J(Z,, ¥s) lim|Jg |

=00

i dove (v,, y,) indica un punto conveniente della C,.

Ulteviori proprieta degli integrali eee. s b

Osserviamo, in primo luogo, che, se Jo © un integrale.

g

quasi-regolare definito, & anche nn integrale quasi-regolare
seminormale : "ed infatti, se, in qualeche punto (z, :;) del
campo A, fosse I’i( i, @ ’r;)—O per tutte le coppie (2, ¥'), si
avrebbe If(.x, Yy @y y) =px’ +qy e Jo non potrebbe essere
definito.

Dopo cio, possiamo, senz'altro, affermare che, qualungue
sia I'ipotesi verificata, delle tre ammesse nell’ enunciato, per
ogni n maggiore di un certo n, risulta sempre verificata la
disuguaglianza (3) del n.° precedente, dal che segue, in virtit
della proposizione del n.” 108; b),

[Jf(b, ¥ - Nz, i)y ]rh [[M (@, y)2 - I—N (2, Y01y ds.

G;. 0

Siamo cosi uwmlnth al teorema del n.” precedente. 1d
infatti, posto

Fe =jf (@, y) Py y, «, 9)ds,

dall’ esistenza e della finitezza dei due limiti

lim | §Fg ! E lnn lJ'{M( )& —+ Nx, yh;]ds

segie 'esistenza e la finitezza di

lim :E\-"@wr 5

=00
vale dimque la nguaglianza (1) del n.” precedente, quando in
essa si sostitnisea & eon &, e vale quindi anche quella che
qui si vnole dimostrare. :

OssErRvVAzIONE [. — Da quanto precede, risnlta che, se le

tunzioni M(z,y) e N(=,y) sono tali da assicurare la continniti
dell”integrale

J.[ M(z, y)x' 4 Nz, y)y'lds (),
c :

-

(" V. per questo il n.° 100,

JIesiy
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nella prima delle ipotesi formulate nell’ enuneiato del feorema,
si pud supporre Je quasi-regolare semidefinito, anziche definito.
Altrettanto si pud fare se I'integrale Fo @ © definitd, perche, in
tal caso, vale sicuramente la (3) del n.° precedente.

OsservazioNs II. — Dalle proposizioni stabilite in questo
¢ nel n.” precedente, scendono nuovi teoremi di conver-
genza. Ld infatti, ammesse le condizioni poste in tali pro-
posizioni, e ammesso che sia

lim Ij@_‘} =g

si ha
l]ll] ) Gh' :‘55"@ .

=== D0

130. - Teorema III.

Se U integrale 3@ ¢ quasi-vegolare seminormale ;

oppure, se sono verificate le ipotesi dell’ enuneiato del 1.° 1203
posto :

Fo = LA, )Fia, y, o, y') + M, yya' -+ Ny, yiylds,
2 ,
L]

J'e= Lo 1 Fiz, y, o' y') - Mo(z, yhw'4- Nola, iy s,

@c___

dove f, g, My; Ny, My, N, sono funzioni definite e continue in tutto it
campo A, e econsiderata wna sueeessione | &; |, | @y |y, Co | Faingesin CRE Bngie
stemi @u.“- di ewrve ordinarie &, lendente wniformemente ad wna cureq
or dmm‘m o5

ammessa U esistenza e la finitezza dei limiti

lim | &, ! lim | I'g, 3

Ho—eg Tl o— 00

ammessa U esistenza di tre costanti ky, ko, p, di cwi U wliima =04
tali che sia

(1) kyfiay o)+ kygle, y) > 0,

in tutti i punti di A che appartengono all’ intorne (p) della €, ; é

(2) G2y yt,lﬂ[lim L Fe, | —Fe =1, v, [l;m Ie, | —de); g
e o— o0
dove {(x,, y,) indica wi punto conveniente di &,. =
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Per la supposta validith della (1), una almeno delle due costanti
kyy ky, & diversa da zero, Snpponiame sin fale ky . Nell’ intorno (p) della @,
possigmo serivere

T ( I i [(fey K q:T—i ey My + Tey Moho' + (ky Ny + o Nohy'] +

Fo=

lf+ k. of]
@
= M f ul M, -+ J‘II) :cl }—[\ Sardeg (% N,+]'.'-2N2'}} u’)ds
AT if""A i i i 2 . ik e kj.f"‘;,“zg  § - L]
e =kFo+ ko=

— J‘[fk; _'f . = k?qu b (ki JH! SF= kzMg}x'l 55 {kil\r] 5 3'2 Ng‘yj dan.

©

Dall’esistenza e dalla finitezza dei limiti di | e, e di | e |, scende

I7 esisbenza ¢ la finitezza del lim | @%@ 1: inoltre, Iintegrale 3@ soddisfa
T — D0

alle condizioni della secconda o della terza ipotesi del teorema del n.° pre-

cedente, L7 applicazione di questo teoremn di, pereio,

i ! & ffxn u(’ Syt
lim | §@, | —& . lim | e | —d@ ]
Pt G 2 i f (s By) = Bstt(Zoy Yob s g . &yl

ossia Ia (2), perché &

lim }_ﬁ-‘l”@_n:——c e, = ky[lim ,“TFC t—ps-@j 4 ks [lim | '"IC —E'.f'@n].

i — g H— G Y ——

OsseryAzIONE — Analogamente a quanto sbbiamo osservato al n,° 124,
possinmo. dire che, s¢ le fumzioni M,, N,, M,, N, sono tutte nulle in
ogni punto del eampo, oppure fali da assicurare la continuith degli in-
tegrali
(3) j(ﬁﬂm’+ Ny')ds, jl(Mza:’+N?y"his,

e @

il teorema gui dimostrato vale anche suppounendo che 1lintegrale Jo sia
quagi-regolare semidefinito. Ed infatti, supposto ks == 0, ponendo

Fe= I!m- P F (e, iy, oy y)ds JT- f+ i q(hfi }\zfﬂﬂ?s,
@
d'e= J‘[L S+ kyg) Fas,

dall'ipotesi ora fatta e dalla (1), scende che #"@ & un integrale quasi-



D44 : Capitolo otiavo

regolare semidefinito, Applicando dunque il fteorema del no 129, #i ha,

per la continuith snpposta degli integrali (3) e per Desistenza e la fini-
tezza dei limiti di | S@, | e | g, |,

i F Y~ 3 ‘ f(m()'l' yﬂ_} > | an )
lsdig e KL By, o)+ Ko ) el © @01 =90}

T g

da.coi la (2), aneora .per la continuith supposta degli integrali 3).

PARTE TERZA

FUNZIONI DI LINEE

B) FORMA ORDINARTA




k
fh
Carirono IX.
| GLI INTEGRALIL IN FORMA ORDINARIA
§ 1. DEFINIZION] B PROPOSIZIONT PRELIMINARI.
- 131. - Le eurve C.
e 3 . . . T
- ?‘ Diremo cwrea (! ogui curva del piano (z, y) delinita da
B nn’ equazione
| Yy =y(x),
‘, dove la @ assume tatti i valori di un intervallo (e, b) — tale
S che sia @ < b e non necessariamente lo stesso per tutte le
# curve — e la y(x) ¢ una fuanzione assolutamente continna
' (n.° 16), in tutto I'intervallo indieato. ;
= Per quanto si & stabilito ai ni 16 ¢) e 8, ogni ewrea
& continua e vettificabile..
~Se la funzione amnalit Jeriy EART
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Data una particolare curva €, €,, definita da
y=uyx) (a;, b,),
divemo che un’altra envva €, definita da
s y=yw), («, b),

appartiene all’intorno (7) della €, se la funzione y(@) (avente
come intervallo di definizione (a, b)) appartiene (n.” 18) all’in-
torno (2) della funzione y,(v) (avente come intervallo di defi-
nizione (a,, b)). Se Ia y(x) appartiene proprianteniec all’in-
.torno (o) della y,(2), diremo che anche la curva C apparticne
propriamente all’intorno (z) della C,.

Considerato un, insieme | C! di infinite curve ', diremo
che la curva ', & una sua curea di acenmidazione se, ad ogni
intorno (g) della €, appartengono-sempre propriamente infi-
nite eurve dell’insieme.

Data una snecessione

{ (f :‘, { )fg Foyvas i (\ll

{ 4 I gy Cgnee g

di insiemi di curve €, diremo ¢he la curva C, & una curva
di accumulazione della successione, se, preso comungne p =0,
esistono sempre infiniti insiemi | ¢, | aventi, ciaseuno, almeno
una curva appartenente propriamente all’intorno (o) della ¢,
Diremo, infine, che la successione considerata converge wuni-
Jormemente verso la eurva C, se, preso comungue p=>0, &
possibile determinare nn intero positivo i tale che, per ogni
n >, tutte le curve dell’insieme | C,, | appartengano propria-
mente all’intorno (¢) della C,.

Ne alle enrve € sostitniamo le funzioni yz) che le rap-
presentano, le delinizioni ora poste corrispondono esattamente
a quelle dei n. 18, 19 e 20.

133. - La funzione f(x, y, ¥).

) Sia flz, y, ¥') una funzione definita in ogni punto (z, )
del campo A (n." 72) e per ogui valore finito di ¥, e soddisfa-
cente alle seguenti condizioni:

1) sia continua in ogni punto (2, ¥, ¥') in eni & definita;

2) ammetta, in tutti gli stessi punti, le derivate par-
ziali fyr, fyryry fywr, finite e continne:

Gl tntegrali in forma ovdinaria 244

3) sia tale che si possano definive un campo 4° — avente
tutti 1 punti del campo. A come punti interni — &, i 6880
e per ogni valore finito di y, una funzione v(z, y, ¥), coin-
cidente in 4 con la f,(z, 9, ¥), ¢ sempre finita ¢ continua
insieme con le sue derivate parziali p,/(z, y, ) e Pl Yy ) ().

Soddisfano, ad esempio, alle condizioni poste l¢ funzioni

v VI+y", @+ iy —y |

b) Date due curve (n.” 131)

' Yy =ylz), (a, b}?
U Y =1,(x), (agy b,),

nell’ intervallo (@, b) comune ai due (a, b) e (@, b)), la fuan-
zione fl, y,(x), y'(x)] — che si porrd uguale a zero dove la Y (@)
non esiste finita — & quasi-continua.

Hd infatti, in quasi-tutto (a, ') la y'(2) esiste finita ed &

?

TSl o 1 __
yix)=1lim aiylx - o Ylw)

Hhe—roo .

pereid, in quasi-tutto le stesso intervallo, &

3

11 (), /@) = lim Fl, yi(o), wjylz - 1) — g,
il [}
ossia la fle,; y (@), y(x)] risulta ugnale, in quasi-tutto (a, B,
al limite di una suceessione (i funzioni continue; essa o dunque
una funzione quasi-continua in tutto («/, ¥) (n.° 46).

Cio vale, evidentemente, anche se le curve ¢ e C, ¢oinei-
dono; e vale anche per le derivate parziali Jyzs Toriry Lurws

134. - Le eurve € ordinarie, ;
Diremo cwrva € ordinarie ogni cnrva €, definita al
n. 131, la quale:
1) abbia i suoi punti tutti appartenenti al eampo A4;

() L considerngione della derivata parziale £ e questa condiz. 3)
serviranno soltanto dal Cap, XI in poi. -
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2) renda infegrabile (n.° 49) la funzione flz, y(x), y'(2)),
in tutto Mintervallo (4, b) in eui & definita la funzione y(x),
che ad essa enrva corrisponde (*).

135. - La funzione &z, v; v, ).
«) Porremo, per definizione,

S, Y3 ¥ 7)) =LAy y, 7)) — S, 4, ) — (7 — ¥z, Yy %)

La funzione & rvisulta cosi definita per ogni punto (z, ¥)
del campo A e per ogni coppia ¥, ¥ ; nel complesso delle
vaviabili @, ¥, ¥, ¥, essa rvisulta poi finita e continua, insieme
con le sue derivate parziali 8y, &y, 8y, Siy's Gi'e.

La funzione &, ora definita, viene chiamata funzione di
Weierstrass. :

b) Applicando lo sviluppo accorciato di Taylor, abbiamo
1@, 9, 8=, 4, 9) =T — Yoy, )+ L
Y I Y I=TE YY) T — YU 4, ) L% Y )y
dove g indica un certo valore compreso fra ¥ e #. Abhiamo
cos1
(7 —u)

(1) Sl vy, §) =" =5

Lyl 4, ),
e questa nguaglianza mette in evidenza una notevole rela-
zione fra la funzione & ¢ la derivata parziale £, Dalla (1)
ricaviamo anche
@) T, 9, ) =2+ lim S i 1)

Fey F —7)

Dalle formule (1) e (2) risulta ehe, se, in un punto (z, i) el
campo A, una delle due funzioni &(x, y; v, 7) e Loz, v, o)
conserva sempre lo stesso segno, altrettanto avvyiene dell’ altra,
e i loro segni sono ugnali. Di pily, se in (@, y) e per tatti
gli y* prossimi ad un certo y,, & fyuAx, 9, y') sempre di un
segno, altrettanto avviene della 8(z, ¥, g, #). per tutti gli '
suflicientemente prossimi a .

(‘) Si rammenti che, per quanto si & stabilito al n.” 133, by, la fun-
zione fle, g, y'@)) risulla gquiki-continua in tutto {eay D),

wdy
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136. - La figurativa.
a) Sia (x, y) un punto del campo A, e consideriamo,
viferita ad un sistema’ di assi ecartesiani ortogonali (¥, ), la
curva definita dall’ equazione

w=flx, ¥, ¥,

per tutti i valori di /.
Questa eurva la diremo figurative (') della funzione
Jl@, y, y), relativa al punto (z, ¥).

Se &, per es., flo, ¥, ) = ole, ) Sz, oy, la figurativa & una retta;
56 & Ay, ¥ =V1497 1a figurativa & un ramo di iperbole eqnilafera.

b) La tangente alla figurativa, nel punto |7, # = fiz,y, 7)),
ha per equazione

u=flz, y, ¥)+(y — ﬁ)fv’{T! Y, yr):

e la differenza fra la u della figurativa e la » di questa
tangente ¢ data da

J& ) — 1@y, §)— (@ —§) ke, v, 7)) =6(x, y; 7, 9),

Ja quale da, cosi, il significato geometrico della funzione &.
Di qui seende che, se in (2, y) & sempre & =0, la figurativa
corrispondente non scende mai al disotto della sna tangente;
€ viceversa.

137. - Comportamento di &(x, y; v, ¥, per i —oc, —
Teorema di E. E. Levyi.

@) Se T ¢ un insieme limitato e chiuso di punti (z, y, y'),

con (z, y) sempre appartenente al campo A; _

se esiste wn numero 2 > 0 tale che, per ogni (z, y, y") di T e
per ogni i soddisfacente alla disuguagliansa |y — y <3, sia

(1) 8@, y; 7, 41 >0,
per qualungue § =7 ;

(') Ctr, Zurmrro, Disserfation, Berling 1894, pag. 67, ¢ J. Hanamarn,
Legons sur le Caloul des Variations, Tome lier, pag. 90,
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scelto ad arbitrio un numero o >0, s¢ ne puo sempre de-
terminare un altro pn > 0, in modo che Siw
Y 4 ] A ’ = f
@ ¥ ¥, 1) >ely —7'|,
per ogni punto (2, y, y) di 1 ed ogni §' soddisfacente alla
disugnaglieanza
|y =9 =0 ().

Consideriamo un punto qualunque (z,, y,, g, )y dicd g,
tracciati in un piano due assi ortogomnali v e 3, immagi-
niamo costruita la figurativa w=flz,, y,, ¥). Detto 3, un
numero positivo, non maggiore di 3 e di 5, siano M,, M, I,
I punti della eurva corrispondenti ai valori 4., y,'+0, e §
di ¥, con ¥ =y, '+5,. Poiche¢ la (1) & verificata per ¢ ==,

Y=y, § =y, la curva resta tutta al disopra della sna tan-
gente in M, (n. 136). Detto S il puito di questa tangente
corrispondente ad ¥y =y, "+o,, ¢ 8 al disotto’ di M, sulla
parallela condotta per M all’asse delle u; e il punto P della
stessa tangente che si trova sulla parallela per 7 all’asse
delle u &, analogamente, al disotto di M. Per 2=—u,,

(") Questo teorema & dovuto a B, B. Levi (Sui eriteri sufiicienti per
il massimo ¢ il minimo nel Caleolo delle Variazioni, Annali di Matematica
Pura e Applicata, 1913). Pero il Levi pone anche la condizione (nell’ enun-
ciato del testo completamente *U}_l]_l.l(_“-ﬁl) che, insicme con la (1), valga
anche la fyyae, y, #) > O :

T
o
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p.

Y==Y., ¥ =9, +09, & ancora soddisfatta la (1), e la tigu-
rativa resta percio al disopra anche della sna tangente in M.

Il punto R d’ineontro i questa tangente con la tan-
gente condotta per M , ftrovasi necessariamente compreso
fra M, e 8, perch® questi due punti sono uno al disopra e
I’altro al disofto della tangente in M. Il punto P resta, percio,
al disotto della tangente in M, la quale incontreri la pa-
rallela per M all’asse delle » in un punto @ che sard COMPreso
nel segmento P Ora ‘ﬂ:hmmn che I’ espressione

8w, Y3 W)y W) =Twyy Yy J)—

—[fie, ¥, 9+ -y 0@, v, 90
differenza fra I’ordinata della fignrativa per y' =" e quella,
pure per y — i, della tangente in M,, & data dal se-
gmento P ed &, percid, maggiore o uguale a PQ:

S, Y5 Yy §) = PO
Dai triangoli simili RQP e RMS, si ha lmmedlatamente in-

dicando eon ¥ la y corrispondente ad R,

PR s W ) e

NM i 'yl’ +'§L_'§" . (yL’ +5; = :“T} b ('.!T_'yi') i 2]

1

e percio

&,y Y3 i'hs J) . SM __ 8@ Y5 Y59 +5)

1 —Jl Fay gy

I ultimo rapporto seritto, avendo il denominatore costante
e il numeratore funzione continna e positiva di (@, v,, ¥,'),
ha, nel campo limitato e chiuso 7, un minimo p,, maggiore
di zero, ed & percid, in tutto T' e per ogni § =y -+ 3,

i“{-’l’:__?}; .'u_’v i) > i, .
¥y —y ;
Nello stesso modo si dimostra che, per ogni j =4y — g,
e in tutto 7, &z, y; ¢, §’) resta maggiore di y — § molfi-
plicato per un coefficiente costante, maggiore di zero, il
che completa la dimostrazione della proposizione enunciata.

Toxrun - Vol, L. 5]
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b) La proposizione ora stabilile vale anche se, alla condizione in
essa posta per la &, si sostituisce quest’ alira:
sia, in ogni punto (v, y, y') di T e per ogni §'==y',

&iwy s 4y ¥) >0,

ed egista un &> 0 tale che, per ogni (x, y, ¥) di T, ed ogni § soddisfa-
cente alle disugnaglianza |y — §'| =2, si abbia, qualungue sia j',

&ty y; 7, 7)) =0.

Cio risulta, sens’altro, dalla dimostrazione gid esposta.

Possinmo aggiungere di pifn, vale a dire, chie la condizione per la

validiti del tcorema stabilito pud enuneciarsi, econ maggior generalita,
nella segnente forma: ; :
sia, in ogni punto (x, 3, ¥) di 1 e per ogni §'5=y/,
&ty i ¥y 7)) >0,

ed esistano due numeri positivi 8, A, con 0<& <A, tali che, per ciascun
punte (zy, ¥, w) di T, si possano trovare due valori 7' ¢ g, soddisfo-
centi alle diswguaglianze

Yo = =y + A,

Yy'=== -iﬁ'."—?i'{ Y —2
per i quali si abbia, qialungue sic 7,
8iwyy Yus By 1) 20, 8leyy yuz Jis §1=0.

Si sostituises, nella dimostrazione gid data, al punto M di ascissa
¥/ +a;, quello di ascissa 7. Si otterrid, per ogni 7' 2= 4,

&gy Yai Yy )

) N 2!
Sl y i3 Wy 1Y
7 —u

'~

==

Al variare di (@, yi, ¥ in 1, ¥3/'—u! resta, per le ipotesi fatte,
sempre < A; Despressione &(xy, y: 9y 7)) resta poi sempre maggiore
o ngnale al niinimo p' di &(wy, yi: yi's §) per.ogni punto (xy, ¥, y) 4T
@ per ogni ' soddistacente alla doppia disnguaglianza y,'+8 < § <<y + 4,
minimo che, per la continuith delln & e per esscre, per i valori defti,
gempre & >0, & certamente maggiore di zero. T dungue, in tutto 7' e
per ogni §' =i\, : B

5;‘"33_1_».'_':‘}‘{: v, .i:ff':'. J

¥ —u A

E siccome questa disnguaglinnza risuita soddisfatts anche per ogni (ag,
Yi, ¥i) di T ¢ perogni ' tale chesin y,'+o<§ <y/+ A (3¢ & o< Al

L ;
posto j1; = i\-, abbiamo
Sy, Yo Yy 7 >y — w)

per ogni (xy, ¥y, y)in T e ogni §f =9, - <
Analogamente si prova il teorema per i valori di = u' —ua.
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138. - Generalizzazione della proposizione del n.° precedente,
@) Se T ¢ un insieme limitato ¢ chiuso di punti (%, v, ¥),
Ccon (T, Y) sempre appartenente al campo A ;

se esiste wun numero & > 0 tale che, per ogui (@, o, ¥) di T
ed ognit i’ soddisfacente alla disuguaglianza = | <8, sia

_ 8z, y; ¥y ) >0,
per qualungue i 3= 73’ ;

seelto ad arbitrio un numero s = 0, s¢ ne POSSOIO  SeMpre
determinare altri due, v e K, pure maggiori di zero, in modo
che, s¢ (%, y, ') ¢ un punto quelungue di T ¢ g ¢ un nwmere
qualsiasi soddisfacente alla disugnaglianza

L =S,y )| =y,
st abbia

Sz, y, ) = ) 9y —y) > pnlyg — v,
per tutti gli i soddisfacenti alla

Y — 7| =06 ().

Osserviamo che, facendo in questa proposizione v =0, si
ha quella data in «) al n. preced..

Riprendiamo la figura fatta per il caso particolare citato,
¢ deferminiamo il numero v in modo che, condotta per M, la

71 "‘i/

{15 ¥ oot 7 T - 483 : 3
e fll ¥ E, Pn_a§5.l,|,|, Sw duwe proposisioni @i J. W. Lindeberg ¢ E. E. Levi,
et Ualeolo delle Variazioni. Nota 11, loe, eit, :
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retta «, di coefliciente angolare f, (%, y,, ¥,) + v, essa incontri
la parallela per M all’asse delle « in un punto §,, compreso
fra S e M, e distinto da tali punti. Ii evidente che possiamo
prendere v abbastauza pieeolo in modo che ¢id avvenga per
qualungue punto (x,, »,,4,') di 1. La retta a incontra la paral-
lela per 07 all’asse delle w in un punto P, che vesta al disotto
di M.

Ora, se ¢ soddisfa alla ¢ — fiAz,, y,, ¥,) < v, I’ espressione

Ay Yo )= ¥ 9) — oY — 9
per i =y '+ o, & maggiore o uguale a
ﬂmi y Wiy ﬁ,) e 02 s 'ynf) g (?T e yi’.}[.fy/(xi y Wiy yi’} ~+-vl! T

differenza fra I’ ordinata della figurativa e quella della retia a,
per y = 7, e questa differenza &, a sna volta, maggiore di P, Q.
Avendosi poi
. £OQ_¥—y/

SlM ) a3, !
si ha

_f'(g:” ?ﬁ._’_ ?T} '_f(-}-'q_! Wiy 3’.:{)'_ q(ﬁ'__ffi_{_} =

et A
L‘-‘-ﬂq:‘ 1 Y _'3)'{’ 'l-__?*) ——_T‘{:l’f{ s Yy yif).'_ Ty :‘.fy"{fvi r Yo ?/1’)4_‘" i
&3

Al vaviave di (v, y,, y,) nel campo limitato e chinso 7',
I'ultima frazione seritta, che & sempre >>0 (perché S M &
sempre positivo) ha un minimo p,, necessariamente muggiore-
di zero, e st ha percio, in tutto 7' e per ogni §' =y, 49,

'ﬁ:ﬂ?” Yy f}’) --—-‘f(.’?}“ Yy yi’f} Sriy 9“}‘ 2 ?fs’} = p,i.’f}" == ?".1’)}

quando sia ¢ = f,dx,, ¥, ¥,") 4+ V.

Analogamente si procede per i valori J <y,’—a, e poicht:
per essi si ottiene la limitazione ¢ = fix,, v, ¥,)— v, la
nostra proposizione & dimostrata.

b) La condizione relativa alla &z, 4; 9, §) si pud sosti-
tuire con quelle del n.° 137, D).

¢) Sia G un insieme limitato e chiuso di punti (v, y) det
campo A, e T wun insieme limitato di punti (w, y, y'), tale che
(x, y) appartenga ¢ G.

Gl integrall in forma ordinaria P

Se ad ogni pundo (x, y, ¥) di T ecorrvisponde wn nuwmero

positivo plw, y, ¥'), in modo eche, per tutte le terme (X, ¥, ¥')

7"

soddisfacenti alle disuguaglionze

o

(# =)=l ~pi=<eh, |9~y

e Z,
coi (¥, i) appartenente al campo A, ¢ gualungue sia i, si abbia
(1) &(&, 75 7, §)=0;

se esistono due numeri positivi A e 9, tali che sia sempre, in
tutio T,

(2) gle, 9, ¥) =4,
{

(3) w5y, ¥ Eelw, y, ¥)=9;

¢ wn punto qualsiasi di T, se (¥, y) un punto di A soddisfa-
cente alle disuguaglianse

a b1 * N e B » ’
st puo determipare wn nwmero 5 >0 in modo che, se (x, y, ¥')
&

{(4) : | — 55, |-.;]—y ’-1'.'.5,

¢ se q e Jf soddisfano alle

5 - - ?
(*” |q —‘.ﬂ;’{ﬂ': Yy Y = th’
(6) E I."_)""_?)"‘:}j:
st ablia !
(7 G, 7)1, 9) — 4§ —y) = JL P

Osserviamo, innanzi tutto, che s(w, ¥, ¥') ammette in 7'
un limite inferiore maggiore di zero. Iid infatti, dalla (3),
che possiamo serivere nella forma

Nz, 9, y'=0) — fle, u, Y) ol iz, 4, ¥) = @,
ricaviamo, indicando con H il limite superiore del modulo
della derivata parziale 7, nell’ insieme 7|

ol 4-pH =,

P

e
o
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Dalla (3), dalla eontinuita della funzione &z, y; v/, ¥)
rispetto al complesso delle quattro variabili da eui dipende,
¢ da quella di f(x, ¥, ¥'), deduciamo 1’ esistenza di un numero
1)0«,11;1»0 tale che, per ogni punto (w, y, ¥') di 7'e per ogni (7. 7)
appartenente ad A e soddisfacente alle (4), sia

: 1
{8) . bw: U3 ‘f'.' J}+P(’E, Y, ?;)):){)1'?

(9) | fAZ, 3, ¥ )_fv Az, Y, JH_S.\

i i ; S ey e :
Possiamo, evidentemente, supporre &— o Pe modo
che si avred sempre o(w, ¥, y') > 25.

Considerato un punto qualungue (i, o, ¥) di T ed un
qualsiasi punto (z, §) di 4, soddisfacente alle (4), immagi-
niamo costruita la figurativa della funzione £ relativa a
(%, ). Per i punti M e M, della fignrativa, corrispondenti

/4

9 g’ Ygis v F

alle ascisse ¥ e o +ox, y, ¥), conduciamo le tangenti
alla curva, la quale, in virth di (1), vesta tutta al disopra di
tali tangenti o su di esse. La (8) assieura poi che il punto M,
non si trova sulla tangente eondotta per M, ;

Sia M un punto della figurativa i ascissa 7=y A
(= ¥ +¢g), e indichiamo con ¢ il punto comune alla tangente
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condotta per M, e alla parallela per M all’asse delle u, e con S
quello comune alla tangente condotta per M e alla parallela
per M, all’asse delle w. Condnciamo per M la retta ¢ passante
per il punto medio 8" di SM,, e indichiamo con P’ il punto
in eni essa incontra la parallela per W all’ asse delle u. 11 coeffi-
ciente angolare v di questa retta & uguale a quello della

Jgﬁ Y 5 .
tangente condotta per M anmentato del rapporto o 0 ciod
e gt ol el
T =JZ 7, ¥) + 2 oy o )"
Ma & ;
SM, =6, §; ¥y ¥+, v, )
e vale la (8); dunque, tenuta presente la (2),
. o = ’ fp
~ = it S T T e
r = JyAZ, 7y o e =l 9, ¥) A m
Ora, se ¢ soddisfa alla (5), &, in virin della (9),
4= 1z, ¥, yJ+4A_r
e, per ogni 4 =9 -1-A, si ha
f(/jﬂ 7, ;‘7’) _ﬁi! i, !f’) S {Y(‘y"_” ?)") =
%f(i:s iy 7?‘) “"f(i"! ¥y ?fr} _Y':?T = y’) P'M= )’Qv

e per essere

LS S i
A\M E’J A
S'M, — ]'v‘}lr»

S DR T e

si ha anche la (7).
Facendo un ragionamento analogo per J <y — A la
proposizione enunciata risulta pienamente provata.
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t . § 2. L INrRGRALE T4,
“ # 139. - 1. iﬂtt‘gl'ﬂ.lﬂ IC i

«) Data una carva ¢ ordinaria (n° 134):

: Yy =yl), (« b),
esiste I'integrale
R :

VIEES [.ﬂm, yi@), y'(@)) du,

@

che verrd indicato semplicemente con

rj. fdx

ed anche con I.. Questo integrale risulta, evidentemente, una
Sunzione della cwrva ordinaria C.

Se consideriamo, ad esempio, le funzioni

F=atyife= o 4 = -_J,f"?" F=uy ‘\i 2 y"":

» ..,_:.._,_.;_.._,’..'...\_.,..-.___ e = e g P e g e e

nel eampo .1 coincidente con tutto il piane (@ ¥), vgni curva € {n.” 131 &
< unn curva ordinacia (Y e gli integrali . : :

' _ : j_; dx f\l - d‘r L[J;\,I 1—1;"(1.1'

£ il

i eni Sg,‘mﬁcah geometrici sono hen noti, sono altrettante funzioni della
curva C.

L integrale I, dicesi integrale in forma ordinaria.
h) Diremo che I’integrale I, &:

Sy regolare, se, in ogni punto (z, y) del campo A4 e per
ogni y', la derivata parziale f,,, & sempre maggiore di zero
(regolare positivo), oppure sempre minorve di 7610 (-rego?a.ré

- negativo): '

(Y} Cid in virth dei n.d 65 e 53, ¢
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— quasi-regolare, se, per tutte le stesse terne (x, ¥, ¥, @
sempre f,, =0 (quasi-regolare positivo), oppure sempre
Lirarsd < 0 (quasi-regolare negativo);

— quasi-regolare normale, se, essendo Ig q_ua,sz regolare,
in ciaseun punto (x, y) del eampo A i valori di y che annul-
lano la f,,,, non rviempiono mai aleun intervallo;

— quasi-regolare seminormale, se, essendo I quasi-rego-
lare, in nessun punto (v, ) del eampo A & fy/x, y, ¥) =0
per tutti gli %'

Espmpr — Sono, evidentemente, integrali regolari

j\fi+ -y’ﬁ(?x-, ‘-‘-;-[-.u, ) \,-f l —1 y"EJJ:,

i i

se & sempre, in A, 3>>0 oppure <0, Se in 4 & sempre 5 =0, il se-
condo integrale & quasi-regolare, ma non & né normale né seminormale;
ae 1101 la ¢ potesse cambiar segno in 4, tale integrale non surebbe nep-
pure quasi- u,gohue.

Se & f—y", Dintegrale Te & quasi- regolare nnrnmle Q'u: in ogni
punto (x, y) @ A, la f fosse nulla per y' <=0 e uguale a 't oper ¥ >0,
Pintegrale T sarebbe quasi-regolare seminormale.

Per gli integrali regolari positivi o quasi-regolari positivi,
la fignrativa della funzione f volge sempre la sua concavita
verso la direzione positiva dell’asse delle wu.

Per gli integrali reo'olml o quasi-regolari normali, Ia fign-
rativa ha in comune con una sua tangente qualunque un
golo punfto.

140. - Semicontinuith e continuiti.

a) Diremo che I'integrale Io & nuna Jungione semicon-
tinua inferiormente (superiormente), -mh‘(r, curva O, ordinaria,
se, preso ad arbitrio un numero's > 0, & sempre possibile di
thTmmnmmo nn altro ¢ >0, in modo che la disnguaglianza

it ¢ Io>dp, —e (< g, -+E}

sia verificata per tufte le curve € ordinarie che apparten-
gono propriamente all’intorno (¢) della (830

Se I, gode della semicontinuitd inferiore (superiore) su
ogni eurva € ordinaria, diremo semplicemente che fale in-
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tegrale ¢ wne fungione semicontinua inferiormente (superior-
mente).

E, evidentemente, una funzione semicontinua iuferiormente 1'ingegrale

JT(r — ".\'{I—F?él‘i;ﬂ.
¢

b) Qualora, data la €, e preso ad arbitrio = > 0, si
bossa sempre trovare » > 0, in modo da aversi

| do=T¢, | <k,

per tutte le curve (' ordinarie, appartenenti propriamente

~all’ intorno (o) della C,, diremo che integrale I ¢ una fun-

ztone continua sulle C,. Iy & poi Junzione continua, senz’ altro,
se & continuna su ogni curva ¢ ordinaria.

Iyd.}r, J,yﬂfh:,

4] (54

1i integrali

80M0 esempi di funzioni continue.

141. - Teoremi di eonvergenza.
a) Se una suceessione

e A0

g orees gy

di insiemi | C, | di curve C ordinarie, converge wuniformemente

verso una curve ordinaria O, ;

s¢ tutte le curve O, ¢ la C, sono tali che le Junziont

Yal2) € y,(2), ad esse corrispondenti, abbiano la derivata, consi-

derata solo 1 dove esiste, sempre, in valore assoluto, inferiore
ad un numero fisso D .
se, inoltre, la swccessione | L, |, | Ly |y ongi Lty e, degli §
insiemi delle lunghesze L, delle Cy, converge verso la lun-'
ghesza L, della C,; :
allorva la successione

.]I(’l f; ;1(‘2 I,"",:I{,

"
oy eeeey

- . 3 . . - - >
degli insiemi degli ndegrali Io,, converge verso Io,. ]
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Da quanto si & dimostrato al n.” 28, segue che la sue-
cessione degli insiemi | y,'(z) ', delle devivate y,/'(2), converge
approssimativamente verso la y,/(z). Preso dungue un 7 2= 0,
possiamo determinare un intero positivo @, in modo qlle: per
ogni n > it, lo psendointervallo F,, dei punti comuni ai Jne
intervalli (ttyy by) € (@,, b)) (in cni sono definite la '?f,ifﬂ?) (&
ln y,(2), vispettivamente) e nei quali & verifieata la disugua-
glianza
: Yn (X) — Yo (@) | =0,
sia di misura maggiore di (b, — @) — % e di (b, —«,) — 7.

Ne, preso ad arbitrio un s > 0, sc¢egliamo v in modo che
sia 1 <Z ¢ ¢ che, soddisfatte le disnguaglianze

Iy'—'ﬂ|£7}3 iy’_ﬁ‘:<"ﬁ7
sia . ;
|f(:3‘:, Y, ¥) — S 4, ) | <&

per ogni % di (a,, b)), per y=y,(v) e |y | <D, von (£, 3]'_}
punto del eampo A, abbiamo che, per ogni n maggiore di
an eerto n, > n, €

S Yoy ) ‘f{q’f Y. ) du i < ¢ ‘tl:t: =< E(I_Jﬂ — Q).

b Fn Ly

\ : ; - a
Nelllinsieme ., = (a,;, b;) — E,; ein ¥, =(a,, FJ?,_}fEIQ-,, :
trascurando i punti in eui le y (@), ¥, (®) non esistono finite,
si ha poi, rispettivamente, per n > n,,

LAy Yoy YD) =My | fi% Yoy Y ! My

dove con M abbiamo indieato il massimo modulo della tun-
zione f, nei punti del eampo A, appartenenti all’intorno ()
della enrva O, ¢ per ogni ¥ tale che |y | < D.
B, pereio,
; \ :
e, a5y Y, )dx | =~ M.dm{_ My << Me,

L2
%, 10y Eyl9)

i |
J.I'.('*-'ﬂ Wiy ¥ st’}d?—!'-: ‘ { 315}

o
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onde, ‘sempre per n >,
| 1o, — I, | << &(b, — @, 4- 2M), .
e ¢io dimostra la proposizione enunciata.

. OssBrvAZioNE I — Dalla dimostrazione esposta, risulta
senz altro che, se indichiamo con € [z] e Culz) gli archi delle
curve O e O’” corrispondenti, rispettivamente, agli intervalli
(@, z) e (0, ) (1), la suceessione do ali insiemi Hoye | converge
verso T ., wniformemente per tutti eli & i (a,, b,)

Osservazioyr 11 — Il feorema qui :hmmt.mto ¢ indi-
pendeute dall esistenza delle derivate parziali della funzione
S, v, ) ammesse al n.° 133.

b) Se una successione

(1) FeNESIN G A A

di insiemi | C, 1 di curve O ordinarie, converge uniformemente
verso una curva orvdinaria C,, in modo che la successione | L,
V iy Ly 1 D L yunsy degli insiemi delle lunghezze L, delle €, con-
verga verso la lunghezza L, della O ;

se, inoltre, esistono tre nwmeri positivi ¢, A, A, tali che,

in tutti @ punti del campo A appartenenti  all intorno (g)
della C,, sin :

(2) S,y y) <A+ Ay

allova la successione

| Io.l, g gty | dgdie.
converge verso I, (%)
Niano
Y = Ya(®), (@aig, D)y
@;_yn x), (a,, b,),

le equazioni delle enrve O,1 e (', rispettivamente,

Scelto ad arbitrio un numero positivo possiamo, in

!
virtit del n.° 66, determinare un 2 >0 e un intero positivo i,

() Se fosse a > b,, i intenderd che €[«] eoineida con O ; e 8o
< ey, che Ouf2] si riduea al primo estremo della il :
() L. Towurvy, Suecessioni di curve e devivasione per serie, loc. eit..

Gli integrali in forma ordinaric 365

in modo che, in ogni psendointervallo E di (a,, b, di mi-
sura << 8, e per ogni n = i, sla

(3) ‘ ¥ (@) dy = e.

Osserviamo che il 3 possiamo sempre supporlo < ¢ e tale
(n° 52, ¢)) da rendere soddisfatta anche la disugnaglianza

(4) J’ Y, (@) | de e,
. jod

per ogni pwl‘.tlomterv‘lllu di (a,, by), di misura < &. Inoltre,
possiamo supporre che il numero n sia tale cht,; per ogni
n > i, tutte le €, appartengano pmpimmente all’intorno (z
della curva C,. . et
Dopo ¢id, seegliamo un intero positive r, in ]“0;0 ¢
lo pseudointervallo ¥, dei punti di («,, &) nei quali la y, ()
esiste ed & in modulo inferiore o nguale a , abbia una mi-

? = 3 B -
sura maggiore di (b, — a,) ——‘—J,. La possibilitd della scelta di

questo numero r & assicurata dalla propf}sizione del n'." .43, f?)
Infine, poiché, per le condizioni velative alla con\-tﬂ‘_-.lgel.:ma
della (1), il teorema del n.” 28 assicura la convFrgenza g}ﬂ)}os—
simativa dell’ insieme |9, (2)! alla #,/(x), possiamo, prelissato
a piacere nn x> 0, determinare un intero n,, che .feua1 /En
e tale che, per ogni n > n,, I'insieme L , dei punti di K,
nei quali la #,/(z) esiste linita e sotldisfa r.1]I{_1

(3) : ?fﬂr(m) P ?ftb‘(:v} | = N

abbia una misara mnﬂ'frim'e di (h,—a,)—2 e di U};— «-,,}——zi.
: L = — Ky 1es
B ] PR J B 0 — {“"n, b“'} 3‘, o (]1
Mastoiclon e isura minore di 5 <7 =
due insiemi risultane avere ambedue misura 2

Consideriamo la differenza fra I¢, e I,. Abbiamo

i If‘n P It's:i < “| J‘.{::Bf ?J‘??! ?’(”"] _fl‘u' ?”(', y"’} I (hﬁ _|

Eyin

+j T, Yoy v ! de -*'Jl.f'{-v, Yoy Yo) | da.

By nlitd Eyry ')
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: :

< t_Eenf.mdo conto della (2), e applicando agli insiemi . 7" e
nu'y vispettivamente, le (3) e (4), abbiamo, per ogni n >n,

| sqreagecks ) F ;
Tg, =T, | f-(ufl.?‘(_:lrg Yos Yn') — 1%, Yo, Yo' | dz -2 -9\ <.
Eryn

ﬁlccqnf? la flz, y, ') & uniformemente continua, per ogni

punt.q deﬂ Intorno () della ¢, e per ogni %" in modalo non

superiore a 2r, possiamo determinare la 7 In modo che sia

sempre ‘
|7 9y 4) — flm, 5, §)| <,

tutte le volte che ¢ [y — | < Uy | Y — ¥ <%, con 2 scelto
comungue in (a,, b)), y =9, e ' <. Perla convergenza
1.1111f0rme di 10,1 alla ',y possiamo determinare un inferz)
n, _‘> ny tal.e che, per ogni n > Ny, sia |y, (@) —g(z) | <% in
tnkti 1 punti comuni a («,, b)) e (), 0,,). Tenendo .:Ll'mra-—conto
della (5), per ogni n >mn, si ha, in £ : ,

T, na

| IJ'(B - W= f il 2 A

e quindi, @ Yoy Yn) — @, 9,0 9,) | <€,
f I(_r,. TEEE If_‘-” | == 8(?)” —_ a,ﬂ) 25T 2(}. 4+ A)e.

Siccom arbitrari 202 ¢
; S e e ¢ ar [Jll.lilﬂ.l'lo & (b, —ay) 4200 A) & un numero
hisso, resta dimostrato quanto si voleva.

¢} Nel Isenrm.u:l preeedente, alla disuguaglinnza (2) si pud sostitnire

1a
2 L& o )] <A+ Aglm, y, ),

dove gia ') indi : Al i i
gi®, ¥, y') indiea una funzione finita o contintia, in tutto il eampo A

‘€ per ogni ¥, integrabile“su tutte le O, e sulla (- i
b illa %, e smidmfnqen!to alla

; |
(6) J gz, y, ?J'}‘Iv"f!! '—*J‘ﬁ(ﬂf, iy Y,
'y i |

Per n—co,
.Per n,c*:'e.rl:arsi di eid, basta sostifnire, nella dimostrazione data in b)
le disugnaglianze (3) e (4) rispettivamente eon ;

) Uﬂ(f-» yala), y N de | <,
|
B

4 }Jgf:c, Yol®)y 9,(2)) dex f <z,
¢ ;
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E perd necessario moatrare che la (3) vale effettivamente per ogni
peeudointervalle B di (a., by), (i misura minore di un certo 3, e per
ogni yu{x), con n maggiore di un certo . Osserviamo, per questo, che

dalla (2') risulta g—i—% >0, in tutti i punti di 4 dell’intorno (p) della G

e che, per la (6), preso un o >0, esiste un w' tale che, 8¢ & n > n', & pure
A ! A !
{T) L g+ (iw—j‘g-hx da' < s.
On 2,

Detto Fg lo prendointervallo dei punti di (a,, by in eni la y/(z) esiste o
soddisfa alla | y,/(@) << R, sia R sufficientemente grande affinehé si abbia

A 0 :
(8) J‘(ﬂ‘ sk~ K) dax — J‘(g(x‘ Yoy Uo) z_) B o

y En
Indichiamo con Ern lo pseudointervallo, dei punti di Fg, in cuila y./(«)
esiste e soddisfa alla [ y.'(x) | << 2E. Per la convergenza approssimativa
dell’ingieme | w,/(&) | alla y/(x), 81 pnd determinare nn »” > @) in modo
che, s8¢ & n > n', ria

(o : Ul Glgy Yo, Yo't — glm, Yo, YV ide | <L 3,
ER,'H
L=} i
. i n= A
(10) gly Yoy Yo) 4 A dr < 3,
.ER—ER, n
Dalle (7) e (9) segue, ponendo Hp«"' = (a,. ba) — Ep,n e Hpa'¥ =

= (tqy Bo)— Hg,n,

| = e !
\J‘(g(-r. Yny Yo'l +;{-) dx — j(.r;('r-, Yoy Yo) +-;§) dr <2,

Epa™ N CeERm

e, tenendo conto dullc (8 ¢ (10,

: ! A
(11) j(g{m, Yoy WYnl) X) e < 45,
.ER,\'I('” .

Se ora E & uno peewddintervallo qualunque i (., by), di mi-

3 - 3 -
TF’ dove M indiea il mussime della fungione

gl y, ) —|-i\ nell'intorno (z) della €, e¢ per ogni y' tale che o'| < 2R,

BUTA <& eon 3<
indieata con F' la parte di F econtenuta in Ega™', & per n > a',

2
[(m’m. Yoy Ya) -+ A-) d =j- o f,
bt B

g

.
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e, per la (11),

I

<41t 0o

53,

oA

- Fi
¢ se @ anche <~
A

j-f;l’::-', Miy Yniedo < 53,
) s

la quale disuguaglianza dimostra la (3'), perehé o & arbitrario.
OssprvazioNs — Le osservazioni fatte in: @) valgono interamente
anche per guanto i & dimostrato in b) ¢ el

Carmroro X.

CONDIZIONI NECHESSARIE PER LA SEMICONTINUITA.

§ 1. LA SEMICONTINUITA IN TUTTO JL CAMPO.

142. - Condizione unica.

Avvertiamo anche qui, come gid al n.° 84 per gli infe-
grali in forma parametrica, che daremo sempre soltanto le
condiziouni relative alla semicontinuita inferiore, quelle rela-
tive alla semicontinnitd superiore ottenendosi dalle prime
col semplice cambiamento di senso delle disugnaglianze che
in esse fignrano. 4

Procedendo con lo stesso metodo segunito al n.® 84, si
giunge alla proposizione:

Condizione necessaria affinché I integrale Iy sia una fun-
zione semicontinue inferiormente, ¢ che si abbia

.fy’y"(m! Y, y'J = ”1

per ogni Y, in tutti ¢ punti (%, y) interni al campo A ¢ in
quelli di accumulazione di tali punti (1),

143. - Condizione per la continuiti.

Dalla precedente condizione, segue subito che:

Condizione necessaria affinche Ie sia una funzione con-
tinua, & che la funzione flz, y, y') abbia la fornu

Pz, y) + vy Qz, 1),

(') L. Towurry, La semicontinuita nel Caleolo delle Variazioni, loe,
cit., 1n." 55,

TosxsrLnl = Vol, I 29



e e N CEEE

370 Capitolo decimo

i tudtd @ opunti interni al cempo A e in tutti quelli di ac-
cumulazione di tali punti.

§ 2. LA SEMICONTINUITA SU UNA DATA OURVA i)

144. - Prima eondizione necessaria.
@) Ripetendo i ragionamenti del n.’ 88, si dimostra che:
Condizione necessaria a finché su wuna date curva ordi-
naria C,, di classe 1, completamente interna al campo A,
Pintegrale Io sia una funzione semicontinua nferiormente, &

che si abbia, in ogni punto della P48 z

Sy y,(@), y,' (%) = 0,

essendo 9y (x) la funzione che definisce la cwrva Gy
by Si pud, inoltre, dimostrare, analogamente a quanto
si & fatto al n.° 90, che:

Condizione necessaria affinche su wna data curva ordi-
naria C,, completamente interna al eam po A, I integrale 1, sia
une funzione semicontinuea inferiormente, ¢ che visulti di misura
nulla lo pseudointervallo dei valori di @, dell intervallo (a,, b,)
in cui é definita la €, nei guali esiste Jinita la vy, '(x) ed @

.f:i”rf-’(:l:s Yl ?)'n’(%}) = 0.

Supponiamo, infatti, che Ila misnra dello ‘psendointervallo
dei punti dell’ asse delle g nei quali esiste finita la derivata Y. (a)

ed & ;

Sy y (), Y, () < 0,

non sia nulla. Indieatala con 2, possiamo trovare un 7 - ()
¢ un insieme chiuso K di questi punti, di misnra > p e

tale che, in esso, sia sempre Jwd®s y,(), y,'(2)] R G

&l

il modulo di y,(®) ammetta un limite superiore finito, che
fappresenteremo con M (%),

Per la continnita della funzione Jol@, ¥, ¥), possiamo
determinare un numero pésitivo 5 in modo che, se & & un

() L. ToNsrLy, Ta seicontiniiic Geey N 55-3T,
(*) Vo L mota (%) della pag. 252 ¢ la proposizione del n,° 43, dy.

Condizioni necessarie per la semicontinuila 3T

punto qualuuque di /4 ed (z, ) & un punto di 4, soddisfatte
le disnguaglianze
2= <25 |ly—9@|<2 |¥—u'@]|=25,
sia :
Sy, Yy ) =< — .

Scelto poi ad arbifrio un altro numero positivo =, possiamo

et

o % cost che:
1°) se & & un qualsiasi punto dell’ intervallo (e, By),

¢ (@, y) ¢ un punto di A, e sono soddisfatte la disugna-

lianze |y — yy(@) <o, |9 —§"| <9, |y | < M3, sia

determinare un o, maggiore di zero e minorve di

| A2, y,(2), ) — S, 9, ¥)| <5

2°) sia anche, in ogni insieme & di (a,, b,), di misura
m(cl) <o, (n.° 52, ¢))

U.flw, Yola) ()] dee | << e
& :

3% sia g-N << ¢, dove N indica il massimo modulo
della funzione f nel eampo:

=2 =b;, |y —yw)| <3 |y | = M4-8;

4% la funzione y,(x) abbia, in ogni intervallo di (a,, b,)
5 | R T AT
di ampiezza non superiore a 9, un’ oscillazione = 5

9

Cio -I)I'CII]HSSD, dividiamo 1'intervallo (e, b,) in u parti
uguali e econgiungiamo fra loro, con segmenti rettilined, i
consecutivi punti di €, ehe si projettano ertogonalmen te sul- -
asse della @ nei punti di divisione oltenuti. Avremo cosi una
poliganale L, inseritta in €, la eni eqnazione potid seri-
versi 4y =,(x), (a, b). Per n—-os, la Y, (2) _1-911110 uniforme-
mente alla ¥,(@), in tutto {a,, b), e la lunghezza délla poli-
gonale I, tende alla lunghezza della enrva ¢,. Possiamo
dunque (n.° 28) determinare un intero i in modo che, per
0Nl N =i S -

#) sia, per tubti gli # di («,, b,),

O

?)';:(-’U) ey _"l',l'”l:;l.') ! < g,

¢ la 11, rvisulti completamente interna al campo A ;
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B) si abbia, in tutto (a,, b,) ad eccezione, al pitl, di uno
psendointervallo di misura minore di g,

| Yo' (2) — 3‘,’,.]'(:13) | < ol
v) Pinsieme E, dei punti di F in eui o
| 9:/() — y,/(@) | < o

sia uno pseudointervallo -:11 misura maggiore di .

Sia n>n e Jmhehmmo con K, un insieme chinso qual-
siasi, contenuto in 77,, di misura maggiore di p e tale da
hon contenere le proiezioni ortogonali, sull’ asse delle x, dei
vertici di TI,,. Se # & un punto qualnngue di 7,, possiamo
delerminare il massimo intervallo di (@,, b)) contenente =z

-

avente gli estremi distanti da questo punto al pitt di

Ly Q

e tutto confenuto nella proiezione sull’asse delle z del lato
di II, a eui appartiene il punto (Z, ¥Ya(Z)). Fra gli inter-
valli cosi determinati, possiamo sceglierne (n.° 33) un numero
finito che ricoprano tutto I’insieme %’ , € ridotti gli intervalli
di questo gruppo in modo che essi non si ricoprano scambie-
volmente e soppressi quelli cosi restanti che non contenessero
nessun punto di %,’, avremo un sistema di intervalli

Iﬁ.l 3 ]n,'z y e ?:i,m”;

non sovrapponentisi, ciaseuno i ampiezza <o —

| Sl

5, rico-
prenti interamente F,'. Inoltre, per quanto precede, detto @, ,.
il primo estremo di 7,,, &

Jut&y Uy ) < — v,
per tutte le terne (z, y, ¥) soddisfacenti alle disnguaglianze

|2 — 20r | <3, |y —Yul@an) | <3, |9 — ' nlwnr) | <5 ().

(*) Per essere by, < o <3, & se¢ indichiamo eon 7 un punto di K’ .tp-
partenente all’intervallo Zue, |2y — 7| <o <3 o, per a) ¢ 49,

i 1
| 'yra'(i'-u,\") — 3}.,(%?1,1‘) | == j!f”{»l'-n,r) — w5y 5 6 < E;
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Ora, conformemente a (unanto si ¢ dimostrato al.n." 84,
possiamo asserive che, comunque piceolo si fissi un 1111.:0.1'130
delle parti dei lati di Il,,, corrispondenti agli infervalli 7,
& sempre possibile costruire, per ciascuna di esse parti, una
poligonale p,,, avente gli stessi estremi della parte consi-
derata, appartenente all’intorno fissato, e tale che, esscnd.o
Y = ¥.(%) la sua equazione, si abbia ¥, (2) =y, (¥)*£3 e ri-
sulti soddigfatta la disuguaglianza

-rn,r :f', -
1
(1) S Wss Y dz — Sy Yy Yl < — ¢ li®
r o ﬁ.u.a

T

dove x,, indica il seeondo estremo di 1., intendendo, inoltre,
che le p,, siano tutte completamente interne al eampo A.

Consideriamo, allora, la curva €, formata con tulle le
poligonali p..(r =1, 2,...m,), con le parti dei lati di II'T
necessarie per collegare le p,, alla eurva €, e con le parti
di quest’unltima eurva indispensabili per il completamento
della €, su tutto I'intervallo (a,, b). Indicata con ¥y = ¢,(2)
I"equazione della €,, (Ja quale risulta una eurva ¢ nrelinaria?
e detti 0,1, Onzyeree Opony,, gli intervalli di (a,, b,) nei quali
& @, (z) = 9,(x), abbiamo -

by
e £ —Jﬂ’b's Pnl®), (s [?‘( 2, Y(x), ¥, (2))dr =

S [jf[ﬂT Yiry Ynp)dt — "‘f‘xa Y, ?fn’."fl’x] =

{ny
m’ ]: [j(v o yn':‘d.’l‘, — ":f{;ﬁ’ Yy ) ?f.;..’)dfb:l. (1.')
i, 1 On,r

— i)y | ) — 38— B — (@ | << By

ed ancora, essendo y,/ (@, r)

per ).

() Per semplicith di serittura, indichiamo con ff:fl eJ.frf.c gli inte-
l'n r LOFT 3

grali estesi agli intervalli [y e wnr, rispettivamente,
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jf(ﬂr, Yo,y ?n.r'Jr?xﬁljf{:v, Yoy Y )de =

Iil,‘!‘

{u,r

; :[J’_‘f(_;lz, Yoy Yonsw )il -~—|_)"(:1:, Vs y,,"pd:r]| —+

e, per la (1),

<—;IT‘!'”";'2 ag [J’.j'(:a-', Yiry Yo ) —f_}'i‘m, ;};,,, y, )dx

. La ‘:’-_smpnm delle Innghezze dei segmenti 7
non puo risultare minore
pletamente rvicoperio d;

4—”)"{-@', Yns

e abbiamo pertanto

b,y

; Loy

111.?.’1'

W 7w T
4
_+_ HE

T

dove con ¢,, si indie

1

di IT,,, le quali eonte

Osserviamo che, per la seolta fatta dell’
e f) e per %), in tutti gli intervalli Gy 41 B0
di uno pseudointervallo di misura < g, §

Uﬁm’ iy y"")"""*"_[”-'-*’s Yoy ¥,

o

della misura dell’ insieme E,' (com-'
wli 4,,), misura che & maggiore i gy,

!!“.r

Yo Vel —J_f‘(-.t:, Yos yﬂ’}d’_q::l

fnJ.-'

!Ji,'ﬂ‘

WA e=1LD hay

o

ano quelle proiezioni su (ft,, by), dei L

ngono i segmenti 4,, e oli y,,.

imli_ﬂ_p n (cond. o)
cezione, al pin, .

(3) Sy s Ya') — Sz, y, ?f.-‘-‘) =&l

perché ogni ¢.. contiene
punto e |y, —y ' <
e << MA-0<< M-

fieata in

=

~
]

almeno un punto di E,’, e in tal

3 (per la definizione di 17,) e percio
. la _quale disuguaglianza rvisulta vepi-

: tutto ¢,,, essendo in ciascuno
Yn costante. Se dunque teniamo ¢

dizioni a), 2% e 3%), abbiamo

I "
|

2
n=

Gy r

| ’ o '
1@, s pie V1@, 9, 900 || <o 0, a,1-3)

Ynyr

di questi segmenti,
onto della (3) ¢ delle con-

Condizioni wecesswrie per la semicontinuila H78
e, per la (2),

1 B
lo, — Io, < D nud e (b, — @, -+ 2).

Siecome = ¢ in mnostro arbitrio, possiamo prenderlo in
modo che sia
8(b, — @, 2}’

E<

ne viene, allora,

1
T, — Tg, < — ¢ n#*.

Poiche In €, pud seegliersi in modo da appartenere pro-
priamente ad un intorno prefissato a piacere della €, la
nostra. proposizione ¢ completamente dimostrata.

OsservazioNs. I opportuno vilevare che la eurva iy
qui eostronita, ha gli stessi estremi della ¢,

145. = Estensione delle proposizioni del n.” precedente.

a) L teoremi dimostrati al n.” precedente valgono, sotto
opportune limitazioni, anche se la curva ordinarvia ¢, non @
completamente interna al campo A. Pid precisamente, tlteoreme
dato in «) vale soito la sola condizione ehe la curva ordinaria €,
di classe 1, non abbia wessun arco parsiale tutto costituito di
punti della frontiera del campo A; ¢ quello dato in b)) vale
supponendo soltanto che i punti delle curva ordinarie C, che

_sono sulla frontiera del campo A, si proiettino ortogonalmente

sull’asse delle © in wno pseudointervallo di miswra nulla.

Cid si prova ripetendo le considerazioni svolte al n.° 88 b),
e al n.® 90, b). Con le considerazioni del n.” 90, ¢), ¢ tenendo
presente la proposizione del n.° 141, @), si prova, inoltre, ¢he am-
bedue i teoremi sopra indieati valgono su ogni curva ordi-
naria €/, — supposta di ¢lasse 1, se si fratta del primo teorema —
la qnale soddisfi alla seguente condizione: fissato ad arbitrio
un intorno (g) della ¢, si possa sempre trovare una poligo-
nale appartenente propriamente a questo intorno, completa-
mente interna al eampo A, incontrata in un solo punto al pin
da ogni parallela all’asse delle , avente lunghezza diversa da
quella della @, per meno di g, e tale che i suoi lati abbiano
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coeflicienti angolari inferiori, in modulo, ad un numero fisso

Indipendente da ¢ (1), :
oF y ¥

: b) ‘;Se il campo A soddisfa alla condizione £) del n." 72,

v teoremi del n° precedente valgono indipendentemente dalla

bﬂliliiZ!ﬂ!l@ { ] & I u o 0 iﬁ taria St con E”ftlf;” en te 1”3{ TR

T evidente che basta, dimostrare cio soltanto per il teorema b), perché
d'n questo seende immediatamento il teorema ), se si slr.pponu c]:ul la l(’J
8la dielasse 1, in virtit della continuiti della I';h,r’. | S
infm.'ii:']:l?elf;:? ;ii;‘;li‘;[l;‘;lf"n“ i’lurcgmlc 1 o:,in nna tonzione semiconlin

: punto @ dell’intervallo (a,,
nita .]ﬂ. Co.? gode della propurieti (P}, 86 & inferno ad almeno nn infervalle
p&_.rzm.le di (ay, b)) nel gquale risulti di misuea, nulla lo pseudointervallo
dei punti in eni esiste finita la y'ta) ed & fyry/im, Yalwh y,fa)] < 0. :

2 Se_f_:f, ¥ol®] & un punto della eurva (f,,l'n;m eai[‘f-.‘.lﬂlt)‘t_;[‘.ll:t curyva medo-
slma e inferno }.1[ campo A, osso & anche interno ad un arco della ¢urya
completamente interno al ormpo; ¢ F gode della proprieth (P), in virti
le@.lIu. proposizione b) del n.° precodente. Altrettanto ayviene -Fi(: [ v {j'.:)]
& un punto inferno ad an arco di €y sul guale Ia frontiera del campu, :;.l:hiq
nn!r} un gruppo di punti la eui profezione ortogonale sull’ asse delle cnsli‘-
fuisea o psendointervallo di misura nulla (eio per quanto si & detto pin
ROpTa in a)), g .

Sia ora [#, y,(7)] un punto della €,, appartenente alla frontiers el
c-:_imlm_ A, distinto dagli estremi della eurva, distinto anche dai 1mni.i
( Yo'r)) sopra-indicati, ¢ tale ehe non sia punto comune a pilt enrve
conh.uue, senza, punti multipli, facenti parte della frontiera del eampo
c!le I 6850 esista la tangente alla frontiera o che guesia tangente mn:
risulti paralleln all'asse delle ¥ ¢ vari eon continuith in tutto un areo
della frontiera avente il punto detto come interno, Esiste, evidentemente
: b)) ehe contienc & come Imnte interno ed a c-ui,
ccjn:apundono due archi, uno t della frontiera di 4 ¢ uno di O, che
somgent, non pavallola M S, o T8 dof quali G ormaus

: p asse delle y, che varin con continuith, ¢ non
c_ont-ten‘c punti che appartenganc ad altra curva facente parte dell,n fron-
tlBl':b.f{l A, mentre eontiene tulfi punti del secondo arco che sono snlla
fr:ont.lv.‘m_. Tult_i guesti ultimi punti costituiscono un gruppo chiuso, ¢ qm;-.llti
di essi in cui & verificata In Jutwla, yolm), yy(@)] <0, proiettati ortogo-
nalnierite sull'asse delle @, danno nno ]_Ii-lﬁll{]i-liIl[él“'ﬂul), che indicheremo

con E. Detto ' lo pscudointervallo di tutti i punti @i A in eni vale Ia

stessa disuguaglianza, la parte di £’ distinta dn & appartiene agli inter-

(] La‘ condizione relutivi al coefliciente angolare dei lati della poli-
gomale pud sopprimersi se Iy funzione Sury sotdista alls eondigione per
essit porta nel teorema del n.° 141, b).

by), s eni & defi-

Condizioni necessarie per la semiconlinuila i)
valli proiezioni degli arehi di (), contigni al gruppo chinso ora indiento,
sn ciaseuno dei quali vale la eondizione del teorema b) del n.° precedente,
Dunque, se F fosse di misura nnlla, sarebbe nulla anche la misura
di E' ¢ il panto ¥ godrebbe della proprieta (P). ©
Stpponiamo, se & poseibile, che ria m(F) > 20 > 0, ¢ prendiamo un
numern % > (0 e un componente chinso F; di H, di misura >p, in modo

£

: : _ : 3
che in questo compounente sin sempre fyry(x, y (@), y/(=) < — o Per le

ipotesi faite, I'arco £ & incontrato in un solo puulo al pin da ogni pa-
rallela all'asse delle y, e la- sun equazione y— @) & tale che la F(x) am-
mette, in tutto A derivata finita ¢ continua. X

Nei punti di Fy, & g(@) = y,(x); di pin &, in quasi-tutbo &, , 7@) = y,/ix),
percheé. in quasi-tutto ¥, esiste Ia g, '.).

Cid osservato, indichianmo con E, un componente chiuso di H, di
misara =, nel quale sia sempre ¥,/(x) = j'{e), ¢ determiniamo &3>0 in
modo che, per qualungue punto x, di B, o per qualsiasi ponto (x, y) del
eampo A4, soddisfacente alle disuguaglinnze

R i 281 Ao .’?["1‘2.} | = 35, I .?f TN !?r(mz) | _‘::_-:_ 22,

sia fyrgim, oy )< —7%. Preso poi ad arbiteio un = >0, ¢ determinato,
in corrispondenza (n.” 52, ¢) nn s> 0, tale che, in ogni psendointervallo
di A di misara <<, Pintegrale della flw, wy(2), yiz)) ed anche quello
della i, jla), gie)) siano in valore "assoluto minori di =z, rinchindiamo
il gruppo chiuso: K, in un sistema di intervalli, in- numero finito,
Ay Aty vy Ay DON SOVEAPpONENti® ¢ (i limghezza complessiva < g - mi{ Fy).
Possiumo supporre che questi intervalli abbiano tutti come estremi punti
di F,. Soppressi quei ' che conlengono di E, solo una parte di misura
nulla, resteranno degli intervalli %, iy, .y dey @ avremo per essi:

m
‘ i]jff:, Yol /() dee "'J‘f(x? Yor Yo'hdar| <,
Ay o
m i
= J..ft-r-, Jla), i) de — ‘ Sty iy ) de ‘ <&
|
J:r Cl’;
essendo poi
J.f(x, Yoy Yo'l dx =J.f{r, Iy §') day
E,y Ly
aveemo anche
He m
(1) : “f('-"'a Yoo Yo doe — 2| fla, 7, 1) do | < 22,
1, 1

A Ap

Consideriamo uno qualunque di guesti intervalli L., Per un o >0 e saf-
ficientemente piceolo, una delle doe enrve y = jix) 4w, y=gjl@) —w, in
corrispondenza di 4, & completamente interna al campo. Supponiamo che
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1oy sm' la: prima e supponiamo anche che o sin <& e tale che detti =
¢ B vispeftivamente il primo e il secondo estremo di 4., D il 11“,@'55,“;
32 - . . ! 55
:nn‘ﬂulo 1_1}; Jim) in A, p. Ia misera della parte di E, contenuta in
hisura ehe per guanfo precede & . Tl i if i ]
oy 1 > 0), risultino verifieate le disngna-

i 1 D
7 (z:- - 4;1,-) + o <)+ S,

! i ,
i (ﬁj- B u») o < F(B) 4 %‘i.

({.m_ posto, indichiamo con ! ¢ B’ rispettivamente le ascigse dei punti
a1 1ncontro delln enry: Y =0x +m con le rette passanti per i punti
Ex,-, ;:}q:‘:r}.} € (Bry 7B ed aventi, rispettivamente
1 coefficienti angelari 2D o —ap), T, per le
disngnagliange precedenti, :

1
o < —4_1 120

A R i i

Consideriamo la earva

)

% 2 A

Ia quale coincidd sy {2y

-

¥
’ Y=l (x5 B

’ G o .
batle v oph Homhay, m]x'{:",uﬁ_frl;'IJ:._aT].T”.: ip,%:;:.-,t'nti cn_}f‘l'iu].mllﬂl_‘llii delle
8in _'ql'lm(‘-ienremenh* picenlo [n;.u-hé a: :LbII.lii,_hg;r(jr;r_nim.r s G

(2) | Jﬁi’ﬂ'-, 0y de — [,f(x, iy i) da / = F
. k" m’
¥ ; Ao

Indichiame o DRI insi :
con. B0 Ia parte {imsieme chinso) di B, che appartiene

W e, Bl & Ly 1 .
wy Bt & m( I, }>2-;1¢-. In ogni punte a, i B, @

W) =g =0 <8 ) = e

pertanto, soddisfatie sinno’ le digud i
; Atte chie sinno’ 1g disugnaglianze

| & — X | < 28, [ ¥ — i) | =2 2 Fyre= ¥ler) | == 23
2 s : b t Ly
essendo (x, ) un punto di A, &

.f:"i'_',f"ij Wy < e My

o adn =

v 10 qnalunque gig il punto . di 7y Analoeni
< Aanalogiims

fatto al n.° Tt N e nte a quanto abbiamo

struire, in ogni intorne comungue

Condizioni necessarie per la semicontiniila ATH

piecolo della cnrva y=g(), (%' &), una eurva ordinaria y — 4(x), avente
ghi stessi estremi di quella enrvva, la quale soddisfi alla disugunaglianza

L o1
i i
L

B
Jﬁ__.r, Py e ) — j Sy iy ) dx < -—1—16 N2
ot i

o

vy 8e poniamo (x) = jlx) in (., ') e (3, §), nbbiamo anche

fﬁ.l‘s Pry ) il ‘—‘J"ﬁm:' il @rde << — % e EE

Ar

ey

r

u, per la (2), 3
‘ : = L E
A S, ooy plide — ) S, gy § de < — Bt
o 16 m
Ao 5 i
¢ sieccome m pud prendersi piecolo come si vnole, In enrva y= @ pud

costruirsi in modo da appartenere propriamenfe ad un intorno comunqgue
piceolo della curva y — jix). Eseguita la costruzione indicats, per tutti gli

m 1
intervalli A.. si hay tenéndo conto di (1) e delln Zp,=—m(F,)>n,
1

L e s S A Ve
A flagsey o de — XV FAwy yoy yob o < — 7 e - g
i §

x pis
ed anche

1
< = g MRy

: Fig : : ; - U . et
g gz, che @ in noatro arbitre, lo seeglinmo minore di 3.99"

Osservato ehe gli estremi della enrva

Y =glx)y (Lry Brhy

sone i punti (%, §#)), (B, JiE), ¢ ehe questi punti, appartenendo ad F,,
e quindi a ¥, ¢ a I, appartengono alln €, pessinmo definive una enrva
Y = wlr)y (ay by) ponendogin L., ¢(@) = @) ¢, nei punti di (g, b)) esternd
aghi intervalli A, o) =y (o) '

Abbinmo, allora, elie la nmova enrva & nna enrvva O ordinavia la
quale appartience propriamente ad un intorno comnnque picenlo della ()
(se ghi intervalli i sono stati seelti sufficicnicmente piecolil, ¢ soldista
alla ‘disoguagHanza

ba Ty

; ; 1 ¢
Hey gy 2l — e Yoy W) die << i e
2f’ . Ae
L ®q

il che & cantro ln suppostn semdeontinnith inferiore di Te sulla O, .
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Rerta cosi provato che & m{E)=0 ¢ che anche il panto 7 gode della
proprieti | P).

Dopo cid, dividiamo la carva ¢, in arehi parziali, mediante i punti
che essa ha sulla frontiera di A e nei quali o manea la tangente alla fron-
tiera stessa, o quesia tangente & parallela all’ asee delle 4y e mediante quelli
che sono punti comumi a pii eurve continue, senza punti wmultipli, tu-
centi parte della frontiera del campo. 11 numero di questi archi non puod
essere che finito, date le ipotesi fatte sul campo A, Sia v uno di essi
€ ¢l un qualungne suo aveo parziale, che non confenga nessun suo estremo.
Detti ' ¢ " gli estremi dell’intervallo di (@, by} s eni si proietta
ortogonalmente "arco 7', abbinmo che, per ogni = di (@', @), si pud
costruire un intervallo che lo contenga come punto interno e nel quale
sia di miswen nulla o pscudointervallo dei valori che werifieano la
S, yole), yia)) < 0. Per il toorema dsl n.° 33, & porsibile di scegliere
un nnmero finito di questi intervalli, ricoprenti interamente (), sy
¢ resta cosi dimostrato ¢lie & di wmisnea nulla lo pseadointervallo dei
valori di (x/, ') che rendono soddisfabta la precedente disugnaglianza.
Essendo ¢' nn arco qualunque di 7, quanio &1 & provato risultn dimostrato
anche per v, e gnindi per tubta la cnrva O,

146. - Seconda condizione necessaria,
Ragionando come si & fatto ai n.i 88-91, eon le oppor-
tiine modificazioni suggerite dal ragionamento del n.” 144, ),

¢ con Pavvertenza di sostituire, alla disngnaglianza (1) di

quest’ nltimo n.’, Ialtra

Loy .'.i!',; =
Iﬂxa Yiyry Yn y o)l — [j(:r-, Yoy Y YD < — Ay
L, : Lo, 5

analoga alla (4) del n." 89, si ginnge alle proposizioni se-
guenti:

a) Condizione necessaria a Hinche, su wnea data curva ordi-
naria C,, di classe 1, completamente interna al campo A, I’ in-
tegrale Ig sie una funzione semicontinua inferiormente, ¢ che
§i abbia, inogni punto della C

0y

(e, y,(2); ¥, (@), ¥) =0,
per tuiti @ valori di ¥, y(z) essendo la funzione che defi-
nisee la O, :

b) Condizione necessaria affinche, su una data curva ordi-
naria C,, completamente interna al campo A, Vintegrale I,

s una funzione semicontinua inferiormente, ¢ che abbia misura

i jeantinii 381
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nulla lo psendointervallo dei valori di 2, fiP-”’ -i-ntm*v.::..a‘.ifn (a,, b(,;}1
su ewi ¢ definita 4a O, nei quali esiste finita la y, (x) ¢ non €
verificata, per tutti gli y', la disuguaglianza

6@, y,(2); ¥, (®), ¥) =0 ().

& precedenti proposizioni ammettono

sErvaztons., — | DA
- ¢ 145, delle proposizioni del

Je stesse estensioni, date al n.
n’ 144,

147. - Condizione per la continuith su una data curva
ordinaria. \ ‘ :
Oonsiderazioni analoghe a quelle svolte al n.> 93, (J()udl":l
cono, in virtl delle proposizioni del n.” precedente, al seguente
% 3
risnltato: : . 5 :
A fiinche, su una date curva ovdinaric C,, Uintegrale I?-
it it ] 1nzi0l T,
sia una funzione continua, ¢ necessario che la fuu.,;.onf; ‘E{'-c, .‘;, y“:
Sl 7 e T :
abbia la forma Plw, y)-+y Q2, ¥, pm tutti i . @,al or - _:Z;jbm
tutti @ punti della curva C,, purché questa curva o i
) it i | e lier
nessun arco completamente costitwito di puniy della {To? 5
. ; ¥, - £ I
del campo A, o purehé il campo A soddisfi alla condiztong

del n.° 72 (%),

i s oli i cali i 1 pati-
(1) Analogamente a quanto ayviene per eli infegrali in forma y

3 ; eolari quelle
metrica, le propﬂniziuni a) e b) contengono come €asL partico {
b1 CH,

del 1.7 144,

(3) Od anche, purché valga una delle condizioni considerate al n.” 145, a)
. . ;




-l
+

T e

Carrrono XI.

CONDIZIONI SUFRICIENTL
PER LA SEMICONTINUITA )

§ 1. LA SEMICONTINUITA IN TUTTO TL CAMPO:
@) Il caso lineare. - La continuita.

148, - Lemma,

Se (2, y) ¢ una funzione definita ¢ continuda, 110 ogni punto
del campo A, esiste almeno una-funzione P, Y), definita ¢ con-
tinwe in tutti i punti del piano (@, y) (%), le quale coincide con
Ta wle, y) in tutti @ punti di A ().

" Dividiamo, mediante parallele agli assi delle @ ¢ delle y, il
piano (z, y) in quadrati, tutti di lato nguale ad 1; mediante pa-
rallele agli assi, dividiamo poi ciaseuno di questi quadrati in
quattro quadrati ugnali; dividiamo ancora ciascuno dei nuovi
quadrati in quattro quadrati ngnali, sewpre mediante parvallele
agli assi; ¢ cosl prosegniamo indefinitamente. Otterremo, in
tal modo, successivamente delle divisioni D, D D5 del

~piano (z, ¥) in quadrati di lato 1, g7 HEa

W

- : .
Ay Cfr. s T Toxeii, Ser e méthode diveete du Calenl des Variations;
“sdem, Ta semicontinuita nel Caleolo delle Variazion; E. Govgssr, Sur

B

,‘:1 quelyies fonetions de ligies semicontinwes: B, B, Luvy, Elementi della teorin

= delle funzioni ¢ Caleolo delle Vaviazioni; ilitografin g Genova, G. B, Ca-

3 L : stello, 1913). Lo,

23 (%) Non si considerano gui i punti all'infinito del piano. e

8 %) Cfr. H. Tieswpscue, Sur le problinie de Dirichlet, (Rend (ire. ~ e

Matem. Palermo, f. XXIV (2% semy, 1907), v’ 6. 33
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Fissato comunque un eriterio i ordinamento dei gna-
drati di ciascuna divisione D,., siano

‘II:i! QiaE! gl | Qha‘? i

quelli dei gnadrati della divisione D, ai quali non appartiene
uessan punto del campo A. Siano poi

q'.’-l ’ qr?.-2 J RSy 9}2»3 B

quelli dei quadrati della divisione D,, non interni ai Q1.5 A
quali non appartiene nessun ptinto del campo A. Siano

Q:i:l 1 9'3;3 ety QJisS! e

quelli dei quadrati della divisione D,, non interni ai ¢, , e ¢, ,
ai quali non appartiene nessun punto del campo 4. B cost w:i'a..’

Con ¢id, ogni punto del Piano (z, y), non appartenente -al
campo 4, appartiene sicuramente ad uno dei quadrati ¢, ,,
e nessnno di questi quadrati contiene punti di A. 2
; Deﬁniztmo, in eciaseun vertice dei quadrati ¢, ., la fan-
zione @(z, y) ponendola ugnale a! minimo dei valori che la
funzione o(z, ) prende nei punti di 4 che si trovano alla
minima distanza dal vertice stesso. Sul contorno di un qua-
drato ¢,.,, la @ risulta cosi definita in un numero finito di
punti; e precisamente, nei vertici (el quadrato ¢,, e in quegli
altri punti che visultano vertici di altei quadrati g,.,, con
¥’ 2 r, punti che sono in numero linito percheé, detta 5 la
minima distanza del contorno i 0, dai punti di 4, e indi-
cato con r, il piti piceolo intero positivo tale che sia

deve essere ' <y, (1), ;

: De.hmamf:: ]a_ @, sul contorno di ¢, ,, in modo che essa vari
]memjment-e.fm I punti in cui & gid definita, e, per quelli fra
questi punti che si trovano sui lati del quadrato paralleli
all’asse delle y, conduciamo delle parallele all’asse delle w;

(*) Cid perché i quadrati della divisione D,,, adincenti a q.;, non
contengono aleun punto di A4 e quindi, ge essi non sono contenuti
nel gylyt con 0" <4y, figurano futti. nelln snecessione Qi by Wiat s

Condizioni suflicienti per lo semicontinuita 385

sui segmenti di queste parallele compresi nel quadrato, defi-
niamo la @ facendola variare linearmente. In tal modo g, ,
visulta diviso in un numero finito (i rettangoli, e sul contorno
di ciaseuno di questi rettangoli si ha gia il valore della @;
facendo ora variare la @ linearmente rispetto alla g nel-
Pinterno di tutti i rettangoli ottenuti, si ha la @ definita in
tntto il quadrato ¢, ,; e questa definizione assicura la conti-
unita della @ in tutto il quadrato considerato.

In tufti i punti di 4, poniamo, infine, ® = g.

La funzione @ risulta, con questo, definita in tutto il
piano (2, y), ed essa & evidentemente, continua in ogni punto
interno ed anche in ogni punto esterno al ecampo A. II poi
continua anche in ogni punto P della frontiera di A, perchd
la ¢ &, per ipotesi, continna nel campo A e i valori scelti,
per la @, nei vertici dei quadrati ¢, , che si trovano suffi-
cientemente vicini a P, differiscono dal valore della @ in P
di tanto poco quanto vuolsi; dungne differiscono da questo
valore i tanto poco gunanto vuolsi anche i valori della @ in
tutti i punti del piano (@, y) sufficientemente vicini a P.

149. - La continuith in tutto il eampo.
@) Nel presente n.” supporremo che la funzione f(a; y,¥')
gia lineare rispetto alla y', vale a dire, che abbia la forma

ez, y, o) = Pz, y)+y Qle, y).

Per le ipotesi ammesse al n. 133, le fanzioni P(z, y)
- e @z, y) sono continne in tulto il campo A e in esso campo

esiste, finita e continua, lu derivata parziale ;;_?' Di pit, in

virttt della terza delle ipotesi ricordate e di quanto abbiamo
dimostrato al n.” precedente, potremo senz’altro ritenere che le
funzioni Ple, y) e Qz, ), siano definite, e sempre continne, in
tufti i punti di un campo 4°, del piano (2, y), contenente tutti i
punti del eampo A come punti interni, e che in A’ esista sempre,
eQ
finita e eontinua, la —.
; or
Nel caso attnale, ogni curva C (n.° 131); la quale abbia
tutti i suoi punti appartenenti al campo A, € una curva ordi-

ToweLer - Vel, I 95
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narie (0.° 134), perché, detta

y=yl@), (a, b),

la sua equazione, dall’assoluta continuita della y(2) segue (n.” 58)
Pintegrabilita della y/'(z) e quindi (n.” 53, ¢) quella di ¥/(x)Q(z, y(z)),
e della fl, ¥, y). X

b) Considerata una curva ordinavia O, di equazjone

Yy =y(x), (a, b)),
per dimostrare la continuita dell’integrale
To = ([P, 9) + 9 O, y)ldo
(il

sulla C,, consideriamo, dapprima, soltanto le curve ordi-
narie ¢ ehe hanno, sull’asse delle 2, la stessa proiezione orto-
gonale della ¢, vale a dire, sollanto quelle enrve ordinarie
di equazione

y=ylx), (@, b,).

Hsaminiamo, per fali eurve, la differenza

P
Lo To=|i Pla, y(o)) — Py y o) o
&
by bLo
-+ ry’(:v:} Oz, ylx)| dv — ‘yl.,’{:r;}@[:t:, Yl d.

Il primo integrale del secondo membro, per la continuita
della funzione Pz, %), pnd rendersi pieeolo, a piacere col pren-
dere convenientemente piecolo I'intorno della €', a cui appar-
tiene la ¢f; vale a dire, preso ad arbitrio nn e > 0, possiamo I
determinare un g > 0, fale c¢he, per ogni curva C della classe

si abbia
Us by
@ | | 10, y] — Pl gyl | < | Playy)—Ple,u,) | de <

[ &y

=l

indicata, appartenente propriamente all’intorno (g) della ¢,
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Studiamo ora la parte rimanente del secondo membro
della (1). Supposta la C appartenente propriamente all’in-
torno (g) della ¢, con g sufficientemente piccolo aflinehé tntfi
i punti dell” intorno (3) della enrva €, appartengano al eampo 4,
consideriamo la funzione

Wiy
L]

D(z) :j Qlz, y) dy,

Mol

in tutto I'intervallo (a,, b,). Bssa risulta ovungne continua;
inoltre, in ogni punto nel quale esistono finite le derivate
¥'(2) e ¥, (¥) — e quindi in quasi-tutto («,, b,) — esiste finita
Ia derivata 9'(2) ed &

ey

® V= [0+ @) 0l vl — v U, )

Hola)

‘La @ ¢ anche assolutamente continua, in tutto (a,, b,). Se,
infatti, («,, !3,.}, (r=1, 2, ..., m), & un sistema qualsiasi di inter-
valli, non sovrapponentisi, di (a,, b;), si ha che la differenza

(35) — D(z,) & ugnale alla differenza di dne infegrali, ealeo-
lati fra gli stessi limiti e con funzioni integrande date rispet-
tivamente da. (3, y) ¢ Q. y), aumentata di dune altri in-
tegrali ealeolati fra i limiti gz, e y(3,), il primo, ¥.(3,.) ¢ y,(=,.),
il secondo. Imdicati con M e M rispettivamente i massimi

|

iy o0 . i

moduli di Qe ,,q in on eampo limitato ehe contenga la eneva €,
o . X

&

e tutti i punti dell’intorno (3) di essa, abbiamo, pertanto,

| @G, ¥) — Q1) | = | Br — o | M,

€ quindi
|[I)l.:‘1'] F [I)(xi'): E jr—'qv —'Tlf? '|",'?)' (,jf'} —y\’}d,) ‘H+ yrr!:ﬁ’r)_ ylr(qr) E”—‘,

S 03,) —D(a) < Wp B (Fr— )+

r=1 s

-+ M| X[y — 0 |4 2 96— e |
1
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Hssendo y(w) e g, (x) funzioni assolutamente countinne,
questa disuguaglianza mostra Iassolnta continuitd della d(z).
Se allora integriamo la (3), da «, a b,, abbiamo (1n.° 59)

i) ylty) by yim)
) . . ™
. of
Qb )y — ‘ Qla,, y)dy _.—-J dx ¢ dy
e g e : ¢ ew
(4) Hutbo) Yalay) o, )

by ?u
+j‘y'(ﬁ?}0{-‘t’a y(a)de —J Yo ()@, yol@)]dz,

iy,

da c¢ul otteniamo,

By By
s et vz —fu, @at, v

< o M'(by — a,) + 2M].

Da questa disngunaglianza e dalla (2), ricaviamo, tenendo

conto della (1),
Lo— o, <%,
se &

=

P<‘~l f 3 \ D710
AM (b, — @) +2M |

e ¢i0 per ogni enrva ordinaria €, della c¢lasse indieata, appar-
tenente propriamente all’inforno (g) della C,.

¢) Passiamo ora a considerare tutte le curve ovdinarie ¢,
abbiano esse o no sull’asse delle @ la ‘stessa proiezione orto-

gonale della ¢, Sia dunque la enrva ordinaria €, di eqnazione
¥y =ylx), (a, b),

e, presi ad arbifrio ¢ e g, entrambi positivi, con 2 tale che
tutti 1 punti dell’intorno (p) della enrva ¢, appartengano al
campo A’, ¢ indicato con M, un numero positivo maggiore
dei massimi moduli delle Pz, ), @z, v), ¢ B%, in tutti i punti
del piano (%, y) appurtenenti all’intorno (g) della €, deter-
miniamo nn numero g, =0, in modo che sia

e

1
(6 S MR N e PR
) g -}len — -+ -2
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Sia g, un numero, positivo, minore di g,, tale che, in
ogni intervallo di (a,,b,), di ampiezza non superiore a g, la y,(2)

compia un’oscillazione minore di | p,, e indichiamo con ¢ la

curva composta del segmento rettilineo (parallelo all’ asse .
delle @) avente per estremi i punti [a, —g,, y,(a,)] € [a,, y,(a,)],
della ecurva € e del segmento rettilineo avente per estremi
i p“nti ["’n: yn(bn)] e U},., =g, '_F,‘,_,(IJ“)_.

Supposto che la curva ordinaria ¢ appartenga propria-
mente all’intorno (g,) della €, indichiamo con €' la curva
composta del segmento rettilinco avente per cstremi i punti
la, — gy yla)] e [a, y(a)], della € e del segmento rettilineo
avente per estremi [b, y(b)] e [b, +¢,, y(B)]. La eurva
apparfiene propriamente all'intorno (g,) della €/, ¢d ha con
questa curva la stessa proiezione ortogonale sull’ asse delle .
In virth della seconda delle (6), ¢ dunque, applicando il
E'isultntn ottenuto in b),

Tor — T | < e,
Ma &

| Lo — Tor| =2 43_'{!;5”

e, per la seconda delle (6),

| Jor — To | < ¢
ed itna]ogamente
| g — I, | < &
Ne ne conclinde

|](_:—"1.{;n | <35,

e poich¢ ¢id vale per ogni curva ordinarvin € appartenente
propriamente all’intorno (g,) della €,, resta dimostrato il
seguente teorema:
Se Pz, y) e Qv, y) sono funzioni continwe, in tutto il
campo A, insieme con la derivata parziale _\g, ed ¢ soddisfatie
3 o4

la condiz. 3) del n." 133, a), U integrale

Io :J [Plz, y) -y Qz, y)]de,

il

¢ una funzione continua.
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150. - Osservazioni.

a) Da quanto si & dimostrato al n.° preced. [§)], segue
che, se ¢ & il numero ivi determinato, e z, e =z, (v, <a,)
sono due punti qualungue dell” intervallo («,, b)), su cui &
definita la €, &

Py

i Py g+ y @l yi] 1 do—

i

— 1 P, (00 + 9, @101, 9] | A

per ogni enrva ordinaria €, di equazione y—y(x), (4, b), appar-
tenente propriamente ail’intorno (g) della €, e tale che il
segmento (x,, x,) appartenga ad (a, b). :

a) Nel n.® 87 abbiamo vedato ehe, s¢ s considerano le cnrve in
forma paramelrica, ¢ precigamente le eurve ordinarie € (n. 73), inte-
grale

Jg—= rf’{.r‘, et Qe dy
non & sewpre una fanzione continug, pur supponendo soddisfatie fulte
le possibili condizioni- di continnith e derivabilith relative alle funzioni
P, y) ¢ Qo ). Per spiegare la differenza esistente fra gnesto risultato o
qlle]ln stabilito al n.° précedente, hasta vilevare che la ngnaglianza (4) del
n.° 149 non & se non la formule di Green, applicata all’area I' racchiusa
dalle due curve ¢ ¢ €, ¢ dai segmenfi rettilinei che congiungeno gli
estremi delln prima eurva agli estremi corrispondenti della sceonda,

che I’ infegrale
b i)

o)
[r?.qj‘ e Ty

ity Wolay

9

che ¢ precisamente Pintegrale di =2 osteso alllarea I, &, in moduly, mi-
o

nore di MY, e tende pereido a zero eon p, perché eon, p tende a zero T.
Quando & eonsiderano, invece delle curve (€ le @, Marea I, racchinsa

dalle curve @ e @, ¢ dai segmenti che congiungono gli estremi della.
prima a quelli corrispondenti della seconda, non tende pin a zere con g,

perchi, consentendo alle curve di eompiere un numero arbifrarvio di giri
attorno ad nn pnnto, i econsente all’aren T di ricoprire nna sfessa por-
yione di piano un nnmero di volte grande o piacere.

¢ Se sulle fanzioni P, y) ¢ e, i) i fa soltanto Iipotesi delln con~
tinnitd, il téorema del n,” 144 non conserva pin la san piena yaliditi.
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Si supponga, infatti, :
P=(, 0= Vi gen i,

con =0 per » =20, e &i congideri il campo A costitnito da tofti i punti

. ddl piano (x, y) per i quali & » = 0. Sulla carva €%, di equazione

=
y—uim=0, (0.}
2 ,

@\ fr v @ae—o;

b

G
sulliv eniva €., definitn, per ogni infero positive n, da
' 1
Y = Yn(a), (Uv ;)1
Con

(0 z—lm‘1 in e
iD= Lk, 3

: ; A
yu(w)_E 01 ; 1n (0, Ft)’
e

k, esgendo il pitt piceole intero pogitive che soddisfa alla

; : HEnl
2 seaimis g
(2) z+’.+ o fm>”’
e, invece,
1
Fi 8
j.tP-h YO dn = — j 2351&-—:0:,
Cn L

k,‘T

A ; ; T 3 :
e siceome, per ogni x—! compreso fra h-n:+4; @ i'm:—|—¥ dove b & un

i
£l

2 - Nk 1 :
intero positivo gualsiasi, & ’.-*-e.u'»ix_:z;, 81 ha

1

Gy

; Tkaot £1 1
> [Pﬂ—y(‘!)dm{—ﬁ 2 '-Bemgj-t?x
k=1

a
CUn
(h +—)r:
1 kn—1 1 1 1
e I TR s
- (gl i
Ly 1 It'n‘-.;'l 1 0k Ln— 1
S Ay r__?_i_ T 4n (Sl IR
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€, per la (2),

JIP—I—};'Q‘)-’Z-&:<——%.
Cy

Da guesta disuguaglianza ¢ dalla (L), risulta

1
To,—To, < ~ 33

¢ poiche, per n— 0, In curva ¢, converge nuiformemente alla ¢, u;/nlm

provato ehie I'mtegrnl(- I, qui tllﬂall{ﬁ]flfﬂ non &, snlla O, una fut{!mm,
continua.

/

§ 2. LA SEMICONTINUITA IN TUTTO IL CAMPO :
b) Gli integrali guasi-regolari.

151. - La semicontinuith su ogni eurva ordinaria ¢, di
classe 1.
I’ integrale Io quasi-regolare positivo ¢ wna funzione semi-
continua inferiormente sw ogni curva ordinaria <, di classe 1.
La dimostrazione, che ora daremo, di (questa proposizione
sarda fondata sulla scarmmone della funzione flw, ¥, ¥) con
un’altra la quale, scelta nuna enrva ordinaria ¢, di classe 1:
1) differisca dalla S per una funzione il cni integrale
vari con continnita al variare della eurva infegrazione ;
2) renda sempre positivo o nallo il suo integrale rela-
tivo ad una gualsiasi curva ordinaria ¢;
3) renda minore di una quantita, arbitrariamente pre-
fissabile, il suo integrale relativo alla curva £
: Rammentiamo, innanzi tutto, che, se inscriviamo nella
curva €, una poligonale, avente gli stessi estremi, ed i cui
vertici, considerali nell’ordine in cui si presentano sulla il()li—
gonale medesima, abbiano ascisse ere scenti, al tendere a zero
del massimo lato di questa poligonale la funzione che la deh-
nisee converge uniformemente alla funzione Y,(2), ehe corri-

sponde alla curva ¢, e la sna derivata converge approssi-
mativamente alla y,/(z) ().

(*) Bi esservi che; per il n.% 5, al tendere @ zero del massimo. Into
della poligonale, la Innghezza di questa tende alla. lunghezza della €, e
che vale, percid, il teorema del n. 28
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Preso allora, ad arbitrio, un numero positivo =, inseriviamo
nella eurva €, una poligonale, come quella or ora indicata, i
ceni lati siano sufficientemente piccoli affinehé, smussati (1)
i vertiei con enrve in ciascuna delle quali la tangente vari
sempre nello stesso senso, si ottenga una curva rappresen-
tata da un’equazione

y = (=),

con Tls(z) funzione continua, insieme con le sue derivaie prima
e seconda, soddisfacente, in tufto I'intervallo («,, b)), m cui
& definita la g, (), alla disngnaglianza

| o) — e(2) | e,

"

e, in tutto (a,, b)), ad eccezione al pitt di uno pseudointer-

vallo £, di misura m (F,) < =, anche all’altra .
(1) |y, () — le'(w) | < e,

Indicando econ R un numero superiore al massimo mo-
dulo della y,(x), abbiamo auche, per la costruzione fatta,

(2) | lle'(z) | << R,
e cio in tatto (a,, b,).

Posto IL(2) = L¢'(e,), in totto 1’intervalle (e, — &, @),
e IL'(x)=I1./(,), in tutto (b,, b, +¢), e richiamando la defi-
nizione della funzione & (n.” 135), abbiamo, per ogni punto
(%, y) del campo A, appartenente all’intorno (2) della ¢,
con p~_¢& e per ogni ¥,

@G Sz, y, ¥) =8, y; @), ¥) - \
+ fle, y, He'(2) -+ (g — T )f,,z(v y, 1'(x)).

L’ ipotesi ammessa, che I'integrale I sia qua.sunregoiare posi-
tivo, porta (n.® 135) che sia sempre &> 0; e pertanto, se €
€ nna qualsiasi curva ordinaria:

y=ylx), (a, b),

(Y} Lo smussamento dei vertici congiste nel sostitnire alla, poligonale,

in prossimitd dei vertici, dei piceoli arehi di curva, in modo da trasfor- -

mare la poligonale in nnn enrva di classe 1 (almeno),
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che prenderemo appartenente propriamente all’intorno (s)

della €, &

(4) Jt‘g‘a{:a,_y(fc}; (), o' (x) de = 0,

Detto M il massimo modulo della f,(z, Yo(%), ¥') nel campo

a,<x<b,, |y|<R,

abbiamo poi dalla (3), in ogni pnnto = di (e, , b,) non appar-
tenente allo psendointervallo 12

£

i : &(ms yu(m); “8’(:8)1' yo’(m_),} < 2EM9
e quindi 3
bl!

J‘E?(RT, Yo(@); ' (2), 4, (%)) de << 2¢ M (b, — a,) -+ 4 RMm( I, )

@,

e <2Mib,—a,+-2R ¢,
ed anche, per la (4), 1Yy g g,

]
ft"é(ﬂa y(o); ' (x), y'(x) de —
a b”
- I@(QF, Yo(2); I (), y, (%)) do > — 2Mb,—a, 4-2R):,
iy

Si ha dunque, dalla (3) e da questa disugnaglianza,

Io-—1Ig,>>—2M(b, — 4, +2R): -
b

i J |.f{.q:,g AL () — Hs'(ﬁ’)fy'(xa%nef(fﬂ)) == ?I'.f;f".ms?hﬂs’(x)) tdw
@&
bl\

ik J‘g Sy, U (@) — HE’(m)_;‘;;(:u,yu,lIe ()~ g;,}’fy;(:c:,yg,lle’(x}) L,

‘Osserviamo qui che 1’integrale
ji [fCe, 4, W (@) —Ue'(2) £, A, y, T (@) -y f Ay y, T (2) | da,
o

r 0o . . s :
essendo II." e IL.” funzioni continue, per costruzione, soddisfa
alla condizione dell’ enunciato del n.” 149, ed &, pertanto, una
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funzione continna. Potremo dunque deferminare un p >0
e < ¢ in modo che, per ogni enrva ordinarvia ¢, appartencnte
propriamente all’intorno (2) della €, la differenza fra gli
integrali el secondo membro della ultima disngnaglianza
seritta visulti, in valore assoluto, minore di = I, per futte
queste enrve, varrd la disugnaglianza ;

To— To > —[2Mb, — a,+-2Bi 4 1]s,

il c¢he dimostra precisamente la  semicontinuith inferiore
di I, sulla enrva € (').

152. - La semicontinuith in tutto il eampo, in un caso
particolare.

Si tratta ora di liberare completamente la proposizione
dimostrata al u.* precedente dalla condizione che la eurva €,
sia di elasse 1. Per vinscire a ¢id, considereremo, dapprima, il
caso in euni la flz, v, y), come funzione della y', diventi,
per o —-=5, infinita di ordine inferiore o uguale ad 1; pitt
precisamente, dimostreremo che:

Se, in ogni parte limitate del campo A, la derivata par-
ziale fy (e, ) rvesta limitata (e cid per tutti @ possibili y'); se,
inoltre, Lo & wn integrale quasi-regolare positivo (*), tale integrale
¢ una-funzione semicontinua inferiormente.

Considerata una envva ordinaria €, di equazione y = y (%),
(a,,b,), inseriviamo in essa una poligonale avente gli slessi
estremi ed i eni vertici, considerati nell’ ordine in cni si pre-
sentano sulla poligonale medesima, siano ad ascisse crescenti
e provengano dalla divisione, in a parti uguali, dell’inter-
vallo (a,, b,). Sia y=— 11, (¥) I"equazione di.questa poligonale.
Siecome la II,(¥), pér n ~~ o<, converge nuniformemente verso
la y,(w) e la lunghezza della poligonale tende a quella della
curva C,, ¢i troviamo nelle condizioni volute per Papplica-

() La dimostrazione ora data vale, evidentemente, anche so Ia
enrva ordinaria. €0, invece di essere di classe 1, soddizfa alla condizione
[y(w) | = B, in quasi-tutto Pintervallo (g, by).

(%) Per questn seeonda condizione, La prima & equivalente a quest’altra,
che, ad ogni pavte limitata del campo A, corrispondano dne numeri posi-
{ivi, & e A, fali ehe sin, in tutta la parte medesima, | flo, y, 4) [ <2 -2 |y
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zione dei risultati dei n* 28, 52 ¢) e 65, e possiamo asserire che,
*preso ad arbitrio un numero positivo e, & possibile determi-
nare un i tale che, per ogui # > n, lo psendointervallo Fis
dei punti di (a,,b,) in cni non esiste finita la- Y, () o non &

vy —H. ()

e, soddisti alle dne disnguaglianze

01 2

l.| Y, (@) de< :

bl ™

‘il_[ﬂ’{"r_}ff;l'vi(__
B, B,
?_.S.‘nppost.o >N, smusstamo i vertiei della poligonale y—11,(z),
m modo che ne risulti nna curva di equazione y— I, (z),
(g, 8,), la quale ammetta, finite e continne, le li{_‘.l'i\?:!.f:;%- Y[t I_'i",,‘
e renda soddisfatte le disuguaglianze ’

(1) j Yo'(x) | da < e, ‘ |11, () | dz <&,

Bn Ba

dove £, indica lo psendointervallo dei punti di (a,,b,) in cui
non esiste finita la y/(x) o non & |9, (%) — T (@) | < .
Posto II,,)(x) =11,,/(@,) in iutto I"intervallo (e, — <, a,), e

o (2) =11",(b,) in (b, b, +4¢), abbiamo, per ogni punto (z, ),
del campo A, appartenente all’ intorno (2) della curva C,, con
2 <& ¢ per ogni i,

T Y )16y I, @)y )+ flaey L () (g —T1, (@) A, T (),

. 73 ¥ ow - + ¥ 3 1 =
Per I’ ipotesi ammessa che 1o sia un integrale quasi-rego-

lare positivo, & sempre & >0, e se € & una qualsiasi curva

ordinaria, di equazione Y =y(), (a, b), appartenente propria-
mente all’intorno (p) della ¢, &

B

f{%{x, y(x); I, (2), ¥'(@))dx = 0.

a@

_DCI:tO poi M il ‘massimo modulo della Ttz y,(x), ¥), per
tutti gli = di (a,, b,) e per tutti gl ', abbiamo, in tntti i
punti @ di (a;, b)) non appartenenti allo pseudointervallo 1,

8z, y(2); M, (), 4,/ (x) < 2: M
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e quindi, per le (1),
by
ICS{:v, Y, ()3 T (2), y,(2)de << 2: M(b, — a,) +4 M-=.
g
Dopo di ¢id non vi ¢ che da proseguirve il ragionamento

come al n.° precedente.

OssERVAZIONE. — Un caso, in eui sono verificate le ipo-
tesi del teorema ova dimostrato, si ha ponendo fiw, y,¥) =
w(x, ) V14 9", eon »(z, ) funzione finita e continna, insieme
con la sua derivata parziale g0 © sempre soddisfacente alla

a9

disugnaglianza » = 0,

153. - La semicontinuiti in tutto il campo, nel caso ge-
nerale.

Sfruttando la proposizione ora dimostrata, possiamo per-
venire al seguente teorema generale:

L’ integrale 1, quasi-regolare positivo ¢ una funzione semi-
continue inferiormente.

Posto

S,y )= flae, y, ¥) — Az, u, O)+y Tz, y, 0)],
abbiamo
1,=(Fdz -+ (s, y, 01+ y1ia, v, O)lde;

o 9

e

e siccome 1'ultimo integrale che qni figura, soddisfacendo
alle condizioni del teorema del n.° 149, & nna funzione con-
tinua, per provare la proposizione enunciata buster:‘t_dimo-
strare la semicontinuitd inferiore dell’integrale della j.

Osserviamo che, per la posizione fatta, &

.ﬁ've Y, y,) = &z, ¥; 0, :U’}a

e che, per essere I, un integrale quasi-regolare positivo, &
sempre & = 0. Abbiamo dunque:

1) in tutti i punti (, y) del eampo A e per tutti gli v
& f=0;

2) in tutto i1 eampo A, & _}‘_1:1:, Yy, 0)=10;

3) la 1 & funzione continua di (z, ¥, ¥’), in tutti i punti
pilt sopra indicati, ed in essi ammette, finite e continne, le
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derivate parziali f,., f,ry, i (Drecisamente come In funzione
J da cui deriva); essa, inoltre, soddisfa, come Ia f, alla con-
dizione 3) del n. 133 a);
4) integrale della Jy esteso ad una gnalsiasi eurva ordi-
naria €, & quasi-regolare positivo (perché & f,, = Wge)s
_ D) pery' < 0@ in A, sempre f,,=0; e per y >0, sempre
S =0 (€id che risulta da 4) e dalla 7,(z, y, 0)=0).
- Sia ora ¢, una curva ordinaria, di equazione ¥ =y, (),

(@,, b,). Seelto ad arbitrio un numero positivo =, possiamo

determinare, per I'assoluta continuita della funzione Ysl2)
€ per Desistenza dell’ integrale -

Is :JTM:@;,
@y

(conseguenza della esistenza di I.), nn numero positivo Ry
tale che si abbig

(1) [}‘[.L, Yolx), y)/(@)da = e,

dove I rappresenta lo psendointervallo de
nei quali la derivata Y, (%) 0 non e
assoluto > R (nJd 43, d) e 52, ¢)).
Definiamo, per ogni punto (2, y) del campo 4, apparte-
nenfe ad nn intorno (2) della, ¢, ¢
zione gz, ¥, ¥'), la quale sia:
@) uguale-a f, per ogni y tale che ly'| = R;
b) minore o uguale a e > Oy per |y | > R;
¢) lineare rigpetto ad ¥, per |y | = 2R;
d) finita e continua, insieme con le sue derivate par-
ziali gyn gy, gy, per tutti i possibili valori di ¥
¢) soddisfacente sempre alla disnguaglianza ) b
J) tale, infine, che, per essa ed il campo costituito dai
punti di A appartenenti all’intorno
condizione 3) del n.° 133 ),
Cid & possibile in wn’infinita dj modi (4,

I punti di («,, b,)
siste finita o ha. un vilore

omunque seelto, nna fun-

('} 8i pud prendere ad esempio, per =

-y = 2R,

Y :
g IR B T . : i
7 :_,:’r_ }l’, b ) I{J‘fd‘tf == E‘f{)‘. b/ yia) <= (i, i, fi {8
I

(e) della €,, valga la
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Siecome, per ¢) e d), possiamo determinare un numero
positivo M tale che sia- sempre, in tutto 1'intorne (p) di C,,
| gy, ¥, ¥) | < M,
dalla proposizione del n.” precedente segue che I infegrale

rg{:t:, Y, ¥)dx, il quale per a) ¢ b) esiste snlle eurve ¢ ordi-
.

o

narie (sulle quali, esistendo I, esiste I,), & sulla eurva Cj'.}
una funzione semicontinua inferiormente. B dunque possi-
bile determinare un numero positivo p, < o, tale che, per
ogni curva ' ordinaria, appartenente propriamente all’ intorno
(py) della €, si abbia

.

(2) . jgdrv >"gda¢ — e,
: '3 i

1}

Osserviamo che ¢, da una parte,

) ‘agclm < ffdx_,
b o

e dall’altra, posto ¥, = (a,, b,) — F,

o

fydﬁv ng('-ﬁ, Yor Y, )M +‘gtfv, Yos Y, )2,
% I %,

e, per a) e b),

jgri.q: = [f‘[ Ty Yoy Yo T,

tly £y
¢ ancora, per (1),
SO = ‘g:!:J:L'j l_f'd:a‘- — =,
€ per —2R < y'<< - B Ia slessa funzione in cni ki eambi I in —

per 2R < o/, e
Y IR) — Fwy 4, B — 278 vy 2B) + fia, s Byt | Fidits
0= g [N1®, Y, 20) — flx, 4, R)} — 2f(y y, 2B) +- flx, o, &}/

b4
¢ analogamente per y' << — 21,
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Da (2), (3) e (4), segue, immediatamente,
To > Io,— 2,

la quale disuguaglianza dimostra la semicontinuitd inferiore
di I¢ sulla eurva €, e quindi, per quanto abbiamo gid osser-
vato, anche quella di I,.

1564, - Condizione necessaria e sufficiente.

Se il campo A soddisfa alla condiz, &) del n.° 72, o, piit
generalmente, se i punti della sua froutiera sono tutti punti
di acenmulazione di punti interni al eampo, la condizione
indicata, al n.” precedente, come sufficiente per la semiconti-
nuitd inferiore di Iy, & anche necessaria, seeondo quanto si
¢ stabilito al n.° 142.

Si puo dunque enunciare il seguente

TEOREMA — Se la Jrontiera del ecampo A ¢ tuita costi-
tuita di punti di accumulazione di punti interni al campo,
condizione necessaria ¢ suffiviente affinche U integrale 1. sia
una funzions semicontinua inferiormente, & che esso sia quasi-
regolare positivo,

155. - Seconda dimostrazione della semicontinuith, in un
caso importante.

Per gli integrali in forma parametrica, Ia dimostrazione
della semicontinuita & stata data indipendentemente da ogni
ipotesi sulla derivabilith della funzione F(x, y, @, %) rispetto
alle variabili # e y; nella dimostrazione, invece, del n.° 153,
¢ supposta la esistenza, finitezza e eontinuitd della derivata
parziale f,.. (senza di che non & possibile applicare il teorema
del n.” 149).

Possiamo perd, in un ecaso importante di integrali in
forma ordinaria, dimostrare la semicontinuitd senza fare
aleuna ipotesi sulla derivata parziale Jyrey ¢i0 che otterremo
con un ragionamento che c¢i sard utile anche in seguito, e
che riproduee, con le modificazioni indispensabili al caso
attuale, quello del n.” 95, relativo agli integrali, in forma
parametrica, quasi-regolari definiti positivi.

Supponiamo che la funzione f(z, y, ¥), invece di soddi-
sfare a tutte le condizioni enunciate al n.” 133, sia solamente
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finifa e continua, insieme con le sue derivate parziali £, e £,
in tutto il campo A e per ogni y'; supponiamo, inoltre, che,
ad ogni parte limitata A’ del campo A, possano sempre farsi
corrispondere due numeri Y’ e «, positivi, in modo che, per
tutti i punti (2, y) di A" e per tutti gli ¥ soddisfacenti alla
disuguaglianza | y'| = Y7, si abbia

(1) L, y, ) > |y e (4).

Sotto le ipotesi poste, dimostriamo che  integrale Io, se
¢ quasi-regolare positivo, ¢ una funzione semicontinxa infe-
riormente,

Sia ¢, una enrva ordinavia, di equazione

y=1uy,(x), (a,, ),

¢ indichiamo con A’ la parte del campo A costituita i tatti
i punti di questo éampo che distano dalla €, di non pitt del-
Punitd di lunghezza. Siano Y’ e o i due numeri, sopra indi-
cati, corrispondenti ad A’. Per ogni (z,y) di A’ e per ogni y' tale
che |y | =Y, vale la (1), ed & percid 1> 0; per gli stessi (z,4)
¢ per ogni y' soddisfacente alla |y'| < ¥, 1a f(«,y, ) ha un limite
inferiore finito. Esiste dunque un numero N per il quale si ha

(2) Sz, v, ) >N,

qualunque sia y' e per tutti i punti (2, y) di 4"

Preso ad arbitrio un nnmero & >0, sia » un (ualsiasi
numero positivo, minore di 1 ¢ minore anche diz: 2|N/.
Considerata una carva ordinaria ¢, di equazione

y=ylx), (a, D),
appartenente propriamente all’intorno (») della €, e detto
(', ¥) intervallo comune ad (a, b) ¢ («,, b)), &, per la (2),
. 14 B

(3) L;_szﬂ:v, i, ) de—2 | Nlp >J‘j'{:r, oy, 9 ) dy = &,

.

() Queste condizioni sono, per es, soddisfatte se & f—y* —y,
" . 2 e A
f=y' —y? qualunque sia il eampo A ;ed anclie se & f—= 3" 4 y'Vrsen =

il enmpo 4 essendo costituito da tntto il semipiano &= (ponendo, per
#=0, f—9")
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intendendo che qui y e gy siano sostituiti da y(z) e ¥y (@), ri- !

spettivamente. ) .
Supporremo, d'ora in poi, che la € soddisfi alla disn-

guaglianza

(4) To< Iy,.

Snppm‘reme, inoltre, che p sia tale da rendere minore

di

i e

Y, (x)] esteso ad un gnalsiasi intervallo di (ae, h(‘), di ampiezza
non maggiore di p. Con cid & #

b

Ao, << rﬂm; Yoy ¥ ) dz +-e.

L2
a’

Detto poi K lo psendointervallo dei punti di (a/, b hei_'_-
quali la derivata y,'(z) esiste ed &, in modulo, minore o uguale =
ad un numero prefissato R = 1, e supposto R sufficientemente
grande, abbiamo (n.' 43, d) e 52, ¢)), tenendo conto della

precedente disnguaglianza,

I, {Jﬂw, Yoy Y, ) da + 26,
B

Abbiamo, inoltre, per la (3),

Iy >J Az, y, y)de — N|(I —a') — m(E)| —s;
E ; :

o siccome, detto I, lo pseudointervallo dei punt: di (a,, b,)
in cui la 7' (2) esiste ed ¢ in modulo < R, ¢, per R—-o5,
'm(E,,}-—‘-b,,.— @,, supposto I tale che sia (b, — a,) —m(l,)

Wil ¢ anche (O —-al - m(FE) < e quindi

=4
“]N gk

Vi '}J.f(m, Y, y)de — 2¢;
z i ‘
&, pertanto,

To—1Io, > ,j LFGe, 9y W) — T, Yoy 9] de — 4e.
A :

il valore assolnto delllintegrale della funzione flz, y (),
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Introducendo qui la funzione &(z, y; ¥y, @) del n. 135,
ofteniamo :

S Y Y )= 4 4 ) = — Y A%, Yy y)) 80, ¥, o).

Il primo membro di questa nguaglianza & integrabile nello
pseudointervallo £, nel quale sono pure integrabili Tz, v, m,)
o f'Jf (T, ¥, ,) (0.° 133, b)), ed anche (y —y, Ve, Yy y)
(n.% 53, ¢)), essendo in .E la fid@, y, #) limitata. B siccome
si & supposto I’ integrale T, quasi-regolare positivo, &
&, y; v/, ¥) =0, e pereid

Ig — Iy, >J[..f(m_. Yo ¥) — S, g, 9] de
&

+J(!l' =Y ) Iy Yy Y))de — 4,
disngnaglianza che pud seriversi
b= 1o = ﬁf«'fc- Uy Yo) — 1@ Yoy 9]+
; )
+J{:¥’ — YISy 1y 0) — Fl®, Yy y0)]de 4
4

+J (4 — ',f)"u.}_,f};’(i’;, Yoy U — 4e

A€y

]
Dall’ammessa continuita delle funzioni 7 e S llwpeﬂ()
al complesso delle fre variabili T, ¥, ¥, segne che, se o & suf-
ficientemente piceolo, valgono lo dmngmglmmc

| Az, Y@, 3, @) — e, @), 9, (@) =<e,

g

if_;;’[-”:; ylw), v, (@)] — -_?"y-l'a:, Yol y, ()] | R’

per tutti i punti 2 di 7 (mel quale insieme & y,'(x) | < R).
B allora

IU = I(-'.; oA el =) —

(9) 2 o & : " ,
2 Rj! y—y, | de +ﬁy — YWyl ¥, y,)de.
¥ o) =

n
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Cerchiamo una limitazione superiore per j| y —y, | de.
.

Abbiamo
h b

’q| y—r, |de= | Y | de 4+ R L) = [| y’.| dx + R(b— a).
B a a :

Di pit, se indichiamo eon @ lo _pseﬁdoiuhervallo dei punti
di (@, b) nei quali & |y'(z)| = Y, possiamo serivere

b
j| v da ij‘ |y | de+ Y (b — a),
@ a

ed essendo, per la (1), in & (supposto, come & ben lecito,

Yi=1) :
ly | <y | <flz, 9, ¥)

abbiamo anche . :

b %
I] y' | de (:ff(a:, y, y)de - Y'(b — a).
a @ - ¢

Dalle (2) e (4), risulta ora

If{x, y, Y)dx < Lo+ | N| (b —a) < Ig +|N|(b— a),
G z -
]

e percid

&
[ do< Tg,+1| N |+ Y10 —a)

£l
@

donde

Jiy'—yo’|ri[z<IUB+g}N|—t—Y’+R|[_b(, — @, + 2.
E -

Alla (5) possiamo sostituire cosi la

Jo—Io, > —e[d+To, + 124+ |N |+ Y0 —a;+2]+

+j‘{y, S ?fn’)fy’(.x: 1 o y,,’)dx.
B
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Consideriamo, infine, I’ ultimo termine di questa disugua-
glianza e poniamo, in

Tl y(@), y'(@)] = 9(z),
e negli altri punti di (a,, b,),
glz) = 0.
La funzione g(x) cosi definita, risnlta limitata, in tutto
(a,, b,), e quasi-continua, ed &

/18
f(?f' = Y M2y Yo, ¥, )de =jtg’ — y)glw)dz.
Xz a’

Osserviamo qui che, per la disnguaglianza (5) del n.° 55, &

Lt q v { W ;
I — v treaa] iz < |y veaaws 4 [ [ gy 1o
a’ o, | J ;
€ per le (1) e (2),
”; VYo |1+“d“’11 = {Io 4| N| (b — a)4- Y’H““(_b__a)]r:ra 3

1
Lo N1y — )+ Y0, — 0|75,

ed aiche, per la (4),

b’

fl Yoy | e < DT ee [Io.]_-i- B Ve gl e 2)]-

Se clunquéapp]ichia.mo il lemma del n." 79 alla funzione

fl@).= g(x), ponendovi y — y, in luogo di y(z) e

D=1Tg ! |N|+ X" "“l(h— a,+2),

abbiamo che, se ¢ & sufficientemente piccolo, per ogni enrva
soddisfacente alla (4) e appartenente propriamente all’in-
torno (g) della €%, &

o

J(y’ — y)g@)dz | < € 4 230,

a’




wverificate se la funzione flayy, o) & continua insieme con le

" e per ogni y maggiore in modulo di un certo Y7,

&,
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dove M indica il massimo modulo di fyAx, y, ¥'), per tutti i

punti (z, y) del campo A’ e per tutti gli ¥ soddisfacenti alla

disnguaglianza 'y < R. 1 _
Prendendo p in modo che sia anche 2:M -7 ¢, abbiamo "ﬁ'

! (Y — U Fyr (B Yoy Yy )dw << 2e
e percio
Fo—To, > —e[64-do, 124 | N A= Y1, —a,+2)].

Essendo & arbitrario, questa disugnaglianza — a cui sod-
disfa certamente anche ogni curva ordinaria ¢! c¢he non ve-
rifichi la (4) — prova la semiconfinuitd inferiore dell’ inte-
grale Jo su'la envva O,.

156. - Osservazioni,
«) Le condizioni poste, al n.” pl'evedente sono certamente

sue derivate parziali s e f,77, in ogni punto di A e per ogni s
e se, ad ogni parte limitata 4’ del campo A, corrisponde nn
numero m > 0, in modo che sia

Lo (8, 9, ul m,

per qualungue ' ¢ in tutti i punti di A'. Bd infatti, in ogni
punto (x, y) di A, si ha, ecme risulta dalla disuguaglianza
precedente, : ] :

Fy 4, ¥) = 112, 9, 0) 4 Yo 38, 0V A= 5 4 Ty (& 9y )y

5 Nk *
Sy, ¥ )= A2, 9, 0) + Yty @ y.0) =59,

N> Sy, ) Tz, 4, 0) mg
Tz, y,y) A @; RE Gt

'.'H ¥
> ,,). = J 11+ <

generalmente, f =

(2) f, v, ) —(p+qy) > v
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Il caso qni indicato si presenta se &, per es.: = y", o pi
P, y) 4" - Y, )y con p(z, y) sempre mag-
giore di zero ed m > 1.

b) La proposizione dimostrata nel n.' precedente vale
anche se non esiste la derivata parziale f,,,; essa vale, in-
fatti, sotto la condizione che la fiz, ¥, ¥') sia continua in tutto
il campo A, per ogni ¥, ed ammetta, sempre finita e econtinua,
la derivata [,  la quale, come funzione della o, sia sempre non
decrescente,

§ 3. — LA SEMICONTINUITA SU UNA DATA CURVA,

157. - Lemma 1.

Se P & un punto del campo A ed esistono due nuneri s e i,
il primo dei quali positive, tali che, per tuiti ¢ punti (x, y)
del campo A appartenenti al cerchio (P, ¢), per tutti gli y
soddisfacenti alle |y — ¥y | =g e per tutti gli §'=Fy, si abbia

(1) b,y v, ) > 05

preso ad arbitvio un = > 0, & possibile determinare quattro numert

Py 4, 6, €Y, con 0¢g g e v >0, in modo che, per ogni

Cpunto (x,y) di A, appartenente al cerchio (P, ¢,), risulti

Y 1y

qualungue sie y, ¢

(3) S, w, ¥) (!f Fqy) << <,
se d [y =5 <p,.

Siano & e § le coordinate (1{-‘] punto P:in virth della (1),
3 (no 135),

(4) . T @ i, 9) = 0,

per ogni " tale che |y — i’ | <g, e i valori di y ehe verifi-
eano questa limitazione e che annullano la f,/,, non riempiono
mai aleun intervallo. Pertanto, la f,/(Z, 7, ¥') &, nell’intervallo
(i — e, I +2), sempre crescente ed &, se 0 < g <p,

T &g, 9 — &)< fr (& 3,0 1-¢)
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Consideriamo, in un piano (¥, wu), Ia figurativa
N — ’
16:_f(:t, Y, ?]),

relativa al punto (%, ), e indichiamo con t, e ¢, le sue tan-
genti nei punti corrispondenti a y' =y —¢ e Yy =9 +7.

"
"
|

0 ‘3{5” 5}' g/_,qr ~

Avendosi, per la (1), :
&@, 73 ¥ —¢, y) >0,
se 8 yYFy —p, e
& 4; ¥ +¢, ¥) >0,

se & y' =9 -+ ¢, la figurativa vesta tucta al disopra delle
tangenti t, e t,, e la retta », passante per il punto comune
a (queste tangenti e avente per coefficiente angolare

| L A : K (T STy y
() q“___é A O —) 1A ¥, § 40!

(semisomma dei coefficienti angoiuri dit, et,), & tatta al disotto
della figurativa, senza avere con essa aleun punto comune. Se
u=p+qy,

& equazione della », & allora, per tutti gli ¥,
(6) A& 9, ¥) —~ (» +aqy) > 0.

Supporremo ¢° nguale alla metd del limite superiore dei
suoi valori che rendono soddisfatta la

(7) | FZ 0. 9) — (p+qy) <5
per tutti gli y° ecompresi nell’intervallo (5 — ¢, ¥ +¢).
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Sia ¢” nn numero positivo =¢/, tale che, per ogni punto (, y)
di A, appartenenfe al cerchio (P, ¢), e per tutti gli ¥ del-
Pintervallo (5 — ¢, i -+ ¢'), si abbia

0 {f(% ¥, y') s (P = G""l’ ) < E-'

Il numero ¢” si supponga anche tale che visulti, in tutto
il cerchio (P, &),

(&) ol 4, §' — &) < q < (@ 9, § +¢).
Siccome, nei punti (z, y) indieati, &, per la (1), se vy ¢,

&l@, y; ¥ —¢, ¥) >0,
oRsia

O) Ry, ¥)— S, 9, § —6) =y — 7 VoA, 4, § — ) >0,

ed &, inoltre, per y' <y —¢', tenendo conto delle prece-
denti disnguaglianze,

(10) Ty §—e) - — 7 ), y, 7 —7) >
>+ —eN+ — 7 +-g=p+ gy,
& pure

(11) Sy, ) — (p+qy) >0,

e questa disnguaglianza vale ugualmente per y' > + . La
disuguaglianza ora stabilita vale dunque per ogni_y'.
Prenderemo ¢, uguale alla metd del limite superiore di
tutti i possibili valori di ¢".
Osserviamo ora che, per (9) e (10), in ogni punto (2, ¥)
del cerchio (P, ¢,), appartenente al campo A, & se Yy <<§ —¢,

S, ¥) — (p+aqy) > Sy, n, 57 —¢6) —
— (W — Ve, 4, § —6)—py i fle, y, § —6)—ql,

e, 80 Y >§ 4 ¢

T, v, 9)  (p+qy) = fla, y, 7 +¢) —
—(F ez, ¥ ) =y i fl, Y, § ) —q !
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In virth della (8), esistono dunque due numeri positivi,
v' e 1, tali ehe sia :

S, 4, y)—(p-+qy) >y,

per ogni |y | =1 e ogni (v, y) del cerchio (P, p,). Ma poichd
la (11) vale, nel cerchio (P, p,), per tutti gli ¥, esiste un
m > 0 tale che, in ftutto il cerchio detto e per ogni ¥y sod-
disfacente alla |y | <1, sia

T, oy y) — (p-qy) = m.

: s i3 4 S 1 . m _
Se dungue prendiamo v positivo e minore di v e di 70 ab-

biamo verificata la (2) in tatto il cerchio (P, 5,) & per qua-
Tanque 9.

OsservazioNe L. — Dalle (4) e (5), risulta che il numero g,
determinato come si ¢ detto, & compreso fra f,(z, ¥, ¥ —p)
e ful®, 3, ¥ -9 \ : .

Osservazions II. — Nell’enunciato del lemma, la (1)
puod sostituirsi eon la

‘ &z, y; ¥, ¥)=0,
purchd in P si abbia
&, y; 9, ) >0,
per 6g‘ni ¥ == . Supposta verificata la prima disuguaglianza

questa seconda lo ¢ sicuramente, se & f,.'&, i, ') = 0.

158. - Lemma TI.
Stae ), wnae curva orvdinaric e, per ogni  swo  punte

P, = (x,, ¥,), esistano due nwumeri gw,), i(x,), il primo deis

quali maggiove di zevo, tali che, per tutti i punti (v, y) del

campe A, appartenenti ol cerchio [Py, glx,)], per tutti gli y

soddisfacenti alle |y — ¥'(x,) | <clw,) e per tutti gli ¥ v,

st abbia )
@, Y1y, ¥) =05

¢ allora possibile di decomporre la curva C, in un aUMeEro
Jinito di archi: O, O\, ..., O\, e di determinare

Faitass

A1
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positivi, ¢ ¢ v, ed n coppie di wumeri (p', ¢7), (s =1, 2,...., n),
in modo che, per ogni punto (z, y) del campo A, appartenente
all’ intorno (g) di O, si abbia

(h S, gy 4 ) — (0 +®y) =0l
per twtti gli y'.

Preso comunque nn = >0, si pud, ad ogni punto P, della
curva O, applicare il lemma del n.” precedente e determi-

nare i corrispondenti numeri p, ¢, 2 ¢ v ('), che indicheremo con

ple,), gqle,), o,.(x,), W) Detto «, il masgimo arco di ¢, che con-
: ) 1 ;

tiene P, el & contenufo nel eerchio (I’U, , @z}, abbiamo

che, per ogni punto (2,y) del campo A, appartenente all’in-

forno (q o‘{;'e:,\a) di e, ¢, per tatti gli v,

fiz, y, ¥) — [pla) - qley] = vie) o

In questo modo, ad ogni punto P, della curva O, corrisponde
un arveo «,, della enrva stessa, a eni P, & interno, o di eni /2,
& un estremo, se esso ¢ uno degli estremi della C; appli-
cando allora il teorema del n.” 33, potremo scegliere un
numero finito di punti della curva C: P, Py, Py, in
modo che gli archi 2, , %, , ..., %, corrispondenti ricoprano
tutta la eurva. Dopo aver soppresso le parli di ciascuno di
tali archi che risultassero ricoperte da altei archi dello stesso
gruppo aventi indice minorve, rvisulteranno degli archi, in
numero finito: O, O, ..., C, non sovrapponentisi e ri-
coprenti tntta la €, ¢ si avrd, in corvispondenza i giuscmm
di essi; una coppia di numeri p©, ¢, la quale sodisfard alla
disngnaglianza

i\

Hey yy ¥) = (0 A4y =y,

per tutti gli o e tatti i punti (r, ¥) del campo 4 appartencuti
all’intorno (g) di €9, ¢ essendo la metd del minore dei -

) Per toglicre ogni ambignith, infenderemo di prendere sempre per v
Ta metd del limite sapeciore di totgi 1 valori che esso pud assumere.
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meri g, corrispondenti ai punti P, P,,..., P,,, ¢ v il minore
dei v(x) corrispondenti agli stessi punti. _

OssirvAzZIONE . I — Vale qni un’osservazione analoga
alla Osservaz. IT posta in fine al n.° precedente.

159. - Prima condizione sufficiente.

E evidente che, se, in tutto un intorno di nna curva
ordinaria O, rvisnlta soddisfatta la condizione f,.,, =0, per
tutti 1 possibili valori di ¥/, integrale I, &, sulla €,, una fun-
zione semicontinua inferiormente. Vogliamo ora occuparei di
un’altra notevole condizione sufliciente e, precisamente, vo-
gliamo dimostrare la proposizione che segue:

Data una curva ordinaria O, se:

1) ad ogni suo punto P, = [z , y,(x,)] corrispondono due
numert, g(x,) e y(x,), il primo dei quali maggiore di zervo, tali
che, per tutti i punti (x, y) del campo A, appartenenti al cerchio
(P, plz,)y per tutti gli 4 soddisfacenti alla |y — i (x,)| < glx,)
¢ per tutts gli ¥ =9y, si abbia

&, ys ¥y, 1) > 0;

2) in quasi-tutta la C,, § ¢ le derivata dell’ ordinata
della curva, vale a dire, ¢ §'(x,) =19y, (x,);

Uintegrale Io & una funzione semicontinua 'i-H'_fff}'i'O?‘JHB"HLH
sulla curva O,.

In virtn della condizione 1), possiamo decomporre la
curva C; in un numero finito di parti: O, €2, ..., €7,
secondo guanto si‘é detto nel lemma del n.” precedente, e
é evidente che, per provare il feorema enunciato, basterd
dimostrare la semicontinnita t‘le]l’intégrale Ie snll’areo C 9.
Posto .

Iy g, )= S, y, y)— (p° 4 ¢,

dove p® e ¢ sono i numeri indicati nel lemma ricordato,
per la continnitd dell’integrale di p 4- ¢y (n.” 149), basteri
anche dimeostrare la semicontinnita inferiore, sn . dell’in-
tegrale della ', :

Siceome poi, in tutto un intorno eonvenientemente pic-
colo di €™, & sempre f® = 0, e la funzione & (1n.° 135) re-
lativa alla £ & identica a quella relativa alla fiz, y, o), ne
viene che, senza ledere affatfo la generalitd della questione

- —
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possiamo supporre senz'altro che la funzione flz, y, y') sod-
disfi sempre alla disuguaglianza

(1) S, y, ¥) = 0.

Ammessa questa ipotesi, e preso ad arbitrio un numero
e = 0, seegliamo, nell’intervallo («,, b,) in cui & data la fun-
zione y,(z) che definisce la curva (;, un ivsieme chiuso £, il
quale: :
@) sia tutto costituito di puntiin cui valga la §'(z)=y,'(2);
b) non contenga né il punto a, ne quello b,;
¢) soddisfi alla disuguaglianza

(2) ff[sv, Yol@), Yo'(@)]dw < e;
.ff‘u- by —E

d) sia tale che in esso la derivata y,(x) risulti fun-
zione continua.

La scelta di Z" puo farsi in infiniti modi, percheé la y (x)
¢ una funzione guasi-continua in (e, &) (n.! 13, 46 e 52, ¢)).
Indichiamo con R il massimo modulo di g, (z) in K.

Siccome al numero s(z,), corrispondente, secondo I’enun-
ciato, al puuto P, della €, possiamo sempre sosfituire un
altro numero, per il quale sia conservata la validita della
condizione 1), & lecito ritenere soddisfatta sempre la disn-
gnaglianza g(x,) = 1. Cid posto, considerato un punto =z,
qualunque 'di E e determinati i nnmeri p, ¢ e g,, corrispon-
denti al punto [«,, ¥,(z,)] secondo il lemma del n.” 157, numeri
che indicheremo con p(z,), q(=,), ¢,(x,), ¢ possibile mostrare
che esiste un limite superiore finito per |p(z,) e gz,)l. B in-
fatti, secondo 1’ Osserv. I del n.° 157,

Sy, v, g,(2,)—el@,)] < gl@,) < fulz,, %2 ¥, (%) +elx),

ed essendo, in £, |y, (%) | < R e p(x) =1, detto M" un namero
positivo maggiore del massimo modulo di f,(x, v, y'), per
ogni (z, y) appartenente alla eurva (', e per ogni ¥y soddi-
sfacente alla |y | < R+ 1, abbiamo

| gz | < M.
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Inoltre, per le (2) e (3) del n° 157, &

| 2@ | < | F1%, Yul@)y ¥ @)+ | @) | 4, () |42

esiste dungue un numero positivo M, tale che sia, _per quna-

lunque 2 di &,

(3) Iplw) | < M, |g¢=) | == M.
Se & x, un punto di Z, dalla continuith di y,(z)
tutto (@,, b,) e da -quella di y,/(x) nellinsieme K, segue

[

’

per il lemma del n." 157, Desistenza di un numero posi- -

tivo g, tale che, per ogni z di ¥ soddisfacente alla
si abbia

i mn |S3,

(4) 0 < Fl=, yo(2), 4. (@) — [p,) + q(z,) y,(@)] <e

e che si abbia, inoltre,
(5) Sy gy u) — [pla,) -1 qlz )y (2)] > 0,

per qualsiasi ' e per ogni punto (z, y), del e ampo 4, apparte-
: 1 ; z ;
nente all’ intorno (6 pi{_:r.,,}) dell’ areco «,, della €, che si proictta

ortogonalmente sull’intervallo (&, — 3, @, 4+ 3) dell’asse delle .
Fra tutti i possibili valori di 2, sceglieremo la metd del limite
superiore di quelli che risultano minori i |2, —a, | o [ %, —h, |,
e l'indicheremo con 3ia,).

Applicando il teorema di Pincherle-Borel del ., 3
seegliamo nmn numero tinito i prngdl et R
modo che gli intervalli

(6 (2 — 8(2y), @y 4 E(2y)] (r=1, 2..,n)

ricoprano tutto I'insieme chiuso 77. Poi, sopprimiamo, in

ciaseuno di questi intervalli, tutte quelle parti che visul-
tassero soyrapposte ad intervalli, dello stesso gruppo, di in-
dice » minore; sopprimiamo, inoltre, dai nuovi intervalli
risultanti, un certo numero di quelle loro parti che even-
tnalmente non contenessero alenn punto di %, in modo che la
somma delle lunghezze dei nuovi intervalli restanti: (1700 S
sia suflicienfemente prossima alla misura m(®) di J aftinche,

,. .. l‘.-l
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detto E, lo pseudointervallo dei punti di questi w che non
appartengono ad I, si abbia

(T\J ; TH‘{E ) == T} J’,l ?,'..r(IL') }(?’U e j'f

By
Indichiamo con ¢, un numero positiveo, minore dei numeri
i Fa if 3
2.91{3:,.‘; e z)(r=1,2..m), e con C® Parco della C, che

si proietta orgonalmente, sull’asse delle a, nell’intervallo -
wils—=1, 2. m).

Ogni w, appartienc interamente ad uno degli intervalli (6),
€ ad esso corrispondono due numeri p, e ¢, per i qualisi ha,
in conseguenza delle (3), (4) e (5),

|?] | i JI! |‘st|{-‘1{$
0 < flz, y(@), ¥, (@] —[p, +q,/@]<e,
se @ appartiene a v, e ad E, ¢
(8) 1@ 9 ) — 0+ ¢:9) >0,

qualunque sia y', se (w, y) ‘lppalhﬂm al campo A ed all’in-

~torno (g,) di C,@,

Dette B e I7, rispettivamente le parti di E e E, conte-
nute in v, @, rlunt]uo,

[, w0, /e — 0+ a1 (@)1 < em(B)
fis) e
ed anche

L@ ——ﬁp, A= gy |da < em(ED) 4

€60
+JH Yo(2), 4,/ (%) |dw 4 ‘rl[m{F“") f—J" Y, ()] fh‘i.
£ 18) 1, (8

donde, tenendo presenti le (2) ¢ (7), ¢ osservando che 7, &
un componente di (a,, b,) — F,

"

¥ L cd
»—1

¥ ffp —I—(},,'?}](IE/E”J — a, + 3),
(Y{\



416 Capitolo wndeeimo

e, per la (2), osservando che gli intervalli o, ricoprono in-
teramente 1'insieme 1/,

(9) y I(—'u S §1 [_ps i flsy’J ds < e(h, — a, +4).

o tr sz
(;0"'

Rilevando qui che, per essere Ps € g, delle costanti, I’inte-
grale di p, 4+ ¢,y & una funzione continua (n.* 149), possiamo
; determinare un numero positivo Py << 2y, in modo che, se C &

una qualsiasi curva ordinaria, appartenente propriamente al-

Pintorno (g,) della C,, e € & il sno arco che si proietta

ortogonalmente, sull’asse delle z, nell’intervallo w,, 5i abbia

: : |
| 'jl[ps +QS?I](3$ _.f[Px o qsledx | < —E— %
%6 0, m

E sicecome, dalla (8), segue

IO(" S f[Ps == Q'sy’] de > 0,
Cio

ed anche, sommando e tenendo presente la f > 0,

Ig—3 J‘[ps = ¢y dz = 0,
a=1
gitl
si ha pure

M )

I¢>>2 J[p,; Y] de — e,
gl o”(;:]

e, per la (9), 1
Lo I, — e(b, — a, -1 B).

Questa disuguaglianza, che risulta soddisfatta per ogni curva
ordinaria C, appartenente propriamente all’intorno (g,) della
dimostra la semicoutinuitd inferiore di Ay sulla €.,

Osservazions I — Sulla condizione 1) pud farsi un’os-
servazione analoga alla Osserv. II del n.° 157.

Ossprvazioss I — La proposizione qui dimostrata
sussiste anche se, supposta la funzione f(z, y, yf) sempre mag-
giore di un numero fisso N, la condizione 1) & verificata,
non in tutti i punti P, della curva €,, ma soltanto in
(quasi-tutta la curva.

U
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OsservazroNe 111 — In virtic di quanto or ora si & detto, pud farsi,

anche per gli integrali in forms ordinaria, 1’osservazione contennta nel

n.® 107. Bastn, all’nopo, considerare la funzione

1+y”°
S gy ==

Vol +¢%) —1

160. - Seconda condizione sufficiente.

Ammettiamo qui che la funzione flz, v, y) soddisfi,
anziché alle condizioni enunciate al n.° 133, a quelle poste
al n.° 156b.

In tale ipotesi, considerata unea curve ordinaria C,, di
equazioneé

?f:'?fo(w): (eo, bo)!
¢ supposto che, ad ogni x,, di (a,, b)), in cui esiste finita la
derivata y,(v), ecceltuati al pin i punti di uno pseudointervallo
di misura nulla, corrisponda un numero g(z,) > 0, in modo
che, s¢ (x,, y) ¢ un punto del campo A soddisfacente alla

| Yine yn(.xﬁ) | E P(fvu):
si abbia, per tutti gli o,
&z, ¥; ¥, (=), ¥) =0,

Vintegrale Iy ¢ una funzione semicontinua inferiormente sulla
curva C,.

La dimostrazione di questa proposizione si ottiene ripe-
tendo il ragionamento fatto al n.” 155, sostituendo pero al-
I’insieme E (in esso considerato), relativo ad una curva ordi-
naria C per la quale sia

b
(1) Lo, {J‘f{xa Yoy Yo )2 42,

. a!

Iinsieme E, che ora definiremo. Detto, anche qui, ¥, lo
pseudointervallo dei punti di (a,, b,) nei quali la y,(z) esiste
e soddisfa alla |y/(x) | =< R, e scelto R in modo che sia

if(ma Yor yu’) dz = =) Nlbo L """'{Eo)] cie [.‘.:}r

(ag, by} — By

(") Per il significato di N, v. il n.° 155,

ToweELtl - Vel. T, a
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prendiamo un componente chiuse K, di B, (*), tale che, in
- esso, esista sempre il numero g(x) e la y,(x) risulti funzione
continua, e che soddisfi alle

| A=, y,, y,;) |de<"¢, N[b,—a,— m(E,) <z

ta, by) — Eyf

Siccome poi, se ad z corrisponde un g(z), ne corrispon-
dono infiniti, soddisfacenti tutti alla condizione indicata nel-
I’enunciato, ¢ lecito supporre che il g(z) considerato sia la
metd del limite superiore di tutti quelli, fra questi numeri, che
non superano 2. Con c¢id, & sempre p(x) <1, e in virth della
continuita della funzione &(z, y; ¥/, ') rispetto alle sue quattro
variabili, g(z) risulta in E, funzione semicontinua superior-
mente. Ne viene, pertanto, che, se n & un numero intero po-
sitivo gualunque, e £’ ,, indiea il componente di Z,' nel quale

& sempre g(z) > = Iinsieme E’, ,, & chiuso. Ma E," ¢ 'insieme
di tutti i punti di tutti gli £, ed I, ,, & contenuto in E',,,, ;

& dunque (n.° 41, i) m(E’,, ,)— m(E,), per n — oo, e per un i
sufficientemente grande avremo

fi7, v, grlaz<e, Nip—a,—mp ) <.
(@ By —Fom
Dopo ¢id, chiameremo E la parte di £, ,, contenuta in
(a'y B). Avremo cosl

J’!.f[jiﬂ, Yoy QI}I] dw = £, B‘T[br — " — 'm(E}]< <,

(al, B — B

ed anche, tenendo presente la (13,

Ig, -/__J_,f'(:t:, Yoy Yo )dx -2z,

E

Supporremo poi che il numero g, considerato nella dimo-

1

strazione del n.” 156, sia minore di

(1) Si rammenti che, nell'ingieme 4, la y/(«) & una funzione quasi-
continua.
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Applicando la proposizione ora datn, si ha la semicontinuith infsriors
dell’integrals
‘(y'* — 1),
i

81 ogni segmento rettilineo di coefficiente angolare -1-1. Non @& invece
applicabile a questo integrale la proposizione del n.® 159.

OSSERVAZIONE., — La proposizione qui stabilita & indi-
pendente dall’ ipotesi dell’ esistenza della derivata parziale ..
Altrettanto puod dirsi per quella del n.” 159, come pure per
quelle dei n.! 157 e 158 ; tutte queste proposizioni sono poi
anche indipendenti dall’ipotesi dell’esistenza della derivata
parziale f,/,, e quindi dalla eondizione 3) del n.” 133.

e WAL o



Caprroro XII.

ULTERIORL PROPRIETA DEGLI INTEGRALIL I,.

§ L. COMPORTAMENTO DI I IN PROSSIMITA DI UNA DATA CURVA,

161. - Caso della funzione f(ox, v, %) infinita, per |y| -+,
di ordine non superiore al primo. ' '

Convenendo di indicare sempre con I la lnnghezza della
curva C, e ragionando come si & fatto al n.° 114 ('), si ottiene
la seguente proposizione :

Considerate una curve ovdinavie C, e supposta U esistenza
di tre numeri positivi, g, » e A, tali che, in tulti & punti del

campo A, appartenenti all’ intorno (g) della C; sia
|z, 9, ) | <2-Aly

preso ad arbitrio wun numero positivo &, ¢ possibile di determi- -
narne altri dwe, 3 ¢ o (¢<7p,), in modo che, per ogni curve '
ordinaria C, appartenente oll’ intorno (¢) della C, ¢ soddisfa-
cente alla disuguaglianza

l L — Lo | < a!
i abbia 3 _
; 1(_'—-10,,] < g,
OsservazioNe L. — Se la eondizione per la f, relativa

al modo di diventar infinita per 9 — oo, viene a mancare, 1a
proposizione ora data puo non esser vera.

(Y Si avrh cura, in tale ragionnmento. di sostituire, all’applieazione
del teorema del n.” 83, quella del teorema del n.® 141, b).



o amdd S a g v e

e i

493 Capitolo dedicesimo

Si supponga, ad es., fly, y, ¥)=y", e ln C; sin data dul segmento’
dell’ ause delle @ 1 eni estremi hanno le ascisse 0 ¢ 1. Si consideri la curva O,
composta ~dei due segmenti rettilinei che uniscono suecessivimente i

punti (0, -r]t)' (:3 U), (1, 0. B

Ioy=0, Ip,=n,

1 il T
Ly=1, L.—: \/1+"j+([1— ;ﬁ),

e quindi, per s—rcs, Lyer I;y, ma fo,— .

OsservazioNs II. — La determinazione dei numeris e ¢
puo esserve fatta in modo che le curve (, indieate nell’ enun-
ciato del teorema, soddisfino anche alla disuguaglianza

VL epay = Togay | <&,

e cid per tutti gli @ dell’ intervallo («,, b,), su cui & defiita
12 @ (1),

162. - Teorema di Lindeberg (7).
Se O, ¢ una curva ovdinaria: y = y,(x), (a,, b,), ¢ su di essa
sono verificate le condizioni 1) ¢ 2) dell’ enunciato del n.* 159 ;
scelti ad arbitrio due numeri o ¢ A, positivi, & sempre
possibile di determinarne altri due, ¢ ed =, positivi anch’ #§8i,

in modo che si abbia _
Lot Lg%

per ogni curva ordinarie C: y = ylw), (a, b), appertenente pro-

priamente «ll’ intorno (g) della C, e tale che lo psendointervallo

s 3

(") Por il siguifieato i (4 [r] & C[x], vedi 1 Osservaz. 1 del n.® 141, @),

(*) J. W. Laxpusesa, Ueber einige Fragen der Variationsvechnuwig
(Math. Annalen Bd. LXVII (1909) pp. 340-354). 1! enunciato del lesto costi-
tuisce una generalizzazione della proposizione data dal Lindebuerg, Questo A,
infatti, suppone che la curva O abbia, per la sun ordinata, derivate prima
e seconda conlinue, o che soddisfi alla condizione fys|a, y,2), 3/ @)] > 0, in
talti 1 suoi punti; suppene, inolire, ehe ln (0 sin composta di un numero
finito di eurve di classe 1 (1n.° 181), a derivata sempre inferiore, in modualo,
ad un nomero fisso. Quest’ ultima limitazione fn tolta da E. E. Levi (Sopra
un tesrema di Caleolo delle Variazioni del Lindeberg., Rend, Cire. Matem,
di Palermo, T, XXXVII, 19]4). Nella forma del testo, il teorema fu dato
in L. ToNeLLl, Su due proposizioni di J, W, Lindebery e B. T. Levi, nel
Caleolo delle Variazioni. (Rend. R. Acead. Lincei, 1921, 1° sem.),
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dei punti @, in cui esistono finite entrambe le derivate y,(x)
e Y@ ed ¥ Y@ — y,(@) | =5, sia di misura = 7.

~ 0i limiteremo, nel presente n.’, a dimostrare solo nn caso
particolare di guesto teorema, rimandando, per la dimostra-
zione generale, al n.” seguente.

Supporremo qui che la y,(#) ammetta, in tutto 1'inter-
vallo («,, b,), le derivate y,'(x) e y," (), finite e continue, e che
Ia condizione 2) dell’enunciato del n.” 159 sia verificata in
modo che sempre, in tutto («,, by), si abbia §(z) = g, (2).
Supporremo, inoltre, di considerare soltanto le curve ordi-
narie ¢ per le gquali si ha ¢ =a,, b=1,.

Abbiamo, in tali ipotesi,

by _
Io— Io, :J Sz, y(@), ¥ (2)] — flo, yl@), y,(2)]  de

ay
¢, infrodncendo Ia funzione &,

! by

s j Tz, yl), po ()] — o' (@) folz, yl@), g (@) 4

iy

+ y(@) [/, Y(x), yy'(2)) | dv

by
(1) —J L1, 9o(®), 3 ()] — y,/(2) 1%, Yob), Yo' ()] -+
57 ?Iul(x).f:'f’['r’# ?]o(ﬂ;): 'yu,{:‘c)l dw

by

—EJ{AIQ:, yl); g, (x) yiz)] de.
ﬂ}

|
1
|

Fra gli infiniti numeri che, per ogni = di (a,, b)), sod-
disfano come ¢(x) alla condizione 1) dell’ ennnciato del
n.’ 159, & lecito supporre che g(#) sia la meta del loro limite
superiore. Per I7ammessa continuiti della derivata y,(®), g(x)
ha allora in (a,, b) un minimo g, maggiore di zero, che
prenderemo uguale ad | qualora fosse sempre g(@) = - o<.

Consideriamo un campo limitato e ehinso T, i eui punti
(2, ¥, ¥) soddistino alle condizioni

< =<by, |y— @<t ¥=y.

Siccome, per ogni « ¢ y soddisfacenti alle due prime disn-
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guagiianze e per ogni 7 tale che |§ —y, ()| <g, & (condi-
zione 1) dell’enunciato del n.” 159)

S, y; ¥, ¥) >0,
tutte le volte che sia § =7, seelto ad arbitrio 5= 0, ab-
biamo, per il teorema «) del n.’ 137, '

&, y; 9,/ (@), y(x) > | y(@) — '),

con .> 0, per ogni  di (a,, b) e per ogni y soddisfacente
alla disuguaglianza |y — yi(2) | < g, purchd y'(z) soddisfi alla

| Y (@) — yo'(2) | = 0.

Ora, detto -E I'insieme dei punti di (ay, b,) nei quali
esiste la y'(z) ed & soddisfatta 1'ultima disugunaglianza seritta,

e supposto che la curva € appartenga all’ intorno () della C,,
abbiamo .
bl!

Jte, 9i@); vi@), y@nde> (8, yiw); 9@, yiaas,
Gy E

perchd, per la condizione 1) dell’enunciato del n.° 150 &

4+

sempre
6z, ylx); yy'(x), ¥ (x)]=0;

abbiamo, pertanto, se per la € & m(E) =1,

3 by
(2) _I@[:v, y(@); ¥, (%), y'(x) do > s»f (@) — yy'(@) | dz = pol,

£

I primi due integrali del secondo membro di (1) si possono
serivere
by

{(P@, yo) + v @0, vy e,
J P, wi) -+ p @, wiylar,

4y

con Pz, y) e Q, y) funzioni continue, in tutto il campo
definito dalle disuguaglianze

G=2=<by, |y—uy(2) =g,
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nel quale campo, per le ipotesi fatte sulla €, risnlta con-

01
: : B : x :
tinna anche la derivata parziale S_Q; risulta poi anche soddi-
o
sfatta la condiz. 3) del n.° 133. Dal teorema del n.* 149 scende
dunque che, se ¢, & un numero positivo minore di z e suffi-

cientemente piccolo, la differenza fra i due integrali seritti &,

in modnlo, inferiore a | poi. Segue, allora,
-

b
To— JT(_T{I = 5 134,

che ¢ quanto si voleva.

163. - Dimostrazione generale del teorema di Lindeberg.
Veniamo ora a dimostrare il teorema del n.” precedente nel caso
gencrale, Come gih si & detto al n.” 159, anche qui possiamo decomporre
la ¢urva ordinaria (7, in un numero finito di parti: O, €@, .., 00,

secondo guanto si & stabilito nel lemma del n.” 158; e, posto
SO,y yr==fix, y, y') — (P + ¢,

dove p' e ¢ gono i numeri indieati nel lemma rieordato, &, in tutto
un intorno convenientemente piceolo di €, £ > 0, mentre poi Ia fun-
zione § relativa alla 2 & identica a quella relativa alla f.

Detto 2% Dintervallo di  (@,, B) 8n eni si proictta ortogenal-
mente (Tof-“, e considerata una qualunque ddelle enrve € considerate nel-
Penunciato del teoremn da dimostrare, esiste almeno un &% su eni Pin-
sieme dei punti in eui esistone finite entrambe le derivate y/(2) e y'a),

ed &  y(r)— 412} | =3, risalta di misura 25 Z. Se, pertanto, teniamo

presente che, in virtlt del teorema del n® 159, Pintegrale I & funzione
semicontinun inferiormente su eiascuno degli arehi %), possiamo sup-
porre, senza nuocere in aleun modo alla generalith del nostro ragiona-
mento, che In funzione datn flz, y, y) soddisti sempre alla disugnaglianza

(1) : .ﬂﬂf, ¥ 9") >0

Ammesso eid, e osservato che la y/iw) & in (a,, by, una funzione quasi-
continua (n.° 46), wceglinmo un insieme chinso ¢, di punti di (ay, by), in
eni la derivata y,'(x) esiste ed & yy(w) =§(=), con ln condizione che in G
la y{«) risnlti funzione continua e che la misura (@) sia maggiore
i e i 3.

Il numero a(x) che, secondo la condizione 1) del teorema del n.° 159,
corrigponde ul punto generico P, della curva O, possiamo genz’ altro ri-
tenerlo ngnale alla metd del limite superiore di tntti gli infiniti nomeri,
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non ruperiori a 2, eche eome esso soddisfano alle condizioni indieate

in 1) nel teorema citato. Con questo, o) risulta, nell’insieme G, una
funzione continna, ed ammette, in tale insieme, nn minimo, maggiore di
zero, che indicheremo semplicemente con o,

Consideriamo il campo 7' dei punti (2, ¥, o) tali che x sia un qua-
lunque puanto di @, y soddisfi alla |y — yy(@) | =<p, con (&, y) punto del
campo A, e sia, infine, ¥ =y, (@), La condizione 1), del teorema dcl
n.” 159, permette di applieare la proposizione del n. 188, «), facendo
in essn Z=op, ¢ dh cosl dne numeri positivi, v o n, tali che, re
(@, ¥, ¥o'te)) & un punte qualungue di 7' e se ¢ & un numero gualsiasi sod-
digfacente alla :

{2) 2 g — Ty, yy y'@) | < v
riznlta
i3) Sy oy ) — Ay Yy 6 @) — q L7 — (@] > n | 7 — w8 |

purché sia | 7' —y/(v) | = o,
Con queste premesse, possiamo ora seguire, con poche modificazioni,
il eagionamento del n.” 159,
Preso ad arbitrio un = > 0, sceglinmo, nell’intervallo (a;, b)), nm
ingieme ehiuso F, il guale:
a) sia tutto costituito di punti in eni esiste la derivata o' (@) ed
TR T BT
b) non eontenga né il punto @, né quello by;
o soddisfi alla disnguaglianza

4) : j_f(ar, Yol W (@ de < e
(o, by) — & :
d) sin tale che in esso la derivata y,'(w) visulti funzione continua
e) sin di misura > (b, — a,) — i
Tl numero p(x), ropra indicato, risulta funzione continna anche nel-

insieme chingo B, ed ammette in esso un minimo maggiore di zero,
Sia £ un numero positivo minore di questo minimo, minore anche di g, e
tale che, per ogni coppia x,, », di punti di 7, soddisfacenti alla (mg—2 | ==
e per ogni y soddisfacente alln |y — yya) | << g, eon (2, ¥ punto del
eampo A, i abbia .

(5) | Lty 3y 930 — Sy s 9o(#0)s wo\g) = B) | < v

Dopo efd, determiniamo, per ogni @; di F, i tre numeri p(x,), qlag) 210060
indieati, in eorrispondenza del punto [x;, y,(x,)], dal lemma Jdel n.° 157,
nel quale faremo p—=¢ e F =y /(x). B 5,(x,) <@, ¢, come gia abbinmo
veduto al n.° 159, esiste un numero M per il quale si ha, qualunque gin
di K,

| plmg) | < M, | gz | < M.

Inoltre, avendosi (Osservaz. I, n.” 157

.f.’ﬂ(m[?! yﬂ(‘nf))l S‘oil‘xn) 5 p} < Q".rxn) <‘f_|,a’{.]'-,” yo(:ﬁo}‘ yo?l.ru) - ;},

Dlteviori ‘proprieta degli integrali ece. LA

¢, per la (5), ,
| gag) — furlo,. ¥y 9o/(@)) | =< vy

per ogni @ di E soddisfacente alla |z, — @ | << g e per ogni y tale che (x. y)
appartenga ad A4 e sia [y —y (0| < g, e quindi, in virtn di (2) e (3
se @ appartiene anche a &,

S, ¥y §— Flxy Yo Y0} — L) [F' == 9@ > p | §' — 4o'() |
purehe sin | 7' — yi'le) | =9

Diremo E I'insicme dei punti comuni ad e ¢, Per esgere

: 1
(@) > (b — ) il Xy m(E) > (byg— dy) =2 X

4
: 1
(6) mi k) > (by — ) — 5 A

2

Come al n.” 159, possiamo ora determinare un sistema di intervalli:
Wiy My ey B, DON SOVEAPpOnentisi, tuttl interni ad (e, bO? & 1'1130]H.'m1r!
internmente ingieme K, in modo che, detto B, lo pseudointervallo dei
punti i tntti gli o ehe non appartengono ad T, i abhia

(7 mifey) < s

e
Fy

e in modo ancorn che esistano un 5 2> 0 6 m o coppic ps, qs (s =1, 2, ... m),
soddirfacenti alle disnguaglianze

(8) s <My s | <M,

(9 0 <”'vs Yol ?fc-!(w.-‘_l "k [?I’“ i Q:ﬂyu’{-?'”- < &,

(10) Fay sy —[ps 4+ 491 > 0,

(11) Sy 50— Sy el — @[l — gl > p i — ge) |

dolle quali la (9) deve risultare verificata per ogni o di J7, appartenente
a g, la (10), per ogni y, per ogni x di w; e per ogni y tale che sia
| — o) | == 52y com Lo, ) appartenente ad A ¢ la (I1), per ogni @ di w,
appartenente o B, per ogni y fale che |y — yi(w) | = o0, con (@, y) apparte-
nente ad A, ¢ per ogni 7' soddisfacente alln | j' — y/(z) | = =

" Possiamo supporre ¢, minorve delln minima distanza degli infer-
valli o da a, e da by, e sufficientemente piccolo afinché, per ogni » di I
e per ogni y soddisfacente alla |y — yy(x) | = o4, sin

(12 If{-l’ i, y,,’(ﬂ'-U —f{‘rg ﬂn‘\m‘jr .'J’II’II"EU =BT e

¢ affinehd anche, per ogni curva ovdinarin () appartenente propriamente
all’intorno (z,) della €, i abbia (n.” 149)

(13 J[p_:—i—qq;']dx- —J{p,+q3y’|r?w | <1%,
£ ) Uﬂ(x)
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dove 0% ¢ 0% rappresentano gli arehi della (f ¢ dells O, che si proiet-
tano ortogonalmente sul segmento w,. '
Congiderata, nna qualsiasi eurva ordinaria O, appartenente propria-
Illl.:‘-'llf-e all’intorno (2,) della (7, e tale che I'insieme dei punti - in cui
eststouo enframbe le derivate () e Yizh ed & | ylz) — Y@t >0
misura = 4, indichiamo eon Fe il eompone e
tutto di punti di K. Valendo la (6), &

y sia di
nie di tale insieme costituito

e e
m{ Ke) 3 i

Imlic]zimn? poi con B, B,@ FeW, le parti di K, By, E¢, rispettivamente
contenute in w,. E, per ogni 2 di Fe'y in virth di (11) e (12), 1
LAty i)y /') — (s + g (@) T — [ Fiaty yolon), w2 — (o4 quyygl(e)) ]

=LA@ y(@), y'@) — fla, ylx), u,'w) — gy (2) — 3,/ @)]

[ fla, yl@), yolx) — fla, Uola)y o' ))] > e | ') — ylva) | —=

=y

€ integrando sn Ho' e sommando rispetto ad s,

{,,r'f{”" Yy Yiw)] de — ‘f[rr-, Yolee)s ()] d:rr]
}_‘?[-‘ i’p:{r

_f [ “7?’3 —+ gt de —J ( Ps -+ gy, d;{[
L
(14 B S @
> I-LJ,I .?f’l,ﬁ'l) e -_]fn’q_.'t?} | e — emy E{r}
Fo
El=a
> 5 19k —2(by — a).

B, inoltre, per la (9)

1

(15)

j.f [, Yol yy/(2)] dae —J[ps gy ds < e,

E{n——E,: (&) E(S)—}f:!"{”
€ per la (4) (tenendo conto che H, & un componente di (tyy b)) — B e che %'«':-l
vale la (1) ¢ le (7) e (8), ' : ""gj
(16) J...f (0, yola)y ¥'(@) dw —

B,

— .:{.JI[Ps e = QJynf(iﬂ] da < e+ M [-}R{El'; +jt yur(x-’ | dm:l < 3
K, - Ei i
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ed anche, per (10),

(17) J‘f[fc, yla)y, y'te)]de — X j[ s == gy’ (w) ) dae > 0.
£
B+E-Fe B4 B —Fg®

Da (14), (15), (16) e (17), segue

[ETow—ETo] — [EJ [ps 4+ gy lde — Sj.[p; -+ /'] dm]
f 2 ‘U(s) 4 O

1
> o ok —e(by — ag + 4),

e tenendo conto delle (1), (4) e (13) (1),

1
IC_IGG >§]~|J?. et S(bo-—ﬂ'o_‘" 6)-

Siccome & & arbitrario, abbiamo, per

178

b T

1
Io— Ig, >;p.:ll,

ln quale disuguaglianza dimostra la proposizione enunciata al n® pre-
cedente, 1
OSSERVAZIONE — Valgono qui le stesse osservazioni I e II del n.” 159,

164. - Parziale generalizzazione del teorema di Lindeberg (*).

Se O, & una curve ordinaria: y==9,(2), (a,, b,), ¢ su di essa
sono verificate le condizioni 1) ¢ 2) dell’ enunciato del n.” 159;
se, inolire, esistono due numeri positivi, A ¢ @, tali che,

in quasi-tutto (a,, b)), sia

(1) o(®) < 4,
(2) 8, (@) v, (2), ¥, (v) £ o@) = 9;

scelto ad arbitrio un numero h =0, & sempre possibile di deter-
minarne altri dwe, p e €, pure positivi, in modo che si abbia

(3) Lo—Tg, = ¢,

(') 8i tenga presente che I'insieme K & completamente ricoperto
dagli intervalli w,.

(®) L. ToNELLI, Su due proposizieni di J. 1. Lindebery e I, E. Levi,
nel Calcolo delle Variazioni, loc. eit.
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per tutle le cwrve ordinarie C: y=y(x), (a, b), appartenenti
propriamente all’ intorne (2) della C, ¢ sarld;q}'m_,entt' alla disu-
guaglianza

5

(4) I |y (@) —y, (@) | dx =2,

a’

dove (@', b’) ¢ Uintervallo che contiene (a,, b)) ¢ (a, b), ¢ nel
quale le y'(x) e y,/ () si pongono uguali a zero dove non esistono
0 non sono finite.

Oi limiteremo, nel presente n.%, a dimostrare solo un caso
particolare di questo teorema, rimandando al n.° segnente per
per la dimostrazione generale,

~ dupporremo qui che la y () 'umm,tfa, in tutto 1'inter-
vallo (a,, b,), le derivate w,'(z) e y,"(z), finite e continue, e che
la condizione 2j dell’enunciato del n.” 159, sia verificata in
modo che, in tutto (a,, by), si abbia §'(x) =y, (2). Supporremo,
di pit, di considerare soltanto le curve ordinarie ¢ per le
quali 8i ha a=a,, b =10,.

Notiamo, prima di proseguire, che, nel caso attuale, la
condizione relativa alle (1) e (2) risulta superflua.

Jonsiderata una qualunque curva ordinaria €, soddisfa-
cente alla eondizione sopra indicata, dividiamo i punti di (s by)
in dne insiemi, ¢ e G, ponendo in @, tutti qu elli 1191 qnali
esistono finite entmmbe le derivate o J(.e,) e 1, (¢ (i) e

Yolz) | < 8, e in @ tutti gli altri. Avremo

»
J‘i Yy — | de :“; ¥—yy | dz +j| ¥ = dw.
&) !(? (i

Volendo che sia verificata la (4), uno almeno degli inte-
gm]i del seeondo membro di questa uguaglianza deve essere

= = 1 Se fosse

—f'.l

. . s I
(Y g d‘t-’—};;/*

iy

detto H Pinsieme dei punti di (¢, by) in eui y e g, esistono
finite ed ¢ 'y — ¢ | = 3, si avrebbe

J ¥ — ' | de =< s(by, — a,) + Am(H)

28

(2) l | /() — o) | de =5 2y
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e perecio
X

m(H) = i % (by — @),

A
€ per g < ———

4(b, — a,)’
m(H) >4A :

dunque la disnguaglianza (3) savebbe verificata in virti del
teorema di Lindeberg (m.” 162). .
Dopo ciod, haaher‘m considerare soltanto quelle curve C per
le quali &
1
)' agTe @fn |d 0
" -
G
Per tali curve, si ripeta il ragionamento fatto al n.” 162,
sostituendo, in esso, & a 7 e, alla disugnaglianza (2), I’ altra

by

fw[’b‘, yz); y, (@), ¥(x)|de = p,J' y—y, | dz

ay (e3

I:Q. l—‘

P~.

Si ofterrd cosl quanto si voleva dimostrarve.

165. - Dimostrazione generale del teorema del n.” pre-
cedente, _

Per le stesse ragioni addotte al n.” 168, anche goi il lemma del
n.” 168 el permelte di affermare che, senza ledere in aleun modo la ge-
neralitd della nostra dimostrazione, possiamo supporre soddisfatta, in (utto
il eampo A e per ogni ¢, la disngnaglianza

88 Sas uy W) >V,
com v >0,

Un'osservazione gid fatta al n.° precedente, permette poi di limi-
tarei a considerare soltanto quelle envve ordinarvie ¢ per le quali &i ha

1
'-I
Gy

dove (7, indica I'insieme dei punti di (¢, &) nei quali non esistono finite
entrambe le yiz) e gl oppure & | y'{a) —p/(x) | = A.

Con (ueste premesse, possiamo gegnire anehe gqui, con gqualehie neees-
sario complemento, il ragionamento del n.” 159,
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Preso ad arbitrio nun = > 0, sceglinmo, nell’intervallo (a,, b,), un in-
sieme chinso K, il guale:
@) sia tutto costituito di punti in eni esiste la derivata Yo'le) ed
& Yo(®=7,(#), e in cui valgono anche le disuguaglianze (1) e (2) del
° 164;
b) non contenga né il punto @, né quello b;;
o) posto B'=(a,, b)) — E, soddisfi alle disnguaglianze

® ﬁ V(@) | dn <e, jf{x, ol g < 5
E’

d) gia tale che, in esso, la derivata y,(x) risulti funzione continua.
Indicheremo con R il massimo modnlo della y,(#) in B, aumentato di A.
Congideriamo il campo T dei punti (z, 'y, ) tali che = sia un gna-

lanque punto di Z, e che si abbin y=y,@ e ¥ =y (@). Le condizioni
poste nel teorema da dimostrare consentono di applicare la proposizione
del 1. 138, ¢), e di determinare cosi un numero & > 0, in modo che, se =
¢ nun punto qnalangue di E, si abbia

oY@,

tutte le volte che il punto (# ¥) apparticne al eampo 4 ed &
E—w |8 y—yfe) [ =<5

(5). q — Furl@y yyl@), Yo'(x) | = ia
|y — yo'(w) | = A.

Per ogni 2 di K, indichiamo con g/(w) la meti del limite snperiore
di tutti 1 valori, non superiori a 2, che pud avere il numero p(x) della
condizione 1) del teorema del n.” 159. Tl g{x) risnlta funzione eontinua
nell’ingieme chiuso # ed ammette un minimo maggiore di zero. Sia & un
numero positivo minore di questo minimo e minore anche di 2. Sup-
poniamo & anche tale che, per ogni coppia z,, @, di punti di H, soddi-
sfacenti alla | x, — x| <" g, sia '

(6) | Jur(y yolo)y 45'(@) — Furierg, yulag)y 4/ (ag) 2= B) | ":Bi

¢ che in ogni intervallo di (a,, by); di ampiezza &, la y,(x) compia un’ oseil-
lazione minore di EB.

Fatto questo, determininmo, per ogni z; di F i tre numeri p(x),
gz, py4(xy), indicati mel lemma del n.° 157, nel gnale faremo p=¢ e
7=y x). B pi(x) <@ ed esiste (1) un numero M per il quale si ha, qui-
Inngue sia x, di B, _ :

[ plog) | < M, | glwy) | < I

{1} Cfr. il n.® 159,
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Inoltre, avendosi (Osservaz, I, n.' 157)
Ty Yoln)y Yo't,) — B < qlengd < fiyrlany s Yowods o'y) -1+ £,
&, per la (6),

(7) ley) — Lty (el yo'ia)h | /&5,

periogni « di 70 soddisfacente alla »— x| < g, e quindi, per (5) e, {4,
s 0y Y)Y =S s 9o') — gy — @) = E Ly — g |

per tuiti gli @ detti, per (n, y) appartenente ad Ay con |y — gy < g,
e per y' tale che |y —yfiz) | = A
8i ha anche, per ogni (x, ¥ appartenente al campo 4 e all’in-
tarpo (‘)Hl(fz‘,})) di (2, ydx)),
S Uy Yo'(@)) — [plag) = gy ()] > 0,

¢ per le (4) e (T} se |y — y/ixy) | ;:-_ A,
Sy ) — Ji@yy s (o)) — @y — Yo'l = 45 B — .‘)_"cﬁxu] |-

Sommando gnoste due disnguaglianze, si n’rhenf per il punto (x;, )
detto ¢ per [y'| = 2R (),

f{n,y.yl—;p(.ro)—f-q.rg‘w]:> lpglmo\]> Iy l.

Procedendo come abbiamo fatto al n.® 159, possiamo determinare ora
un sistema di intervalliz g, oy, ..., ., non sovrapponentisi, tutti interni

ad (ay, by e vicoprenti internmente 1'insieme I, in modo che, detto &, lo

pseudointervallo dei punii di tufti gli @ che non ‘lpllull‘tellgotlo ad F, si
abbin

(8) ni( 1) < J”| Yo'l

ek

e in modo ancora clie esigtano un numero pe >0 e m coppie ps, ¢
fs =1, 2,....m), soddisfacenti alle disugunglianze

@ ; ' . | ps ! <My e | < M,
(10) 0 < fia, yole), yolla)) = [pat-guyy'(2)] <,
(h Sy Yy ) — (s + qsy] > 0,
(12) T, Uy 0 — Sy y, w(@) — Ty — ') => fA [~ 45} s
(18) 1 9 ) —(p+ g1 =2 |y

(1) Poicheé & sempre in B, |y/#)| <R -A<R, se & |y|=>2R,
visulta | y' —yo'a) | = o' | — | y/(@) |>%’ Ly’

TORBLEY - Vol. 1. i g8
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le quali devono risultare verificate per (a, y) appartenente al eampo A,
econ gy soddisfacente alla |y — gyl | < say €, 1o (10), per ogni @ di K ap-
partenente ad oy, lo (11), per ogni @ di vy e ogni ¢ la (12), per ogni
(i E appartenente ad o, & ogni ' tale che |y —ytw) | =4, la (13), per
ogni o di we ¢ ogni y' lale che |y = 2R,

Possiamo supporre 2, minore della minima distanza degli intervalli o
da @, & da by, e sufficientemente piceolo affincheé, per ogni @ di H e ogniy
soddistacente alla |y — yylx) | =2 pg, sia

(14) Ty Y@ — e o)y gollen | <5

e affinché gin anche, per ogni eurva ordinarin ¢, appartenente proprin-
mente all’intorno (z5) della O,

.

: : : 4 | :
(15) (!' Ps syl di —Jf;ﬂs + gyl f?.--'v1| < ;,
- 11

/ s Bk
L] 2
(, & ("tl 5

0% e (1 essendo gli archi di € e O che i proictiano orfogonalmente su ;.
Sia ota € unn enrva ovdinaria, app.uf:t‘nuzr: ]3mprmnwnte all’in-

torno (z) della €, e soddizfacente alla (21, e indichiamo con Ho Din-.

sieme dei punli comnni a I e Ges indichiamo poi con H©, f£®, 7_7(!‘“, Ie
parti di K, E,, Ho. rispettivamente, contenute in ey, In Fe® valgono
la (12) e la (14}, ed & in gnasi-tutto tale insieme, :

; X .

[ S, o, @)} — (s -+ gy (@] —Lfie, yol)y 9100) — (Ps -t ga @]

' = i), Y — T, Y, ¥ @) — ¢s(Y'(®) - yg' @)

1 ey gl ') — Flw, yol@), 9(=)] = 4% | yla) — /() | -— s,

donde : )
I [ ‘Nlﬂ::,f. plhy ') da —J.?‘"{Wg Yol Hy'la) d;‘:] e
o Bo :
T8 — X [J‘Ps-'-qsg!'“))dt_t‘{p*—!_g’"j” n d.’l‘]
’ 3 DTkl Bo'
= {FA j ) — 'ty | i — em (g,
Eg

" Nell'insieme F® — it sono verifieate insieme le (10§ ¢ (11), ed &

" fi W d
(17). [Jﬁ.c. i), ' (o) dax —J Ty yotad yy (@) da::l —
E—o E- T :
P U”"“ i) Ao —J (s -+ @y (@) dsc]
. }_?{.9}_ !;1':' (&) .I‘..I -9]_}_;{‘ (f.3]

> — st — Eo),
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Nellinsieme B® & verifienta o (11), per ogni #yoe la (3], per g’ tale

che |y =2R; & dungne

(18) ‘j{r W)y ylun)de — X l [ps -+ qu,rtu]rh} ‘|u[.m r?f—if m ().
¥ 4.
", B o}
E poi, per le (31, (8) & (9 (rammentando che B, & un componente di B,

¢ che vale Ta (1)

e [f (0 )y p/(@0) dr — 2 fl.ir.< gy ()] die < Bz
tE, ¢ F,.Hl(};)
E, infine, per la (1), se poninno "= («, I';} — I,

(20) [fm yi@), o) da > iny-'er-) |
H.U EH

Dalle (15), ('Lﬁ}_, (17), (18), (189, (20) ¢ dalla 2* 1leile-(3], si deduce

-1"-’—]—‘5’o>_55_‘5”"fﬁ‘3‘*"__Jz(j 1;{.1;——1;n(.m r?..';—i— fJ(tHfi’:

T fs,
— R-m{El‘J) + v "I yix) | du.
LA
K

Ora &, per la seconda delle (8),

§|..EI"(95) | de = f: yle) — () | de — ‘ Ly () | e
;‘,_‘ M ! £,

‘1 1 o

= j | () — 1) | dw—s,

¢ analogamente in F” per Ia 1 delle (3). Se dunque indichiamo con il

minore dei due numeri -}f—& ¢ v, abbiame, tencndo pregente

delle (8),

la prima

Lo =T, 5 —s (7 4By —ctg) fﬁ) i r Yy~ y(x) | dee.
- 1] '
Ho+ B+ E"

Essendosi supposta verifieatn la (2) e osservando  che 1 punti dellin-
sidme Go sono tubti eontennti in Eeo- B, - 7", &1 ofticne

z B 1=
Te—To, > —= [. R e 41) +

e poiché = & arbifrario, In proposizione da dimosbrarsi @ provata,
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OsSERVAZIONE — Vale anche qui, come gilv al n.° 163, 1'Osservaz. I
il n.® 159; nen pud perd dirsi alfrettanto per 1'Osservaz. 1T dello stesgo n®s

166. - Nuova forma della proposizione del n. 164.

@) Se Pintegrale I & quasi-regolare positivo normale,
le condizioni del teorema del n.° 164 sono verificate su ogni
curva ovdinaria €, per eui la derivata y,'(¥) sia, in quasi-tutto
(«,, b)), inferiore, in modulo, ad an numero fisso. Non altret-
tanto pud dirsi se la restrizione ora indicata, relativamente
alla C,, non & rvispettata; per altro, in easi imporfanti, la
proprietd stabilita dal teorema detto sussiste ngualmenfe. Di
id si tratterd al n.’ seguente; qui vogliamo soltanto eonsi-
derare il caso della funzione flz, o, ) =V1+4y", perche esso
ci permetterd di dare un’altra forma allo stesso feorema gene-
rale del m.° 164..

Se consideriamo nna curva € (n.” 131) qualunque (sia essa
o no ordinaria), di equazione y =y(a), (a, b), 1a sua lnnghezza L
& data (n.° 65) dall’integrale

b
[Viy e

Per questo integrale la proprietd espressa dal teorema
del n.” 164 & gid stata dimostrata al n.” 67, b); e di essa si ha
anehe la reciproea nel teorema del n.° 68, b). Si ha dunques

Se C, ¢ una curva qualunque del ne 131, di equazione

y = u,(@), ia,, b,), scelto ad arbitrio un numere A >0, & sempre

possibile di determinarne altri due, ¢ ¢ p, pure maggiors di zevo,

in modo che, per tutte le cuwrve C (n. 131) appartenenti pro-
priamente all’ intorno (2) della C, e soddisfacenti alla  disu-

gquaglianza
i

(1) {1y@ =y =1,

a’

— dove (', V) ¢ Uintervallo che contiene (a,, b,) e (a,b), ¢ nel 4
quale le y, (%) e y'(x) st pongono nguaeli a zero dore non esistono

o non sono finite — si abbia

(2) L—=ILy=¢.
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Viceversa, scelto =, si possono determinare % ¢ g in modo
che, per tutte le curve C appartenenti propriamente all’intorno
(2) della 'y ¢ soddisfacenti alla (2), si abbia la 1)

b) Questa proposizione mostra che quella del n.' 164 &
perfettamente equivalente alla proposizione segnente:

Se € & una curva ordinaric : y =y, (), (@, b,), ¢ sw di essa
sono verificate le condizioni 1) e 2) dell’ enunciato del n.° 159 ;

se, dnolire, esistono due numeri A e v, positivi e tali che,
in quasi-tutto (ay, by, sie

p(:?_‘-) == A

&, yole); a0, ¥, (@) Fe(@) = 95

’

scelto ad arbitrio un nwumero » =0, ¢ sempre possibile di deter-
minarne altre due, ¢ e &, pure maggiori di zeve, in modo che
st abbia

per tutte le curve orvdinaric € appartenenti propriamente tl-
intorno (p) della C, ¢ soddisfacenti alla L — L, = 4.

167. - Su una particolare eategoria di integrali regolari.
a) Se Udintegrale I, ¢ regolare;
se, per pgni porzione Lunitate del campo A, esiste un nu-
mero positivo am, tale che, in tutta la porzione medesima ¢ per
tutti gli y in modulo maggiori di 1, sia

(1) Y ke e Y = my

fissata wuna cwrva ordinaria C, e preso ad arbitrio un
numero positivo S, ¢ possibile di detevminare altri duwe nu-
meri, & ¢ g, pure positivi, cosi che si abbia

_;‘r.g— lf-’n :)' E,

per ogni curca ordinarvia C apparienente propriamente all in-
torno (g) della O, ¢ soddisfacente alla disugueglianze L. — L, >3,

Si consideri la porzione del ecampo A costituita di tufti
i punti di A che distano dalla eurva €, di non pin dell’'unita
di lunghezza, e si indichi con A'. Se m ¢ il numero corrispon-
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dente ad A’ che veriliea Ia (1), si ha, in ogni punto di A" e per
qualunque o' =1, :

=

(2) (14 yrz)-_; JyA® Yy Y)=m.

E poiché il primo membro di questa disuguaglianza, per es-
sere Tg regolare, &'sempre mageiore di zervo, esso, nel campo A’
¢ per ogni %" in modulo = 1, ammette un minimo m', maggiore
di zero, Indichiamo ¢on il minore dei due nomeri m e w',
¢ formiamo la funzione

S, u, ¥) = 1o, ) —m V1 4yt

by o

Tingr =Tynir —
e
: (Lo e

¢, per la (2), che vale per ogui ¥, se al posto di m poniamo mn,,

.ﬂf’u’ = Oa

in tutto A’ e per qualsiasi y'. L' infegrale

[j i Ty 1, yll} da

€

~

3 dunque quasi-regolare positivo in A ¢ (m.° 153) semicon-
tinuo inferiormente; pertanto, se I ¢ un numero positivo = 1,
per ogni curva ordinarvin €, appartenente propriamente ad
un certo intorno () delln ¢, &

I‘j'd-:u — Jem 3,

.
Cy

EI‘ Fdu >

ossia .
1o == To, — km3 A m (L — L)

ed anche, se la € soddisfa alla L — L, = 3,
IL“ —_ TUL. > ]H-irj(] = k),

la quale disuguaglianza dimostra il nostro teorema. Essa mostra
anche che il numero ¢ dell’ enunciato puod prendersi uguale ad

£

B
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un numero positivo qualsiasi minore di 2, moltiplicato per il
limite inferiore dei valori di
il 2 i
(14 ¥ ) .fy’y’ ("Bs YY)

in un intorno comungue piceolo della enrva C,.
by Il teorema dato in «) vale, in particolave, se ¢

-~

S, ?), ) =gle, ) V149,

ér_m- g(x, y) =0 in tutto il campo A,
Bd infatti, in tal caso, T¢ ¢ regolare e vale la (1), perché
e, per |y'| > 1,

y B iy
(Y P = gl ¥) —— = gl=, :v)( ; ) == glx, y}(—_]*:
o 149", =
- (149y)* :

168. - Generalizzazione della proposizione «) del n.° pre-
cedente. : :

Sia glo, 9, ¥) ona fanziene definita, come k- fie, w, y') in totti i
punti del campo A e per ogni ', e come la F sottoposta alle condizioni
di continnita ¢ derivabilith fissate al n.° 133, Abbinmo;

Se, per ogni poerzione limitata del campo A, esiste wn nwmero posi-
tivo m tale che, in esso porzione e per ogni Yy, valga sempre la disugieo-
glianea : _

(1) Twwxy Yy W) Z= mayry oy 3y ¥
eongiderale wna curva ordinarvia O, e preso ad arbitvio un nuwmero posi-
tivo &, si possono determiware due allri numeri positivi, ¢ e g, cosi che si

atbhin
(2) . w To—To, =5,

per ogni curea ordinaria O, apparteneite propriamente all’intorne (2)
. i Sy
della O, e soddisfacente alfe disuguaglianza

@ [ﬂ(-r, W Y e —J.{J(ﬁ’-, oy Yo 1o = 2.
i s
La funzione
My yy yhr=fiw, y, ¥ — mgi®, Y, ).
dove m & il numero che verifica la (1) nel eampo A’ composto di tatti i

punti di 4 che distano dalla ¢}, per non piit dell’unita di lunzhezra,
soddisfa alla disnguaglianza

. Furgreey g W) =0,




410 Capitolo dodicesimo

in tutbo A’ o per gualsinsi g, Dalla proposizione del n.° 153 seone dangque,
per ogni curva ordinacia € appartenente proprinmente ad un certo in-
torno (g) della ¢,

!,fd-x, > f fde — ”;}E,

4] 0} =

088
.3 . a
fo>> 1o, —% “+ m-(‘_q:?.z: — _yrt.r) ;
: © &, :
Se ora la O soddisfa alla (3), &
e

== I(r'n s 2_ 1

la gquale prova la (2).

169. - Limite superiore di I, in prossimith di una data
enrva. 8

Contrariamente a quanto accade nel caso degli integrali
in forma parametrica, per quelli in forma ordinaria non pud
affermarsi, neppure nel caso degli integrali regolari, che, con-
siderata una curva ordinavia €, tutte le altre che apparten-
gono ad un intorno comunque piceolo della €, e ehe hanno
lunghezza inferiore ad nn numero fisso, diano ad I, un va-
lore anch’esso inferiore, in modulo, ad un numero fisso. Cid
risulta immediatamente dall’ esempio addotto nell’ Osservaz. I
del n.» 161, nel quale I’integrale considerato & regolare.

Pud invece, nel c¢aso regolare ed in un altro che ora esa-
mineremo, affermarsi che le enrve orvdinarie C, che appar-
tengono ad un intorno eouvenientemente piceolo della ¢, o
che danno all’integrale T, un valore, in modulo, inferiore ad

un numero fisso, restano in linghezza pure infeviori ad un

numero fisso. Dimostreremo, a questo proposito, il teorema
seguente : '

Se Vintegrale 1o ¢ quasi-regolare positivo, seminormale ;

oppure, se o verificata la condizione 1) dell enunciato del
(e TN T

considerate wna curva ordinaric C, e preso comungue un
numero D, ¢ possibile di ‘determinare due mumeri positivi, o e A,

(Y1 A proposito di questa condizione, vale quanto i & detto nell? Os-
servaz, del n.® 165,

Ulteriovi proprieta degli integrali eee. 1

tali che, ogni curva ordinaria O, appartenente propriamente
all” intorno (2) dellq € e soddisfacente alle limitazione

[l) Ip= (I]-.
verificli la diswguaglionza
(2) - [J‘( —'-\-.

Quando Iintegrale T, sia regolare e sia, inoltre, verificata
la eondizione del teorema «) del n.° 167, questa proposizione
si pud dimostrare con un ragionamento analogo a gquello usato

“al n. 122, «)

Supponiamo verificata la prima delle ipotesi qui formu-
late, e, detla y=y,(2), (a,, b)), I'equazione della €,, con-
sideriamo un punto qualsiasi @, di (4, b,). Detto ¢ uno gna-
lnmgque degli o per i quali ¢ fir @, yolz,), §) >0, sia I il
doppio, anmentato dell’ unith, del minimo modulo di gquesti ¥,
e indichiamo con ' questo H, se ¢ fopid2,, yi), 1) =0,
oppure — H, se ¢ f,Ax,, y(x,), — H)>= 0, oppure, infine, il
punfo medio del massimo segmento dell’asse ¥, appartenente
all’ intervallo (— H, H) e tutto costituito, ad eceezione
degli estremi, di punti ¥ che verificano la disuguaglianza

Tk, wle), y).= 0, scegliendo, qnalora di tali massimi se-

gmenti non ve ne fosse uno solo, quel punto medio che
corrisponde al maggiore valore di . Questo punto y,' risulta
interno ad wn intervallo dellP asse o’ i cui punti, ad eccezione
degli estremi, soddisfano alla £/, . y.2,), ') = 0. Indichiamo
con o) la meta della minima distanza di ¥ dagli estremi
dell’ intervallo detto, ponendo o'(z,) =1 qualora quesia minima
distanza risultasse infinita; indichiamo, infine, con gla,) la

metd del limite superiove dei numeri positivi 3 < p'(z,) e tali

che, per tutti i punti (2, y) di 4 ¢ per tutti gli y soddisfa-
centi alle
e mlj? Y '1','0(_:1:1]}2 581 -'y’ = ?)'1" <E!
sia '
(3) Kz, y:1 9, 7)>0,

per tutti gli §'==9". Risulta cosi che, per ogni punto (2, y)
di A ed ogni ¥y soddisfacenti alle

(=3 ) 4 (g — gl <Zplz), ¥ —y,| <)
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rale la (3), per tufiti gli ' ==9', e si ha con ¢io che, in ogui
punto della ¢, ¢ soddisfatta la condizione 1) dell’ enuneciato
del n.° 159,

Possiamo asserire, pertanto, in virth del lemma del n.” 158,
che, tanto nella prima quanto nella seconda delle ipotesi for-
mulate nella proposizione che vogliamo dimostrave, & sempre
possibile decomporre la eurva ¢, in un numero finito i
archi: ™, G, ..., C;", per ciascuno dei quali esista una
coppia di numeri p®, ¢*, in modo che, posto

| ki L —|"_Q'w?)"):
risulti

(4) Ny y, o) =

con v numero fisso, positivo, in tutti i punti del campo A
appartenenti ad un certo intorno (2) di 9.

Sia g, nn numero positive, minore di g, scelto in modo
che ogni arco O di curva ordinaria €, il quale appartenga
propriamente all’inforno (¢,) di €, verifichi la disuguaglianza

¥l

;J‘(f’m &' q‘“;lf}d:b‘ j( P q“‘l’:b")e‘lfb ‘ - ]l”,

€ 0,
e ¢id per tutbi gli s, da 1 ad m. I cosi .
3) BV Uy > 1 +“[(p“" 4+ ¢y )de = Q.
Cfﬂ : (’r {8y -

Cio premesso, sia €' una qualsiasi enrva ovdinaria, appar-
tenenfe propriamente all’intorno () della €, e soddisfacente
alla disnguaglianza (1). B

".‘Hu T
[f W, y, y)de + EJ( P q“’fr; ]d‘.v
i M) A {is?

dove abbiamo indicato con ¢ gli archi della ¢ corrispon-
denti a quelli ¢ della €, intendendo che, ad eccezione del
primo e dell’ ultimo, tutti gli altri abbiano, sull’asse delle z, la
- stessa proiezione ortogonale dei.corrispondenti €9 ; e, per la (5),

(6) ?J:f‘”(su, y,y)de<Ic— Q<@ - ¢.
s

"
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Ora e, in virttt della (4,

gk
ifi= f'\ 1 —1 ' *dw <[ 14|y )de = (b—a)- }-—1 Jj""(fe:, oy, y )l
(ks

i~

e, per la (6),

L<(b—a)+ é{'@ — ),

e il secondo membro di questa disugnaglianza, se g, & suffi-
cientemente piceolo, resta inferiore a

(b, - mal+(¢—@,

c¢he & indipendente dalla eurva C.
Dalla proposizione ora stabilita, scende eome corollarvio:
Nelle condizioni del teorema precedente, il limite superiore
di I, relativamente a tuite le curve ordinarie ¢ che appar-

. tengono propriamente ad wie intorno (2) qualsiasi della curva ',

& sempre |- oo,

70. - Comportamento di I in prossimith di una eurva ¢
sulla quale la f(x. %, ¥') non sia integrabile,

Sia O una delle enrvve ¢ del n.° 131, tutfa costitnita di
punti del eampo A, e definita dall’equazione

Y =yy(2)y (g5 by)

Si supponga che questa C, non sia una curva ordinaria, vale
a dire che la funzione fla, y(2), ¥, (%)) non sia integrabile nel-
I"intervallo {(«,, b,). Vale, allora, la seguente proposizione:

“Se Iintegrale I, ¢ quasi-regolare positivo ;

Cappure, se sono verifieate le condizioni 1) ¢ 2) dell” enan-
ciwto del n.° 159 ;

preso ad arbitrio un nwmero K, si puo sempre deter-

minare un altvo numero ¢ =0, in modo che, ogni cwrva ordi-
naria C,appartewente propriemente all’ intorno (o) della curva ',
sulle quale la fiz, y, y') non sia_integrabile, soddisfi alla disu-

guaglianza
1,>K.
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@) Supponiamo, dapprima, verificata la prima ipotesi,
€ poniamo

L@y y, v) =1, y, o) —[fiz, ¥, 0) 4 ' fo A2, y, 0)],

L.-:[ﬁzx: i j' (£, 9, 0) 4=y T, u, 0)]da.
b1 i@

) E, in tutto il campo A, ¢ per ogni ¥,
?;(ms Y, ¥ =0,
.ﬁ»”y’(ms Yy ¥V =Ty, ¥, Y) =03
inoltre, poiche y (2) & una funzione assolutamente eohtinna, la
L@, y (@), 0) -y, (@)f Az, Yy (@), 0)

¢ integrabile nell’intervallo (a,, ,) e, in forza della proposi-
zione del n.” 149, I integrale '

J[fm;s ¥ O) -y f A, v, O)]fh’

£}

& una funzione continua anche sulla curva €. Su questa curva,
per ipotesi, non & integrabile la fiz, ¥, ¥"); sopra di essa non
€ dunque integrabile neppuve la f(z, y, ¥); o siccome (uesta
funzione & sempre maggiore o ugnale a zero, preso 1 nu-
mero posifivo R e indicato con E "insieme dei punti di

{@,, b,) in eni la derivata y /() esiste od ¢ in valore asso-

Iuto < R, &

; J.f(ﬂ:, Yal2), yo’{m).}fhv'—“_k By
B

per R—- 4 oo, La fuunzione fiz, ¥, ¥) rvisulta, invece, integra-
bile sulle eurve ordinarvie €, perch¢ sopra di esse sono inte-

grabili tanto la flz,y,y’) quanto la somma f(z, y. 0) 4y f,(x, 9, 0). -

Prendiamo il numero R sufficientemente grande affinche
sia

(h J‘.ﬂx, Yo(@), Yo' (@)]de > K +-1+4- IJ[,J"{':B, Y, O) =y fy ey y, O)dx
) - Oy

tivamente minori di g e
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e scegliamo poi un 2 =0, in modo che ogni enrva ordinaria
appartenente all’ intorno g della €, soddisfi alla disuguaglianza

| .
! ‘Lf'(fﬂ, Y 0) Y 1Ax Y, 0)de —
(2)
A ]
[1_;"(_(1:, Y, )4y fle, Y, ﬂ}|r?ru‘ r=

il

Dopo ¢id, rviprendiamo il ragionamento del n.” 153, so-

stituendo, all’insieme F ivi definito, quello E or ora indi-

cato, ¢ osserviamo che, anche nel caso attnale, ¢ certa 1'esi-
stenza dell’ integrale

!‘g(:r-, Y, ?i"}"m' ¥

e

anche se la curva € (n.” 131) non é ordinaria, perche, essendo,
in tutto Vintorno (g) della C,, |g(z, ¥, ¥)| < M, & in tale
intorno, glo, y, ¥')=glx, ¥, O)+yg,Ax, 4, ¥)<glx, v, 00+ y | M.

Seegliendo i numeri g, ¢ =, della dimostrazione defta, rispet-

5 abbiamo, per ogni curva ordi-

naria €, appartenente propriamente all'inforno (2)) della €,

’.gd:v >_[gd’:r: — }1},
© e R R
rﬂim =t _‘-gcin: A
o ¢

fgt2= (g, v, w)de = [T 9, e,
O ¥ o3 i

da cui, tenendo conto delle (1) e (2),
L= K,

come appunto si voleva.

h) Veniamo ora alla seeonda delle ipotesi formulate nel
nostro enunciato, e rammentiamo che, per il lemma del n.* 158,
possiamo decomporre la € in un numero linito di parti: Y,
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C,\ ., O per ciasenna delle quali esista una coppia di nu-
meri pt?, qf”, in modo che, posto

S e O ),
risnlti
f{a-} ~ (),
in tutti i panti del campo A che appartengono ad un eerio
intorno (g) di €,”". Supporremo che g sia preso in modo da
render soddisfatta, per qualunque curva ordinaria ¢, appar-

tenente propriamente all’intorno (g) della C,, la disugua-

glianza

&

{3

v-ld§

‘l }l:n L Q(H w l‘i"ﬂ _J g ?}lg‘;l =l qts:1 y' L da % l S
|

(10 ()

b =

dove €™ indica Parco della € che corvisponde a €, inten-
dendosi che, ad eccezione al pitt di Y o 7 oli estremi
di 09 abbiano le stesse ascisse (i quelli di ¢, ;

Per guanto gbbiamo osservato piit sopra, I'espressione
Py ¢ integrabile sn €7 e sn (77, e sopra questo se-
condo arco ¢ anche integrabile la fx, y, ). BEsiste, invece,
almeno un € sul qunale la’ " non & integrabile, poiché
altrimenti la flz, y, ¥') sarebbe integrabile su tutta la (), contro
Iipotesi fatta, Sia % an areo su c¢ui Ja ™ non ¢ infe-
grabile. Indichiamo ¢on R un nnmero positivo fale che, detti 8
Vintervallo dell’asse delle @ sn eni si proietta ortogonal-
mente 47 ed F 'insieme dei punti di & nei quali Ja deri-
vata ¥,/(@) esiste ed é, in wvalore assoluto, minore od ugnale
a R, si abbia : 3

LY
T, yol@), y (@) dx > K414 = ] P gy L |
b =D (’1 (&5

JIndichiamo poi con F un componente chinso di 77, il
quale;

a) sia tubto costituito di punti in eni & (in relazione

alla condiz, 2) dell’ enunciato del n.” 159) §'(2) =y, (@);
b non contenga nessuno dei due estremi di 33

.

.
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¢) soddisti alla disugnaglianza

. 2
{.-1} J:‘Z‘U .){x’ ?fc(ﬂ;), %o (’J‘])J’E SN ‘__ 1 41 y [. ptg‘\ 2y Q(N y' { dx Is
|
0\ U (i)

d) sia tale c¢he, in esso, la #, (%) risulti funzione continna.

Si riprenda, dopo ¢io, il ragionamento del n.° 159, sosti-

tuendovi il segmento (@, b)) col segmento 3, I’insieme F

con B, B e E® con E9 e E@, rispeftivamente. 8i avrd,
indieando con (" “O el arehi C3% del n? 154,

Jﬁfu (@, Yo, Yo Vo _‘l"w Qs Yo Yz < € m (159,

J 1, ’?}n, Yoz — r(y 4= ¢, Y ) dx < e m (F'9) +

};nl’o‘ﬁ f' %)
= M% m(,) it [ Yo'l d’fr
bl 1]
o
- T, Yoy el — ](m g,y )dE <2 (34 2);
T‘? y(: {x) =
e poichd & ¥ F® = F, si avid, per la (4),
4 ;
(s —|—g,:;)(h> K1~ |—|._; [ e +Q‘”b’ lde| —=(34-2),
'9 o
(J (8 T

: ; . 1
Prendiamo re<_.)-(.~ 51 3). e il ¢, del n.? 159, minore del 5

indicato pitt sopra. Avremo, per ogni eurva ordinaria C,
appartenente propriamente all’intorno (e,) della ',

‘(p —l—q,a;)fh: —“I(p +gg¢;)d:c <e,
L
G S

e quindi, por essere

P‘"”(L oy yde — ‘ (Ps -+ q.y)da =0,
oW @

&

L ‘\"{ﬂt ;

o,
!
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e f" =0, e indicando con € la parte della € che si proietta

ortogonalmente sul segmento 2,

: n -
rf(m(_q;, Yy, yde > K- 1 - I EI; POA- Y flﬂ:‘ —e(54-3)
e Lt .
o Ou(r)
L
> K+%+ PP+ ldr |,
1

0,
ed anche

J' Fo(x, y, y)de > K + é - ‘ 5 f[ e q{""y’]dw|-
e i 0,0

Per i valori di » distinti da r, , abbiamo poi, per la 7 > 0,

j.r"""tx, Y, y)dz =0,

Oe’ 1)
onde

’ |'n Yo o
55 If""(x, Y, ¥z = 1{+; 'i—‘ > j[p“ i S B (16 {2
=& : 1O

e, per la (3),
Ic: E J.f""’d‘-l? e EJ}PU-) = qcray’mx S

: o : a'n

La proposizione enunciala € cosi dimostrata.

171, - Osservazione. :

La funzione f(x, v, y'), consideratn in quanto preeede, !?oiliiiﬂfa sempre
alle condizioni per essn pesta al n.® 133, fra le quali vi & quella 'd(-.l'l_a
eRrirtensa, finitezza e continuith della derivata parziale fyse ¢ la condiz 3).
Se queste condizioni vengono a mancare, le proposizioni date nel presente §
continuano ancorn a sussistere?

B facile aceertarsi che la proposizione del m.° 161 vale ngunlmente
chie, se somo verificate le ipotesi poste per la 7(a, v, v) .a.l‘ n.” 155, vulg:mo
pure quelle dei nt 162, 164 ¢ 166 b). Per queste tre ultime, basta Fipor-
tarsi alla dimostrazione delln semiconfinuita data al n.® 160, ﬂn!!ﬂhcf a
quella del n.® 159, tenendo conte, invece di traseurarlo, .c:r'l tern‘mw
&lx, 3 v, ¥), in modo analogo a quanto si & fn,tt_o nelln _{h-noslmzwne
del n.? 162, Qui deve avvertirsi e¢he non occorre siano verificate le con-
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dizioni 1) & 2) del n.° 159, per tutti i punti {w, ) del eampo 4 che sod-

‘disfano alla disuguaglianza

(€ — P (4 — gof@g)? << p2(my),

iy essendo un punto qualongne dell’intervallo (g, by)y in cui ¢ data la
fanzione yi»), che definisce la cnrva Cy: basta che esse risnlting soddi-
sfatte per i punti (ry y) del campo A che verifieano la |y — Yolx) | < slax), »
essendo un punto qualunque di un dato pseudointervallo H di (a,, b,) i
misura b, — a,, purché perd la funzione plx) risalti in B semicontinua
superiormente 0 soltanto quasi-continuga, o, pit genernlmente, purché si
possa determinare in K una funzione auasi-continua p'{e) soddisficente
sempre alln condigione < (=) < plin).

Valgono anche, sotto le condizioni 0pri indicu,tu, ke proposizioni
dei n.i 167, 169 ¢ 170. : '

§ 2. TROREMI DI CONVERGENZA E DI CONFRONTO,

172, - Teoremi delle lunghezze.

a) Se¢ sono soddisfutte le ipotesi del teorema del n.* 164, b),
oppure queile del n.° 167, data wunae successione UMK B0 RSl o Ay ey
di insiemi di curve ordinarie Coy convergente wniformemente
verso una enrve ordinaria C,, dalla

' z I(f" {'_’ ()
scende la
I
B consegnenza immediata delle proposizioni dei n.t citati.

b) Tenendo presente Ia proposizione del n.° 141, b), si ha

pure: '
Se ¢ verificata una delle due ipotesi del teorema precedente ;
se, inoltre, esistono tre numeri positivi, o, ). ¢ A, tali che, in
tutti @ punti del campo A appartenenti all’ intorno (p) della C
sia | fiz, g, ¥) | <A4Aly [; '
condisione necessaria e suffiviente afinche, date wne sue-
cessione (O, VO, o (0, ...y divinstemid di curve ordinarie (it
tendente wniformemente ad wuna enrva ordinaria C,, sia

iy

}. j”n ‘i s Icn ?
¢ che si abbia
| Ly > IJL-, ¥
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173. Teoremi generali di convergenza.
a) Se g(z, v, y') ¢ una funzione definita e continwa in tutlo
il campo A. e per ogni y' finito, ¢, data una cwrva ordinaria ¢,
esistono ire numeri positivi, p, . e A, tali che, in tutti i punti
del campo deito appartenenti all’ intorno (g) della €y, sempre sid

glz, 4, ) <h-=Aly'|, oppure sempre [g(z, y, ¥) | <A - Af@ 9,95

se sono soddisfatte le condizioni del teorema del n.° 166, b),
oppure quelle del teorema del n.° 167 ;

considerata wna successione 1O, 1040 vy Oty di insienti
di eurve ordinarie U, , tendente -u.nifaa".'neuz}a alle O, dalla

» Iﬂu i RS }."-.Iu?
scende la
% jg(w, Y, ¥)dz | — ‘9'{':1'-, Yoy o).

Ola

(’id segue dalla proposizione del 1.° 172, @), e dal n.° 141, ¢).
by Se la funzione gz, y,y') ¢ definita in tutto il campo A
¢ per ogni i, ¢ soddisfa alle stesse condizioni di eontinuita ¢
derivabilita poste, per la flz, y, ), al n.' 133;
se, inoltre, data una curva ordinaria C,, esistono due
nuneri positivi, k e o, tali che, in tutto I’intorno (z) delle Cy ¢
per ogni y, sia
(1) Turw (@, 9, ) =K gy (59,9 5

considerala una suceessione |+ O 1, Oy, ., | O 1y oy i dn-
siemi di curve ovdinarie C,,, tendente uniformemente verso la
e soddisfacente alla

tz) ; i IC‘“E i I(}C.g

¢ anehe

(3) jgdx: — ‘gdfr
G)l'

Siccome ¢, in futto il campo A, per ogni ¥,

,

y’

f@, y, y) = fla, ¥, 0) + ¥ (@ v, 0)+ ‘ W 'jf‘“"" W,

¥

¥
wew
gz, y, ') = 9(2, 4, 0) Y g/(, U, 0) l-‘ff:*f'J 9oy Yy
!n (7]

Ulteviori proprieta degli inteqrali ece. 451

Suogni carva ordinavia € ¢ integrahile 'a funzione

iy

Ui
‘ fi’w'vj.fw dy’,
lt! L1

e quindi, su ogui curva ordinaria € i eni punti appartengano
tutti all’ intorno () della ', & integrabile, per la (1), anche la

v u’
{‘ rfy’J Guryr Ay,
L& ]

e di conseguenza la g(z, y, y').

Dalla (1) segue poi che, nell’ intorno ( (g) della €y, & sempre

Jvrwr — kgyryr = 0,
Jyrwr = Togyry > 0.

Per la proposizione del n.° 153, si ha dunque

J'(f — kg)dx < Min lim_g I (f — kg)dx },
(]

== o0

j (f + kg)de < Min lim | J (f - Tog) de |

n oo y
Uu

e, per la (2),

A —r 00 N —e G
(48 : G

S

.Brla.us lim U gdv < gfh, < Min Ilmi|| rgd:t: E,

donde la (3).

OsSERVAZIONK, — Va notato che le condizioni del

leo-
rema ) sono certamente verificate se ¢

1@y, 9) = %2, V1 544,

9@y, ) = 4) ) V1 4y,

con ¢(x, y), sempre maggiore di zero.
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174. - Teorema di divergenza.

Se Uintegrale I € guasi-regolare positive seminormale,
oppure se ¢ verificata la condizione 1) dell’ enunciato del n." 159,
duta una suceessione | O, 1, 1 C, 1, .., Oy |, ..., di insiemi di curve
ordinarie C,, tendente uniformemente ad wne curva ordinaria ¢
in medo che sia

0y

| Lyt — 09,
¢ anche
{l) QI(}R.’—--—l—L‘G.

La dimostrazione & identica a quella data al n.’ 126. Qui,
a differenza da quanto avviene nel caso degli integrali in
forma parametriea, la condizione | L,, | — —4-o0 non & necessaria
perché valga la (1), come gid abbiamo notato al n.’ 169.

i

175, - Teoremi di confronto,
a) Se Uintegrale I, ¢ quasi-regolare seminormale;
oppure, se sono verificate le condizioni 1) ¢ 2) dell’ enun-
ciato del n.° 159;
data une successione | C, |, 1 O, 1,y 1 Oy, ..., di insiemt
di curve ordinarie ', , tendente uniformemente ad una curva
ordinaria C,, ¢ posto ' ; '

Jo :Jﬂ'?(rv, W, Y, y)+ Mz, y) + N(z, y)y'tde, ()
G

dove @(x, ¥), Mz, y) e Nz, y) indicano ire funzioni definite e
continue, in tutto il campo A, ammessa U esistenza e la fini-
tezza dei dwe limiti

lim § 7 ; lim SJ(-. !

Y Cu(r s nc | .l.l,’

lim ';' Jg, : e J(;“ ==-{eb o) lim (10”2 — 10.}5’

Fo—w 0 ;‘.""—'Wa

dove (%, 1,) indica un punto conveniente della curva C.

) Si osservi che, se (/ & una eurva ordinarin, su di essa & integra-
bile la f(z, ¥, 41 e quindi anche la g(m, ¥ (e, ¥ ).

Ulteriori propricta deqli integrali ece. 153

La rlhnoﬂrmximfo di qnesfa proposizione si ottiene con
gli stessi ragionamenti fatti ai n.t 128 ) e 129, per gli inte-
grali in forma parametriea.

b) Se la funzione Niw, y) esiste (o0 pud definirsi) anche
in un campo A’, contenente tutti i punti del campo A eome
punti interni, e in esso & sempre finita e conlinua insieme
con la sna derivata parziale N,(e¢, y), alla prima ipotesi del
teorema precedente, pud sostitnirsi "altra che I, sie quasi-
regolare e che esista wn numero m (qualunque) in modo che si
abbia sempre f=>m. In questo easo, infatti, il ragionamento
del n.* 128, a), condnee a stabilire il nostro teorema per gli
infegrali

I :f(_j"— m)dx, Jo :Jgs—(.f'— m) da,
¢ «

dai quali si passa poi a I, e .J, osservando che le differenze
I¢' —Ic e J¢" —Jy sono funzioni continne di ¢ (n.° 149).

Se la Nz, y) soddisfa alla condizione ora indicata e se a
tale condizione soddisfa anche la p(z, ), allora, alla prima
‘ipotesi del teorema dato in @), pno sostituirsi semplicementeo
Paltra che Ty sia quasi-regolare. Basta, per questo, osservare,
per ricondnrsi al caso precedente, che la funzione

Ty ¥y ) — 1w, o, O +y Az, y, 0)

per essere sempre f =0, & anch’essa sempre =0, e che,
posto -

I, zjlﬂm, Y, Y — Sy, 0) - yfirle, g, 0))de,
(i

J (,’=‘aofw, N, v y) — L fimy 9, 0) =y fdw, u, O)i]ds,
0

le differenze I — I e J,'— J sono funzioni continue della
churva ¢ (n.’ 149).

e) Se Uintegrale 1o ¢ quasi-re jolave semincrmale :
eppiire, se 8010 verificate le cowdizioni 1) e 2) dell enuneiato ded
n:" fol;
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data una suceessione | Opi, | Og |y oy} Cnlywsy di ingiemi di curve
ordinavie O, tendente uniformemente ad una curve ovdinaria yy & posto

J”=J oty w1y 1y ) + My, y) - Nty )y | da
(¢

1 L”=Ji'-‘#(’f: NSy g, y') - Mylee, y) -+ Nyl y)y' | A2,
o

dove ¢, ¢, My, Ny, M,, N, sono fungioni definite e continue, in tutto il
eampo A;
ammessa U esislenza ¢ Ia finitezza dei limili

Lm | Jauty  lim | Tedl s

7 — 0 To—r D0

ammessa 1 esistensa di tre costanti, ki, Ty e p, di ewi U nltima > 0,
tali che sia
ke (o, ) + kodlo, y) > 0,

in tutti i punti di A che appartengono all’intorno (7) della U, ;
é
(%01 y‘,l[ hm ] Ten | — J0, 1="vlwg, Y [ lim | Tou'{ — Ia,' Ty

Ho— 0

* dove (z,, Yo indica un punto conveniente della cuwrva O,

La dimostrazione & identicn a quella data al n.” 130,

S le funzioni N, Nj, v e § soddisfano alla eondizione indicata
in b) per la N, alln prima ipotesi del teorema pud sostifuirsi Ualtra
~ehe I¢ sia soltanto guasi-vegolave.

176. - Osservazione.

Se la derivatn parziale fy/e non esiste 0 mon & continun, ma sono

soddisfatte le condizioni poste al n.° 155, per la f(a, y, #), le proposizioni
date in guesto § valgono tntte ancora, ad cecezione di quella del n.° 178, bj

INDICI
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ERRATA CORRIGE

Pag. 184, nella Nota, invece di 67, leggi  GB.
» 195, linea .5, » (), y(t), »  Qat), yi1)).
3 o= g2z
sty gr o] »
0 Hiy

» 258, » 10, dal basso, dopo (¥, ¥'), aggiungi « e che
esista un suo intorno in cui si abbia
sempre I7, =0 ».






