ESAMI E ESERCITAZIONI A.A. 2013-14
ANDREA RATTO

SOMMARIO. In questo file presentiamo prove d’esame, esercitazioni
ed esami relativi al Corso di Geometria e Algebra per Ingegneria
Ambientale e Civile (a.a.2013-14). Si noti che, durante tutte le
prove d’esame, € ammessa la consultazione di qualunque materia-
le cartaceo (libri, appunti, formulari etc.) e l'uso di calcolatrici
NON programmabili; viene invece fatto divieto di utilizzare com-
puter portatili ed ogni altro dispositivo che consenta collegamento
internet o video-audio con l’esterno (telefoni cellulari etc.).
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1. ESERCITAZIONE DEL 16 APRILE 2014

Tempo a disposizione: 70 minuti

Esercizio 1.1. (Punti: 4)
Sia z = —1 — i : calcolare (utilizzando la rappresentazione dei numeri

complessi in forma trigonometrica)

Re(z?) e Im(2?).

Esercizio 1.2. (Punti: 2+8+3+5)
Siano 71 e 19 le 2 rette descritte rispettivamente da:
r=1t
ry o y=t ,te R e 7‘2:{
z=1

r=—1
y==z

(i) Stabilire se ry e 75 sono incidenti oppure sghembe.

(ii) Se la risposta corretta alla domanda (i) era incidenti, allora
determinare il piano II che contiene r; e r9. Se, invece, la rispo-
sta corretta alla domanda (i) era sghembe, allora determinare
la comune perpendicolare r a ry e 7.

(iii) Determinare I’equazione del piano II’ che contiene 'origine O

e la retta ry .
(iv) Calcolare dist(rq, O) .

Esercizio 1.3. (Punti: 4)
Sia

A:

_= N O
w o o
(@]

Calcolare (se possibile) A~

Esercizio 1.4. (Punti: 4+46) Siano P(z) = 26 + 25 + 24 =22 — 2 — 1
e Pl(z) =22+ 2+ 1:
(1) Calcolare quoziente Q(z) e resto R(z) della divisione di polinomi
P(z)
P(z)
(2) Determinare le radici di P(z) in C, precisando per ognuna di
esse il valore della molteplicita algebrica.
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Soluzioni dell’esercitazione del 16 Aprile 2014:

Soluzione dell’Es. 2.1:
Re(2) = —16 e Im(z%) = —16.

Soluzione dell’Es. 2.2:
(i) Sghembe .

(i)

[ 3r43y+2=0
3y+32-2=0

(i) II7 - y—z=0.
(iv) dist(ry, O) =1 .

Soluzione dell’Es. 2.3:
det(A) = —6 # 0, per cui A e invertibile. Si calcola:

0 (1/2) 0
A= @/3) (1/6) (1/3)
—1 0 0

Soluzione dell’Es. 1.4:

Q(z2)=2z*—1,R(2)=0. Nesegue che P(2) = (2* —1) (22 +2+1),
per cui ¢ facile determinare le 6 radici in C di P(z) (ognuna delle quali
ha molteplicita algebrica 1):

—1+ /3

 tle £,
2
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2. PROVA INTERMEDIA DEL 23 APRILE 2014 (ORE 11.00)

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 2.1. (Punti: 4+5)
Siano P(z) =25+ 24+ 23 —822—82—-8 , Pl(2) =22+ 2+ 1:

(1) Calcolare quoziente Q(z) e resto R(z) della divisione di polinomi
P(z)/P'(2) .

(2) Determinare le radici in C di P(z), precisando per ognuna di
esse il valore della molteplicita algebrica.

Esercizio 2.2. (Punti: 54+4+8+4)

Siano 71 e 9 le 2 rette descritte rispettivamente da:

=1 =1
T y=2 ,teR e TQ:{Z;O
z=1

(1) Calcolare dist(ry, O) .

(2) Determinare 1’equazione del piano 7 che contiene 'origine O e
la retta ry .

(3) Determinare la comune perpendicolare 7 a ry e 7o.

(4) Scrivere un sistema di equazioni che descrive la retta 7’ che
passa per 'origine O ed ¢ parallela a r; .

Esercizio 2.3. (Punti: 5)
Sia

Calcolare, se possibile, A7 .

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per va-
lutare la chiarezza espositiva (scrivere molto non equivale a chiarezza
espositivall).
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Soluzioni della prova del 23 Aprile 2014 (Ore 11.00):

Soluzione dell’Es. 2.1:

(1) Q(z) =2>—-8e R(z) =0.
(2) Osservando che P(z) = Q(z) - P'(z) si trovano 5 radici in C
(ognuna con molteplicita algebrica 1):

20:2,z1:—1+2\/—,22:,21:—1—i\/§,
e 1B

BTt AEAT T T

Soluzione dell’Es. 2.2:
(i) dist(rq, O) = 1.

(ii)m:22—y=0.

(iii)
) r—1=0
TN y—2=

(iv)

Soluzione dell’Es. 2.3:
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3. PROVA INTERMEDIA DEL 23 APRILE 2014 (ORE 12.00)

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 3.1. (Punti: 4+5)
Siano P(z) = 2% — 24 + 23 + 6422 — 642+ 64, P'(2) = 2> — 2+ 1 :

(1) Calcolare quoziente Q(z) e resto R(z) della divisione di polinomi
P(z)/P'(2) .

(2) Determinare le radici in C di P(z), precisando per ognuna di
esse il valore della molteplicita algebrica.

Esercizio 3.2. (Punti: 54+4+8+4)

Siano 71 e 9 le 2 rette descritte rispettivamente da:

r=1 T =2
ry: y=t ,teR e 7“2:{2;0
z=1

(1) Calcolare dist(ry, O) .

(2) Determinare 1’equazione del piano 7 che contiene 'origine O e
la retta ry .

(3) Determinare la comune perpendicolare r a ry e 7o.

(4) Scrivere un sistema di equazioni che descrive la retta 7’ che
passa per 'origine O ed ¢ parallela a r; .

Esercizio 3.3. (Punti: 5)

Sia
1 0 0
A= 2 0 —1
-1 1 2

Calcolare, se possibile, A= .

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per va-
lutare la chiarezza espositiva (scrivere molto non equivale a chiarezza
espositivall).
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Soluzioni della prova del 23 Aprile 2014 (Ore 12.00):

Soluzione dell’Es. 3.1:
(1) Q(z)=2>+64e R(z) =0 .
(2) Osservando che P(z) = Q(z) - P'(z

) si trovano 5 radici in C
(ognuna con molteplicita algebrica 1):

20=242V3i, n=—4, n=5=2-2V31i,
1+,\/§ 1 V3
Z3= -+ 1 — 24 =Z3= = — 01— .
3 9 9 ) 4 3 9 9

Soluzione dell’Es. 3.2:
(i) dist(rq, O) = 2.

(ii)m: z—y=0.

(iii)

(iv)

Soluzione dell’Es. 3.3:
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4. ESERCITAZIONE DI PREPARAZIONE ALLA SECONDA PROVA
PARZIALE

Esercizio 4.1. Sia

A:H ﬂ € My(R) .

Determinare una matrice di rotazione P tale che:

A0

t _
P-A-P—{ 0 A

] ,con Ay > Ay .

Esercizio 4.2. Usando i calcoli dell’Esercizio 4.1, svolgere lo studio
completo della conica v di equazione:

(4.1) 2+ 4y +y*—3=0.

Esercizio 4.3. Determinare una base ortonormale C del sottospazio
vettoriale W C R* definito dal seguente sistema lineare omogeneo:

.1'1—|—$2—£C3+$4:O
(42) I1—$2+Q33+2x4:0
JJ3—3LL’4:0

Esercizio 4.4. Calcolare la lunghezza dei semi-assi dell’ellisse v di
equazione:

(4.3) 92° +4y®>+362+40y + 100 =0 .

Esercizio 4.5. Sia

A= € My(R).

_— o O O
o O OO
o O OO
_o O =

(i) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile.
(ii) Determinare (se possibile) una base ortonormale B di Vj, , dove

A =0.
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Soluzioni dell’esercitazione di preparazione alla seconda
prova parziale:

Soluzione dell’Es. 4.1: La matrice di rotazione

(1/v2) —(1/v2)
(1/v2)  (1/v2)

P =

¢ tale che:

0 —1
Soluzione dell’Es. 4.2: Rispetto alle coordinate z’, v, legate alle
coordinate di partenza dalla rotazione

/
-]
) Y
I’equazione dell’iperbole v diventa:
ne  (¥)?
(@) - L
Si puo inoltre osservare che, geometricamente, gli assi 2/, ¢y’ si otten-
gono da quelli di partenza mediante una rotazione, in senso antiorario,
pari ad un angolo 0 = (7/4) .
Detto questo, ¢ facile concludere passando alla rappresentazione grafi-
ca, in cui si consiglia di prestare attenzione alla rappresentazione degli
asintoti di v .
Soluzione dell’Es. 4.3: dim W =1 e una sua base ortonormale ¢:

¢ = {'[(~3/V98), (7/V98), (6/v/98), (2/V98)] } .

Soluzione dell’Es. 4.4:

tp.A. P = {3 0} .

=1.

Soluzione dell’Es. 4.5:
(i) P(\) = A2(\* — A+ 1) : quindi P(A) ha radici non reali, da
cui deduciamo che A non e diagonalizzabile.
(ii) Ay = 0 € un autovalore di A con molteplicita geometrica 2. Una
base ortonormale di V), é:

B ={"0,1,0,0], *[0,0,1,0]} .
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5. PROVA PARZIALE DEL 30 MAGGIO 2014

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 5.1. (Punti: 14) Svolgere lo studio completo della conica
~ di equazione:

(5.1) 22+ 9y + 62y +30z— 10y =0
(porre A; > Ag).

Esercizio 5.2. (Punti: 10) Determinare una base C del sottospazio
vettoriale W C R* definito dal seguente sistema lineare omogeneo:

T+ T+ a3 —214=0
(5.2) 201 — 29— 23 +3x4 =0
S5x1—2x9—x3+424=0

Esercizio 5.3. (Punti: 10) Sia

o O O
o O O

0
0
A= 0 € My(R) .

2

0

0
2000
Determinare una matrice ortogonale P tale che ! P-A- P sia una matrice
diagonale.

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza espositiva.
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Soluzioni della prova parziale del 30 Maggio 2014:

Soluzione dell’Es. 5.1: La conica ¢ non degenere e si tratta di una
parabola (A; = 10, Ay = 0). Rispetto alle coordinate z’, ¢, legate alle
coordinate di partenza dalla rotazione

Bl

dove
-1 3
V10 V10
P = ,
3 _1
| V1o V1o

I’equazione della parabola ~ diventa:
V10y =2'? .

Osservando che le colonne di P rappresentano i versori degli assi ruotati
si procede al disegno qualitativo della parabola.

Soluzione dell’Es. 5.2: p(A) = 3, per cui dim W = 1 e una sua base
e:

C={'1-1,0,723]} .

Soluzione dell’Es. 5.3: A e simmetrica, per cui e diagonalizzabile.
Si trovano gli autovalori:

A =0 (doppio), X =2el3=-2.

Poi si costruisce la matrice ortogonale P richiesta:

00 (1/V2) —(1/V2)
p_ 1 0 0 0

01 0 0

00 (VD) (1/V2)
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6. PROvA DEL 13 GIugNO 2014

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 6.1. (Punti: 12) Eseguire lo studio completo (disegno
compreso) della seguente conica:

vioox? 4 3y — 2\/§xy— 2V3x — 2y =0
(si ponga Ay > Ay ).

Esercizio 6.2. (Punti: 545) Siano P =1, 0, 1] e r la retta

r+2z2=0
r—2y=0.
(a) Calcolare dist(P, r) .
(b) Determinare (se possibile) I’equazione del piano II che contiene
r e lasse y .

Esercizio 6.3. (Punti: 5) Determinare una base ortonormale B del
sottospazio vettoriale W C R* definito dal seguente sistema lineare
omogeneo:

;U1+Q32+LU3+Q34:0

$1—$2+I3+$4:0
1
(6 ) I1+ZE3+I4:0
$2+[E3:0.

Esercizio 6.4. (Punti: 5) Sia

01
A= 00| € M(R).
11

OO =

Stabilire se A ¢ diagonalizzabile.

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per va-
lutare la chiarezza espositiva (scrivere molto non equivale a chiarezza
espositivall).
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Soluzioni della prova del 13 Giugno 2014:

Soluzione dell’Es. 6.1:

Si verifica preliminarmente che det(A’) # 0 e det(A) = 0, per cui
7 € una parabola (si trovano gli autovalori A\ = 4 e Ay = 0) . Poi,
diagonalizzando A, si determina la rotazione:

o)L W ][]

Rispetto alle coordinate x’, 1/, che si ottengono da z, y mediante rota-
zione di un angolo 6 = (7/3) in senso orario, la conica v ha equazione:

y = 2
Ora ¢ facile completare il disegno (si puo notare che v interseca gli assi
di partenza rispettivamente in [2+/3, 0] e [0, (2/3)]) .

Soluzione dell’Es. 6.2:
(a) dist(P, r) = V2 .

(b) Le 2 rette sono incidenti nell’origine, quindi & possibile deter-
minare il piano richiesto. Si trova Il : z+2=0.

Soluzione dell’Es. 6.3: L’insieme delle soluzioni del sistema, ¢é:

{"[-24,0,0,24] € R* : 7y € R},
per cui, ad esempio,

B={"1(1/v2), 0. 0, = (1/v2)]} .

Soluzione dell’Es. 6.4: La matrice A presenta 'autovalore A\; = 1,
con mg(A1) =2 e my(A) =1: quindi A non e diagonalizzabile.
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7. ProvAa DEL 1° LucLio 2014

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 7.1. (Punti: 5) Sia

1 001
A=| 000 n] emm.
-1 0 0 1
Stabilire se A ¢ diagonalizzabile.
Esercizio 7.2. (Punti: 11) Siano
ne {TTIZ0 e me {T200L

Determinare la comune perpendicolare r alle rette r1 e ry, precisando
le coordinate del punto () di intersezione di r con r; e del punto ()
di intersezione di r con 75 .

Esercizio 7.3. (Punti: 7) Disegnare lellisse v di equazione
(7.1) 2’ +4y  —4rx+8y+4 =0,

precisando le coordinate del suo centro C, le lunghezze dei due semi-
assi a, b , le coordinate dei punti di intersesezione tra v e gli assi, e
I'equazione della retta r tangente a v in P = [4, — 1] .

Esercizio 7.4. (Punti: 5+5) Siano P(z) = 2% + 1222 + 812 + 122,
P(z)=z24+2.
(a) Calcolare quoziente Q(z) e resto R(z) della divisione di polinomi
P(z): P'(z) .
(b) Determinare le radici di P(z) in C (usare (a)).

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per va-
lutare la chiarezza espositiva (scrivere molto non equivale a chiarezza
espositivall).
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Soluzioni della prova del 1° Luglio 2014:

Soluzione dell’Es. 7.1: Il polinomio caratteristico di A e
P(A) = N[(1-X)?+1],

per cui ammette due radici complesse non reali 1 4+ 7. Quindi A non &
diagonalizzabile.

Soluzione dell’Es. 7.2: Si trova:

_ 4r —1=0
" W+22+1=0,

1 1 1 11 3
Q1_|:Z7_Z7_Z]7 Q2_|:Z717_Z:|

Soluzione dell’Es. 7.3: Mediante il metodo di completamento dei
quadrati si trova che I'’equazione dell’ellisse v equivale a

(z - 2)?

12 =1
1 + (y+1) ,

da cui si ricava:
a=2, b=1 e C=12,—-1].

Con questi dati ¢ facile eseguire il disegno: la tangente richiesta r

ha equazione z = 4 , ed i punti di intersezione con gli assi sono
0, —1], [2, 0].

Soluzione dell’Es. 7.4: (a)

Q(z) = 2>+ 10z + 61, R(2)=0.

20:—2, 21:—5+6Z, 22:—5—62
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8. ProvA DEL 22 LucLio 2014

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 8.1. (Punti: 7) Determinare una base ortonormale B del
sottospazio vettoriale W C R* definito dal seguente sistema lineare
omogeneo:

$1+$2+$3+l’4:0

X1+ X9 = 0

T3+ Ty = 0

T1+ 29 —23—24=0.

Esercizio 8.2. (Punti: 4) Stabilire se la seguente matrice ¢ diagona-
lizzabile:

€ My(R) .

o O OO
o O OO
N OO

Esercizio 8.3. (Punti: 34-3+3) Sia P =[1,0,3] .
(a) Calcolare dist(P, asse z).
(b) Determinare il piano II che contiene P e l'asse y .
(¢) Determinare l’equazione del piano I1" che passa per P ed &
parallelo agli assi y e z.

Esercizio 8.4. (Punti: 13) Eseguire lo studio completo della conica
v definita da

V222 + V2 —2V2ay + 22+ 2y +2vV2=0
(porre A; > A9).

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza dell’esposizione.
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Soluzioni della prova del 22 Luglio 2014:

Soluzione dell’Es. 8.1: dim(W) = 2 e una sua base ortonormale é:

B={10/v2), = (1/v2),0,0], (0,0, (1/v2), - (1/v2)] } .

Soluzione dell’Es. 8.2: Il polinomio caratteristico ¢
PO\ =X[2-)%*+1],

per cui ammette due radici complesse, non reali, 2 + i . Ne segue che
la matrice non e diagonalizzabile.

Soluzione dell’Es. 8.3:
(a) dist(P,asse z) = 1.
(b)yII : 3z—2=0.
(c)II” : 2—-1=0.

Soluzione dell’Es. 8.4: ~ & una parabola, con Ay = 2v/2 e Ay = 0.
Operando la rotazione (determinabile diagonalizzando la matrice A
associata alla parte quadratica)

[:c] _ [ -(1/vV2)  =(1/v2) ] , {w]
U3 I R C VAVE) RS CVAVE) y
si ottiene ’equazione di 7 rispetto alle coordinate ruotate 2/, y" (rota-
zione pari ad un angolo di (3/4) 7 in senso antiorario rispetto agli assi
x, y di partenza) :

y/ — .’13/2 +1 ’
da cui non ¢ difficile completare il disegno della parabola.
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9. PrRovA DEL 10 SETTEMBRE 2014

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 9.1. (Punti: 4+44) Sia

000
A=10 0 1| € M3(R).
000
(a) Stabilire se la matrice A ¢ diagonalizzabile.
(b) Posto A\; = 0 , determinare una base ortonormale dell’auto-
spazio V), .

Esercizio 9.2. (Punti: 4+549) Siano r e ry le rette di equazione
rispettivamente

. r—2z=0 o r+z+1=0
L r+2y=0 7 2 y—1=0
(a) Determinare 1’equazione del piano II che contiene ry e I'origine
O

(b) Calcolare dist(rq, O) .
(c¢) Determinare la comune perpendicolare r a ry e o .

Esercizio 9.3. (Punti: 9) Disegnare l'iperbole v definita da
v — 4y 20 +8y—T7=0,
precisando (rispetto alle coordinate x, y):

e Le coordinate del centro C' di 7 .

e Le equazioni degli asintoti di 7 .

e Le coordinate degli eventuali punti di intersezione di v con gli
assi x, y .

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza dell’esposizione.
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Soluzioni della prova del 10 settembre 2014:

Soluzione dell’Es. 9.1: (a)

P\ = -\,
Quindi abbiamo un unico autovalore A\; = 0, con m,(A\;) = 3 , ma
mg(A1) = 2 . Ne segue che la matrice A non ¢ diagonalizzabile.
(b) L’autospazio Vy, risulta definito da:

0=0
13320
0=0.

Ne segue facilmente che una base ortonormale di V), €, ad esempio,
{*[1,0,0], “[0,1,0] } .

Soluzione dell’Es. 9.2:

(a)
Im: x+y+2z=0.

(b)

3
dist(ra, O) = 3
(c) La comune perpendicolare & la retta
] r—2z=0
" Az —y+3=0.

Soluzione dell’Es. 9.3: Usando il metodo del completamento dei
quadrati si verifica facilmente che 1’equazione di v ¢ equivalente a

2
(:ETD —(y-17=1,
per cui v & un’iperbole con @ = 2, b = 1 e centro C' = [1, 1] . Le
equazioni degli asintoti sono:
1 1 1 3
y:§x+§ e y:—§x+§.

L’iperbole interseca I’asse = nei punti di ascissa 1 + 2 /2, mentre non
interseca l'asse y . Da questi dati e facile realizzare la rappresentazione
grafica di v .
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10. ProvA DELL’S GENNAIO 2015

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 10.1. (Punti: 8)
Sia

A:

— O N

01
00| € My(R) .
0 2

Determinare P, con det(P) = 1, tale che 'P - A - P sia una matrice
diagonale.

Esercizio 10.2. (Punti: 5+5)
Siano P =[1,2,0] e
_ r+z2=0
ro y=1.
(a) Calcolare dist(P, r) .
(b) Scrivere un sistema lineare che definisce la retta 7 che passa
per P ed e parallela a r.

Esercizio 10.3. (Punti: 12)
Eseguire uno studio completo della conica v definita da

522 + 5y> — 8xy — 9 =0

(nello studio della rotazione, porre Ay < Ay ).

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza dell’esposizione.
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Soluzioni della prova dell’8 Gennaio 2015:
Soluzione dell’Es. 10.1: Per prima cosa si calcolano gli autovalori:

/\1:07 /\2:3, /\3:1

Poi si costruisce

0 (1/v2)  (1/v2)

P=11 0 0

0 (1/v2) —(1/v2)
e si verifica che det(P) =1 (se si fosse ottenuto det(P) = —1, sarebbe
stato sufficiente scambiare tra loro due colonne di P) (oppure cam-

biare il verso di un autovettore...(riflettere su cosa si sta facendo...)).
Soluzione dell’Es. 10.2:

(a) La proiezione otogonale di P su r ¢ @ = [(1/2), 1, —(1/2)].
Quindi
V3
dist(P, r) = dist(P, = —.
(o) = dist(P. Q) =2

) r+z—1=0
" y—2=0.

Soluzione dell’Es. 10.3 (traccia): Si tratta di un’ellisse ruotata.
Piu precisamente, si determina la rotazione di assi:

HEa
(1/v2) —(1/V?2)
(1/vV2) (1/v2)

Rispetto alle coordinate [z’,y'] (assi ruotati di un angolo pari a (7/4)
in senso antiorario) I’equazione della conica diventa:

dove

P =

2
%—l—yQ:l.

Dunque, nel sistema ruotato Ox'y’, si procede al disegno di un’ellisse
con semiassi rispettivamente a =3 eb=1.



22 ANDREA RATTO

11. ProvA DEL 29 GENNAIO 2015

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 11.1. (Punti: 4+4)
Sia

€ My(R) .

o O O O
SO OO
oo = O
o O

(a) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile.
(b) Determinare una base ortonormale di V, , dove Ay =0 .

Esercizio 11.2. (Punti: 24-7+3)
Siano

(a) Verificare che 1 e 7 sono sghembe.
(b) Determinare la comune perpendicolare r a ry e ry .
(c) Determinare Q; =r(\r; ,i1=1,2.

Esercizio 11.3. (Punti: 13)
Eseguire uno studio completo della conica non degenere v definita da

2+ 22y — V22 +V2y =0
(porre Ay > Ag).

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza dell’esposizione.
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Soluzioni della prova del 29 Gennaio 2015:

Soluzione dell’Es. 11.1: (a) Il polinomio caratteristico é:
P =—(1-X)\.
Quindi abbiamo:
A =0, my(\)=3; =1, me(X)=1.

Dato che my(A) =n—p(A— XA\ 1) =4—p(A) =2, si puo concludere
che A NON e diagonalizzabile.

(b) Le 2 equazioni che definiscono V), sono z_0, 4 = 0. Quindi ¢
immediato concludere che la base richiesta e:

{*[1,0,0,0], *[0,1,0,0]} .
Soluzione dell’Es. 11.2:

(b)

ol

{x—y+(4/3)=0
42+ (2/3) =0

(c) @ =1[=(2/3),(2/3), 0] , Q2 = [ (1/3), 1, = (1/3)] .

Soluzione dell’Es. 11.3 (traccia): Si tratta di una parabola ruotata.
Piu precisamente, si determina la rotazione di assi:

HEakE
(1/v2) —(1/V?2)
(1/v2)  (1/v2)

Rispetto alle coordinate [2',y/] (assi ruotati di un angolo pari a (7/4)
in senso antiorario) I’equazione della conica diventa:

dove

P =

y = —
A questo punto, nel sistema ruotato Ox'y’, si procede al disegno del-
la parabola, che risulta intersecare gli assi di partenza nei punti di

coordinate (nel sistema Oxy) rispettivamente [v/2, 0] e [0, — /2] .
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12. ProvA DEL 19 FEBBRAIO 2015

Tempo a disposizione: 60 minuti

Esercizio 12.1. (Punti: 3+3)

Sia
0 01 0O
0 00O0O0
A=10000 1| € MyR).
000 O0O0
0 00O0O0

(a) Stabilire se A ¢ diagonalizzabile.
(b) Determinare una base ortonormale di V), , dove A\; =0 .

Esercizio 12.2. (Punti: 4+4+2+4-2+7)

Sia
r=1+4+2t
ry o y=1-2t , teR.
z = —2t

(a) Calcolare dist(ry, O) .

(b) Determinare 'equazione del piano II che contiene 1 e O .
(c) Stabilire la reciproca posizione di r e dell’asse z .

(d) Determinare la comune perpendicolare r a 1 e all’asse z.

Esercizio 12.3. (Punti: 10)
Eseguire uno studio completo della conica v definita da

202 — 8y  +4x+32y—32=0.

NOTA: Verra attribuito un punteggio compreso tra —3 e +3 per
valutare la chiarezza dell’esposizione.
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Soluzioni della prova del 19 Febbraio 2015:

Soluzione dell’Es. 12.1: (a) Il polinomio caratteristico é:
P\ =—\°.
Quindi abbiamo un unico autovalore:
A =0, mg(N)=5.
Dato che my(A1) =n—p(A—X 1) =5—p(A) =3, si puod concludere
che A NON e diagonalizzabile.

(b) L’autospazio V), ha dimensione 3 ed ¢ definito dal sistema lineare:

xgz()
I5:0

Quindi una base ortonormale di V), ¢ evidentemente:

{*1,0,0,0,0], *[0,1,0,0,0], *[0,0,0,1,0]} .

Soluzione dell’Es. 12.2:

(a) dist(r, O) = dist(Q, O) = V2, dove Q = [1,1,0] & la proie-
zione ortogonale dell’origine O su ry.

(b) m®: x—y+22=0.

(c) Rette sghembe.

(d) { ;

Soluzione dell’Es. 12.3 (traccia): Si tratta di un’iperbole traslata.
Piu precisamente, attraverso il metodo di completamento dei quadrati,
si determina la traslazione di assi

¥=x+1
y =y—2

rispetto alla quale ’equazione di v e:

?
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con a = 2eb = 1. In particolare, 'equazione dei due asintoti e
y' ==+ (b/a)z’ , ovvero:
1 5 1 3
YTty C YT Ty
A questo punto, nel sistema traslato O’z'y’, si procede al disegno
dell’iperbole, che risulta intersecare gli assi di partenza nei punti di
coordinate (nel sistema Ozy) rispettivamente

~V1IT-1,0] e [VIT-1,0].

Si possono anche notare, nel disegno dei due rami di iperbole, i punti
di coordinate (sempre con riferimento agli assi di partenza) rispettiva-
mente [—3, 2] e [1, 2] .



