Calcolo differenziale per funzioni di una variabile
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Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

Sia x,€(a, b): x,+h €(a b)
Si definisce Rapporto incrementale

Soegth) o premeeeeee v
v { |
R ;

ﬂz f(x0+h)_f(xo) —
Ax h

1gp

20/10/2025



20/10/2025

Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

Sia p l'angolo che la retta r forma con l'asse delle x,
considerando il triangolo ABC possiamo scrivere

fG+h) = fxo) = tg(B)xo + h — x0)]

A

OSSla f()‘n*h){ ””””””””””””””

tg(B) = flro + hf)l —flx) S

Xy xpth b

Derivata di una funzione

Rapporto incrementale e significato geometrico

a S ICRRS (£
E il coefficiente angolare della retta r passante per AB
Per cui r
B
Stxgth) o femmmmememeeeeane
tg(B) =m Y4 A
Six) & pe-
C

p
a o] XY xth b
Av=h

Ossia tgf e il coeff. Angolare della retta secante per AB




Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Def. Sia f: (a,b)—>R, si definisce derivata di f nel punto

xy€(a,b) il numero, se 3 finito,:

) -l =1

dy

b

qa
dx dx

J(x0). ¥ (%), , Df (x,), Dy (x)

Xo Xo

Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Quando h—0 il punto B si sposta sulla curva avvicinandosi
ad A, la retta r diventa tangente alla curva in A e si ha:

lim S, + h})l - fx,)

= flx))=tga

h—0

coeff. angolare di t
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Derivata di una funzione

Derivata e significato geometrico

Equazione della retta tangente al grafico di f(x) nel puiéto di
ascissa x,:

y=f"(x)(x=x0)+ f(x,) Y

Infatti tra tutte le rette del fascio proprio
passanti per A(x, flx,)) di eq.
Sxg)
y=f(x) =m(x—x,)

per m= f '(xo) % )
//

si ottiene [’equazione di t

Derivata di una funzione

Se f'(x) e definita V' xe(a,b) allora f(x) e derivabile in

(a,b) e risulta definita la funzione f':(a.b)>R  detta

derivata prima di f(x)

f(x) e derivabile in [a,b], se e derivabile Vxe(a,b) e
ammette derivata destrain x = a (Si scrivef, (a))

e derivata sinistrain x = b (Si scrivef_'(b))




Derivata di una funzione

Definizione
) h)— .
Derivata destra lim St/ %) = /(%)
h—0" h
Derivata sinistra }ggl 7AC +h})l /(%) =1 (%)

Se [f.(x)=f(x) federivabile in x

Derivata di una funzione

Continuita e derivabilita

Teorema.

Sia f: (a,b)—>R. Se f e derivabile in x,€ (a, b) allora f e
continua in x,.

Dimostrazione

Sia h#0ex,x,+he(ab):

lhiilolf(xo'i'h)_f(xo):lhi}})lf(xo +h2_f(xo).h:0

Da cui  lim f(x, +h) = f(x,)

Che ¢ la continuita di fin x,
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Derivata di una funzione

Continuita e derivabilita

Quindi
derivabilita ‘ continuita

Non e vero il viceversa

Es. y=|x| e continua ma non é derivabile in x=0.

y':—:
X

-x x<0

Infatti {x x>0 e x [T x>0
-1 x<0

[(0)=1#f(0)=-1
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Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se f.(x,)# f.(x,) ealmenouna?3 finita
X, si dice punto angoloso, in quanto le rette tangenti

alla f(x) nel punto di ascissa x, formano un angolo.

Es.
Jx)= |x|

S(0)=1#f(0)=-1
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Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Sfixp)

Punto angoloso

13

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Se  f.(x) # /(%)

A

Y

punto di ascissa x, e verticale.

ﬁ(xo) =—0

Sono oo

\

X, sidice punto cuspide; la retta tangente alla f(x) nel

ﬂ(xo) =400

=

=
N 4
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Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita
Se f.(x,) =f.(x,)=%%0 sono oo

X, si dice punto di flesso a tangente verticale; la retta

tangente alla f(x) nel punto di ascissa x, e verticale.

A

ﬂ(xo) :ﬂ(xo) =+

15

Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Es.

y=\x

/ £10) =0 =+

2 s 1 o8 o s
/
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Derivata di una funzione

Punti di non derivabilita

Es.

15
'
1
05
o
] 15 1 05 ) [

y=4/}x

£1(0) =
F10) =00
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Derivata di una funzione

Derivata delle funzioni elementari

D(x")=n-x""
D(log, x) = lloga e
X
D(@*)=a"Ina
D(sinx) =cosx

D(cosx)=—sinx

D(k)=0
D(Inx) = 1
X

D(e*)=¢e"

D(tgx) = 12 =1+1tg°x
cos” x
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Derivata di una funzione

Derivata delle inverse delle funzioni trigonometriche

1

1—x?

D(arcsin x) =

1

1—x

D(arccos x) = —

D(arctgx) = o

19

Derivata di una funzione

Esercizio
Utilizzando la definizione calcolare la derivata di

D fix)=k.
£'(x) =1im

[ -f()_ . k—k _,
h S

2)  fix)=e
F@ =t EHNZL g e 2D o

h—0

20
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Derivata di una funzione

3)  fix)=Inx.

f'(x)=lim

h—0

lim

h—0

In(1+2) 1

f(x+h)— f(x) :limln(x+h)—lnx:
h

h—0

X

21

Derivata di una funzione

4) fix)=cosx
f'(x)=lim

lim

f(x+h)—f(x) :limcos(x+h)—cosx _
h

h—0

COSXxCcosh —sinxsin/z—cosx cosx(cosh—1) N

=lim

h—0

—1lim
h—0 h

sin xsin A

h h—0 h

=—sinx
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Derivata di una funzione

5) fix)=sinx
f(x) = limf(x +h)— f(x) _ limsm(x +h)—sinx _
h—0 h h—0

. _sinxcosh+sinkcosx—sinx . sinx(cosh—1)
lim =lim +
h—0 h h—0 h

. _sinhcosx
+lim——————= =cosx
h—0

23

Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Se f e g sono derivabili in x, allora sono derivabili in x
anche la somma, la differenza, il prodotto, il quoziente
(con il denominatore #0) e si ha:

a) (f+g)=/"*g
b) (f-gf =fg+f-g

!

c) [1) :f"g_zf‘g', g %0
g g

24
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Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Dimostriamo la b) g =fg+f¢g

Sx+hgx+h)—f(x)gx) _
h

1imf(x+h)g(x+h)if(x)g(x+h)—f(x)g(x) _
o h

(f-g =lm

i EC DG+ -] | flglxr+h)—g()]

h—0 h h—0 h

25

Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Per ipotesi f e g sono derivabili, quindi continue in x,
percio:

limg(x+h) = g(x),

(f-8) =..='(0g)+ f(0)g'(x)

26
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Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Dimostriamo la c)

, fx+h)  f(x)
JANE I CE I ONNTC) _fx+hgx) - f)glx+h)
g) h-o h B glx+h)gx)-h B

_fE+Dg@ — f@gE +h) £ f(0g(x) ~ | Assiungo etolo
- g+ Mg -h

_ GG+ )~ fFO)lg) — FIglx + h) — g(0)]
gx+h)g(x)-h

27

Derivata di una funzione

Algebra delle derivate

Dimostriamo la c) ) g'(x)

[+ h) = fF®]gE) _ fEINgx+h) —g)]
_ o _h

g(x +h)g(x)

_f™)g&) —f)g' ) _ ff)g(x) — fF)g'(x)
glx+h)g(x) [9()]?

\

‘ In quanto per l'ipotesi di continuita di g(x)di ha che g(x + h) = g(x) ‘

28

20/10/2025



Derivata di una funzione

Esercizio.
1) Calcolare la derivata di f(x)=sinxIlnx
f'(x)= cosxlnx+ 0%
X
2)Scrivere l’equazione della retta tangente alla curva di eq

f(x)=2eNx nel punto di ascissa x=1

e

f(x)= 2ew}+23w

29

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione composta

Sia g(x) una funzione derivabile in x, e se f(x) e una
funzione derivabile nel punto g(x), allora la funzione

composta f(g(x)) é derivabile in x, e si ha:

/(eI = f'(g(x))-g'(x)

30
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione composta

Dimostrazione. Se h#0 si ha

b S(g(e+ ) = f(g() _

h
o S8+ ) = £(2(0)) g+ )= g(x)
T gt h)-g(x) h

J(g(x)-g'(x)

in quanto se h — 0 allora k —0
con k=g(x+h)—g(x), essendo g(x) continua in x.
Se h=0, il teorema continua a valere.

31

Derivata di una funzione

Esercizio.

1) Calcolare la derivata di f(x) = In(sinx).

COS X
f(x)= it = cotgx

2) Calcolare la derivata di f(x) = el

6x" +1

!x :em
S 22x +x

32
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Derivata di una funzione

Esercizio.

3)Calcolare la derivata di  f(x) =sin(Inx).

cos(In x)

f'(x)=

33

Derivata di una funzione

Esercizio.
Scrivere [’equazione della retta tangente alla curva di
equazione f(x)=(xe’" =1)’ nel punto di ascissa x=0
Eq. retta tang. a fix) inx=x,: y=f'(x)(x—x)+ f(x,)
Per noi x,=0
f'(x)=3(xe” 1)’ (e +2xe") = f'(0)=3
f(0)=-1

Quindi I’equazionee:  y=3x-1

34
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

L/ )] =

vo=f(x,), e la derivata vale:

1
J'(x)

Sia f(x) una funzione continua e strettamente monotona
in [a,b]. Se f e derivabile in x,€(a,b) e se fix) # 0, allora

anche la funzione inversa [ é derivabile nel punto

35

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Dimostrazione. Si ha

Se k—>0 anche h—0
in quanto ' é continua

Y S Y w
yy+tk=fx,th) XgTh=f"(xy+h) T
k h
Yo=flxp) x(,:fl(xo)
h X k X
Xo xoth Yo =fxg)  Yotk=flxyth)

36
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Si ha

oS0 h -
k fEo+m)=f(x) " f1(x)
Y 4
Yo+k=flxyth) o
k
Yo=xy)
Se k—>0 anche h—0 h

. 1 N .
in quanto ! e continua
q xO x0+h

37

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Esercizio. Utilizzando il teorema di derivazione della

funzione inversa, dimostrare che:
1

i

x=arcsen(y) e la funzione inversa di y=sen(x)

Dlarcsin(y)] =

quest'ultima e invertibile per xe [— %; %]

38
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Applichiamo il teorema della funzione inversa,

) =

1
f'(x)

[arcsen(y)]’ =

11
[sen(x)]’  cos(x)

Ma sappiamo che: cosx =+ 1 — sen?x

1 1
[arcsen(y)] = =
Y V1—sen?x /1—y?2

39

Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Es. Calcolare la derivata della funzione y =e
vista come funzione inversa di f (x) =1n x.

Per x>0,siha x=f"(y)=¢e

@) =lnx= f(x)="

X
Percio, per il teorema della derivata della funzione

' 1
inversa si ha B =
| (/) IS
Quindi (e") =¢€’

=) =x=¢

40
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Derivata di una funzione

Teorema di derivazione della funzione inversa

Es. Utilizzando il teorema di derivazione della funzione

inversa, dimostrare che (arctgx)' = -

1+x

Sia f(x)=tgx, inxe[—z,;[} siha x= f(y)=arctgy

f(x)=tex= f'(x)=1+1tg’x

Percio, per il teorema della derivata della funzione

inversa si ha

F0) = L = aragy= =}

f'(x) l+1g’x 1+y

2
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