Analisi Matematica 2

Integrali doppi
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Integrali doppi su domini rettangolari.

Sia f(x,y) una funzione limitata
nel rettangolo Q = [a, b] x [c,d] e

sia ®1:{X023,X1,--‘,Xm:b} :
» Qkh
una decomposizione di [a, b] e 70 LR
922{)’0:‘37}/1,"'7 n:d} £
una decomposizione di [c, d|. :
Il prodotto cartesiano R R T
D = D1 x Dy €' una suddivisione
di Q.

Chiamiamo con

Ik = [xk—1,xk], k =1,...,m il generico subintervallo di Dy,
Jh = [yn-1,yn], h=1,...,n il generico subintervallo di D,
e sia Qup = Ik x Jp il generico rettangolo della suddivisione.
La f é limitata, allora m < f(x,y) < M in Q.
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Definizione di Somme superiori e somme inferiori

Fissata una suddivisione

D, definiamo relativamente a tale suddivisione:
s(f,D) =

S o1 > h_1 Mkndn Ok;  somme inferiori
S(f,D) =

Sy > b1 Mkndn 8k,  somme superiori

con myp = infg, f, My = SUPQ, f.

Per ogni suddivisione D del rettangolo Q Si ha

a) Significato degli addendi nelle

m(b—a)(d—c) < s(f, D) < S(f, D) < M(b—a)(d—-&ysmeonesmsion

Inoltre (come nel caso di funzioni di una variabile)

sup s < inf S.
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Definizione

Una funzione f(x, y) definita e limitata nel rettangolo Q é integrabile
secondo Riemann se

supp s(D, f) = infp S(D, )

il valore comune si chiama integrale di Riemann di f su @ e useremo il

simbolo
// f(x,y) dxdy
Q

Si dimostra che

f e C%(Q) = f integrabile in Q
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Significato geometrico dell'integrale [ [, f(x, y)dxdy

Se f>0in Q, allora fo f(x,y) dxdy
rappresenta il volume del solido cosi definito
Vi={(xy,2) €ER®: (x,y) € Q, 0< 2 < f(x,y
Se la f ha segno qualunque,

il volume della parte di spazio compresa
tra la funzione f e il piano z =0 é dato da

//Q |f(x,y)| dxdy.
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Calcolo di un integrale doppio tramite due integrali semplici

Teorema di riduzione

Sia data una funzione f(x, y) integrabile in Q.
Se

fissato y € [c, d], esiste G(y f f(x,y)dx, l"

allora G(y) sara mtegrablle in [c,d] e

//Q f(x,y) dxdyZ/Cd G(y)dyz/cd(/ab f(x,y}d{ﬂa :

f|ssato x € [a, b], esiste H(x f f(x,y)dy,
allora H(x) sara mtegrablle in [a, b] e

/Qf(x,y)dxdy:/ dx—/ / fxydy
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Se f(x,y) = g(x) h(y) (le variabili sono separate)
con g(x) integrabile in [a, b] (g(x) € R(a, b)) e h(y) € R(c,d), allora
f(x,y) € R(Q) e si ha

//Q f(x,y)dxdy = /abg(x)dx/cd h(y)dy.

Calcolare [[ox(y + /) dxdy, dove Q = [0,1] x [1,4].
Si ha

2 2 3
/xdx/ (y+y) d —|0 (2 +§yz)|‘1‘:
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Calcolare [/, x~3ex dxdy, dove Q = [1,2] x [0,1].

Vediamo quale delle due formule di riduzione é piti conveniente utilizzare:

/01 (/12 x*3efdx) dy oppure /12 </01 x*3e5dy) dx ?

1 _3 Y . . . . o
Essendo fo x~3exdy un integrale immediato conviene utilizzare la seconda
formula di riduzione.

si ha
2 1 2 2
/ (/ x3eidy>dx—/ <x3e§x)|é>dx_/ xfz(e%—l)dx:
1 MJo 1 1
101 1
N
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Integrali doppi su domini normali.

Definizione di dominio normale rispetto all’asse x

Siano y = a(x),y = B(x)

funzioni continue in un intervallo chiuso e
limitato [a, b] C R e a(x) < B(x), Vx € [a, b].
Definiamo dominio normale rispetto

all'asse x (o y-semplice) I'insieme del piano

D:={(x,y)ela,b] xR: a(x) <y <p(x)}.

B (x)

o (x)

L'area di questo dominio si pud calcolare
mediante un integrale semplice

b
area (D) = /a (B(x) — a(x))dx.

ob--

o

Integrali doppi

9/26



Definizione di dominio normale rispetto all’asse y

Siano x =(y), x=4(y)

funzioni continue in un intervallo chiuso y
e limitato [c,d] e y(y) < d(y), Vy € [c,d]. 51 prine
Definiamo dominio normale rispetto 0 50
all'asse y (o x-semplice) I'insieme del piano
o oM
E:={(x,y) eRx[c,d]: v(y) <x<d(y)} o) st ol

L'area di questo dominio si pud calcolare
mediante un integrale semplice

area ( / (6(y y))dy.

v

Si dice che un dominio é normale se é normale rispetto ad entrambi gli assi
(quadrato, cerchio, etc.)
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Integrali doppi su domini normali

Sia f(x,y) continua in D. Se

D:={xe€[abla(x) <y <B(x)} =

f(X»Y) dxdy = ’ ) f(X,y) dy ) dx.
/], [/, )

Sia f(x,y) continua in E. Se

E:={yelc,dvy) <x<di(y)} =

//E f(x,y) dxdy = /Cd (Lf;:) f(x,y) dx)dy.
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Proprietd degli integrali doppi.

1. Linearita : Se f; e f, sono integrabili in D e ¢; e ¢, sono costanti,

// afi(x,y)+afi(x,y) dxdy = a // fi(x,y) dxdy+ca // fa(x, y) dxdy
D D D

2. Additivita : Sia D = D; U D, e f integrabile in D,

/ /D o f(x,y) dxdy = / /D 1 f(x,y) dxdy + / /D 2 f(x,y) dxdy

3. Monotonia : Siano f, g integrabiliin D e f < g, allora

//D f(x,y) dxdy < //D g(x,y) dxdy;
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se |f| €' integrabile in D,

‘//D f(x,y) dxdy‘ g//D|f(x,y)y dxdy;

se M = supp |f], e indichiamo area (D) = |D|,

// f(x,y) dxdy < M |D.
D

4. Teorema della media
Se f € CO(D) , allora esiste un Py = (xo, yo) tale che

ley//D f(x,y) dxdy = f(x0, y0)
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Calcolare ffD(X4 +y?)dxdy, D={1<x<2; 1<y<x?
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Calcolare [f,(v/x y) dxdy, D={0<x<1; x*<y<yx}
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Calcolare I'integrale doppio
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Calcolare il volume del solido limitato da z = x% + y2 — 1 che si proietta
ortogonalmente sul trapezio rettangolo D di vertici

(0,0), (v3,0), (V3,1), (1,1)

// X2 +y?—1| dxdy = // (l—x2—y2)dxdy—i—// (x*>+y?—1)dxdy.
D D— D+
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Volume dei solidi di rotazione, Teoreama di Guldino

Primo Teorema di Guldino

Il volume del

solido di rotazione S generato dalla rotazione
di un insieme A attorno ad un asse, é uguale

al prodotto dell'area di A per la lunghezza

della circonferenza descritta dal baricentro di A.
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Sia B = (xo, o) il baricentro di un insieme A misurabile e limitato del
piano x, y, esso ha coordinate:

1 // 1
X0 = — xdxdy, o= — // ydxdy,
Al JJa Al JJa

dove |A| = area (o misura) di A.

Se S eil

solido generato dalla rotazione del rettangoloide
A={(x,y)€R?: a<x<b, 0<y<F(x)}
attorno all'asse x, si ha

volume(S) = 2r|A| - yo = 2m [, ydxdy =

27 fab ( Of(x) ydy) dx = 7Tfab £2(x)dx

Integrali doppi

19/




Cambio di variabili negli integrali doppi.

Sia A un dominio normale del piano (u, v), consideriamo due funzioni di

classe C1(A)

x = x(u,v),

y=y(u,v), (u,v)e€A.
Indichiamo con ¢ : (u,v) € A— (x(u,v),y(u,v)) e sia invertibile e di
classe C! con determinante jacobiano

_ L 0y) |ou av| _ Oxdy Oxdy
’J|_deta(U,V)_ % %y  Qudv  Ovou

Indichiamo con ¢(A) = D il codominio di ¢.
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Teorema

Siano A e D due domini regolari di R? e I'applicazione ¢ sia invertibile, di
classe C! e |J(u,v)| # 0 in A. Allora per ogni funzione f(x,y) continua in
D si ha

// %,y) dxdy = // (0, V) J(u, v)| dudv.

Se f(x,y) =1 si ha la formula dell'area del dominio piano D (insieme
immagine).

Quindi |J(u, v)| dudv = dx dy rappresenta |'elemento d’area nelle nuove
coordinate.

Dominio regolare= dominio normale e le funzioni che lo delimitano sono di
classe CL.
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Coordinate polari

{x:pcosﬁ, 0 < p< oo,

y:psine, 0§0§27r,
con (x, )
B X,y) |cos —psinf
\J(Pa9)|—deta(p,9) ~ | sinf pcosf ‘_

L'applicazione ¢ : S — R? con S = {(p,0): p>0, 0<0<2r}
permette il passaggio da coordinate cartesiane a coordinate polari.
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Vale la formula di trasformazione

// f(x,y) dxdy:// f(p cos 0, p sin 0) p dpdd
D A

es: calcolare [[, e CtY*) dxdy, D := {x®+y® < r?}

—IJI

[lpe ~(4y?) dxdy = [lpe o’ p dpdf = 0 "do [ e pdp =
m(1—e").

|J| determinante jacobiano della trasformazione in coordinate polari.
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Domini polarmente normali

Consideriamo due funzioni nel piano polare p,0: p = p1(0), p = p2(0),
continue su un intervallo chiuso e limitato [01, 62] e sia
p1(0) < p2(0), VO € [01,02].

Definizione

Si definisce polarmente normale un dominio D che si pud cosi descrivere

p1(0) < p < p2(0)

es: Calcolare il volume della porzione di superficie z = x2 che si proietta
nel cerchio D = {x?> + y?> < 1}

=4

2 1 1 2 T
// x2 dxdy :/ (/ p?cos?0 “p dp) do = / cos?0df = —
D 0 0 4 Jo 4
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Esercizi sugli integrali doppi

Calcolare i seguenti integrali doppi
o [fp (x* — xe¥)dxdy dove
D:={(x,y)eR?: 1<x<2, —-1<y<3}.

o [[xcos(xy)dxdy e
D::{(X,y)€R2: 0<x<1, Ogygl}

° [[5 \/ﬁdxdy e

D:={(x,y) eR?:1< x*+y*<4, x>0, y >0}

o [[pV/x?+y?dxdy e D:={(x,y) e R?: x> +y? —2x <0}
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o [[pxyv/x?+y?dxdy e D:={(x,y) eR?:1<x<2 0<y<1}
0ffDﬁdxdyeD::{(x,y)ERz:nggl, 2<y<3}
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