Analisi Matematica 2
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Sia D un dominio connesso di R? (per def. un dominio connesso é la
chiusura di un aperto connesso). Consideriamo un’applicazione continua
¢ : D — R3esia X I'immagine di D: ¥ := ¢(D) (sostegno della
superficie).

© si chiama parametrizzazione di X.

Definizione di superficie

Si dice superficie in R3 una coppia (X, ) dove X é un insieme di R3 e ¢
una sua parametrizzazione.
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Le equazioni

X X
y=y(u,v), (uv)eDcCR? (1)
Z Z

sono dette equazioni parametriche della superficie.

La parametrizzazione puo’ essere assegnata anche in forma vettoriale:
o(u,v) = x(u, V)i + y(u, V)i + 2(u, v)k.

Al variare di (u,v) in D, il punto Q = (x(u,v),y(u,v),z(u, v)) descrive
una superficie ¥ C R3.

Se X é il grafico di una funzione del tipo z = f(x,y) con f : D — R,
f € CY(D), allora si dice superficie cartesiana e una sua parametrizzazione
pud essere assegnata dall’equazione:

o(x,y) =xi+yj+f(x,y)k, (x,y)eD.
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Definizione di superficie regolare

Si definisce superficie regolare in R® una coppia (X, ) dove ¥ C R e
©(u, v) € CY(D) é una parametrizzazione di ¥, tali che ¢(D) = X e sono
verificate le seguenti condizioni:

i) o(u,v) éiniettiva su D (¢(u, v) é invertibile).

i) ¥(u,v) € D la matrice jacobiana

Xy Xy
M = Yu Yv
Zy 2y

ha rango 2.

Il punto P(x(uo, vo), y(uo, vo), z(uo, vo)), (uo, vo) € D, che soddisfatta la
condizione /i), si dice che é un punto regolare.

In caso contrario, P si dice singolare.
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Osservazione:

Una superficie cartesiana z = f(x, y) é regolare se la funzione f che la
definisce é di classe C!, cioé la matrice

10
M=|0 1
fo f,

ha sempre rango 2.
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La condizione ii) é equivalente a:

A%(u,v) 4+ B*(u,v) + C*(u,v) >0, VY(u,v) €D,

dove A(u,v), B(u,v), C(u,v) sono i determinati dei minori del secondo
ordine della matrice jacobiana M (cioé il vettore (A, B, C) non é nullo).
Un'altra condizione equivalente alla ii) é richiedere che per ogni u,v € Di

vettori
Ox ay 0z

<pu(u, V) = (a(uv V)’ a(ua V)v %(ua V))

o) = (e ), 22w v), 92 ,)

siano linearmente indipendenti.

Questa condizione assicura |'esistenza in ogni punto ¢(u, v) € R3, con
(u,v) € D, di un unico piano tangente al sostegno ¥ della superficie.
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Da ora in poi useremo dire superficie  di equazione ¢(u, v) intendendo
che si considera la coppia (X, ¢).
La superficie X si dird

- regolare a tratti se si pué decomporre in un numero finito di superfici
regolari,

- chiusa se é limitata e il suo bordo

BY =S\ X =0, ¥ =chiusuradi ¥ inR3.

Il bordo di una porzione di superficie definita in D é I'insieme dei punti Q
su ¥ immagine dei punti P € 9D.

 trasforma la curva regolare v nella curva regolare 7 cosi come trasforma
la frontiera 0D nel bordo di X.
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La superficie conica in forma cartesiana z = ky/x2 + y2, in forma
parametrica & data da

X = U cosv,
Yy = u sinv, 0<u<r,0<v<2m k>0.

z=k u,
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Linee coordinate e vettore tangente

Sia ¢(u, v) I'equazione della superficie X e siano ¢(d,v), e p(u, V) le
curve che si ottengono su ¥ considerando u = & costante, v = v costante
nel piano (u, v).

Le linee ¢(d, v), e ¢(u, V) si chiamano 'linee coordinate’ sulla superficie,
(u, v) si chiamano 'coordinate locali'. | vettori tangenti alle linee
coordinate, saranno

{ oulu, v) = xy(u, v)i+ yu(u, v)j + z,(u, v)k,
ov(u,v) = x, (u, v)i+ v (u, v)j+ z,(u, v)k

Figure: superficie > con parametrizzazione r : T — R3
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Consideriamo il prodotto vettoriale

ik
oo X o = 50 vu 2o = 202 0@ o 00)
% Yo 2 o(u,v) " O(u,v) " O(u,v)

Si ha che p(u, v) é regolare <= ( ¢, X ¢, # 0)
Questo implica che i vettori ¢, e ¢, sono linearmente indipendenti.
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Equazione del piano tangente nel punto (xo, yo, 20)

X — X0 Y=Y zZ— 29
xy(uo, vo)  yu(uo,w) zu(ug,vo)| =0
xv(ug, vo)  yv(uo, vo) z,(uo, o)

[l vettore v, X ¢, é perpendicolare alla superficie. |l versore normale é

dato da
_ Pu X Py

B lou X @yl
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Se la superficie é data in forma cartesiana, le linee coordinate e il versore
normale saranno:

SDX = (150a ﬁ()a ‘Py = (Oa 1’ fy)a

(7f><7 7f7 1)
n, = —F——2-,
€ V1212

Riscriviamo I'equazione del piano tangente in (xo, yo, Z0)

—f(x0, Y0)(x = x0) — fy(x0,¥0)(y —y0) + (z—20) =0
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La scelta del versore normale alla superficie determina |'orientazione della
superficie stessa.

La scelta di n o —n come versore normale corrisponde a privilegiare uno
dei due lati (o pagine o facce) di una superficie.

Sia ¥ una superficie regolare , essa si dira orientabile se scegliendo il
versore normale alla superficie in un punto Pg € ¥ e seguendo una
qualunque curva regolare e chiusa (che quindi ritorni in Pg) sulla superficie,
il versore normale varia con continuitd e ritorna alla posizione iniziale. La
scelta del versore normale determina |'orientazione della superficie.

“ruy)
2 r(uy)
4
/

E ,

Figure: superficie orientabile, superficie non orientabile
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Area di una Superficie

Definizione di area di una superficie

Sia ¥ una superficie regolare e ¢ : D — R3 una sua parametrizzazione
o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Si definisce area della superficie X il
numero

area(X) :/ do :/ lou X @y| dudv.
b D

Se ¥ é data in forma cartesiana : z = f(x,y), (x,y) € D

area(Z):/zda://D \/1+£2+£2 dxdy.

L'espressione do = |p, X ¢,| dudv é detto elemento d’area.
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Data la superficie regolare (X, r), i lati del parallelogramma curvilineo sono
approssimati a meno di infinitesimi di ordine superiore a du e dv da quelli
del parallelogramma rettilineo individuato dai vettori r,du e r,dv
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Esercizi

1) Calcolare I'area della superficie * di equazione
o(u, v) = ucos vi+ usinvj+ u’k, (u,v) € [0,v/2] x [0,27]

Svolgimento

area(Y) = [y do = [[,|du x ¢v|dudv
Si ha ¢y(u, v) = (cosv,sinv,2u), ¢,(u,v) = (—usinv,ucosv,0) e
i ik
Oy X ¢, =| cosv sinv  2u| = —2u®sin vi — 2u® sin vj + uk
—usinv ucosv 0

e do = |¢, X ¢y |dudv = uv4u? + 1dudv

Allora
[Jp léu x by|dudv = foﬁ uvV4u? + 1du OZW dv=---=%g
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Esercizi

2) Calcolare I'area della porzione di superficie X di equazione
z= %(X% + y%> che si proietta nel triangolo T di vertici (0,0), (3,0),
(0,3).

Svolgimento
La superficie & in forma cartesiana, allora

area(¥) = [y do = [[+ /1 + |Vf|2dxdy con

f = x2, f, = y2eT {(x,y) eR?:0<x<3,0<y<3—x}
Allora ffT\/1+|Vf|2dxdy JJ+ VI + x4+ ydxdy =

IS ( : mdy)dx_---:%
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Esercizi

3) Calcolare I'area della porzione di superficie z = xy che si proietta nel
cerchio D = {(x,y)| x*>+y? <1}

Svolgimento
La superficie € in forma cartesiana, allora

area(¥) = [y do = [[; /1 + |Vf[2dxdy con
Vf = (f, f,) = (y,x) quindi do = /1 + x2 + y?dxdy.
Siha [[p 1+ |VI2dxdy = [[5/1+ X2+ y2dxdy.

Passando alle coordinate polari

x = pcosf 0 <p
} con Il = p,
y =psinf 0 <96

1
27

IAIA
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Esercizi

4) Calcolare I'area della superficie X del solido in figura cosi definito

T={(xy2)eR¥: 0<z<3-x-% x2+y2<1

=t

Si ha area(X) = [y do =[5 doi + [5,do2 + [5, dos
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> 1 & la porzione di piano z =3 — x — % che si proietta nel cerchio D di
centro I'origine e raggio 1, quindi f(x,y) =3 —x — §, Vf = (-1, —%)

doy = \/1+ 1+ gdxdy = 3dxdy
area(¥p) = / do] = 3// dxdy = §7r.
) 2JJp 2

Y, & il cerchio di base di centro |'origine e raggio 1, quindi area(¥X) =7

Y 3 e la superficie laterale del cilindro delimitatadaz=0ez=3—x — %

L'area della superficie X3 si puo calcolare con I'integrale curvilineo
_ y

area(X3) = [ (3 — x — %)ds dove

v :(cost, sint, 3—cost— %sin t), 0<t<2m,

oppure con |'integrale superficiale fz3 dos dove |'equazione parametrica

della superficie cilindrica &

X =cost
i 0 <t<2w
y =sint con 1.
0 §z§3—cost—§smt.
V4 = Z
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L'integrale curvilineo f7(3 — x — %)ds non & immediato, mentre il calcolo
di quello superficiale & molto piu semplice:

Sy, do3 = [[;5 |61 x 6|dtdz

dove ¢y = (—sint,cost,0) e ¢, = (0,0,1) e percio
¢t X ¢, = (cost,sint,0) e

dos = |p; X ¢,|dtdz = \/cos? t + sin® tdtdz = dtdz

Si ottiene cosi

27 3— cost——smt
area(¥3) = // |pr X ¢,|dtdz —/ dt/ dz

:/ (3—cost—fsmt)dt—67r
0 2

L'area della superficie del solido T & allora
area(¥1) + area(L2) + area(¥3) = w + 37 + 67 = Un
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Area di una superficie di rotazione, secondo teorema di

Guldino

Se si fa ruotare una curva piana =y intorno ad un asse che giace nel piano
della curva si ottiene una superficie di rotazione, v si chiama generatrice.

Secondo teorema di Guldino

L'area della superficie generata dalla rotazione di un angolo « di una curva
regolare v é data dalla lunghezza della curva v moltiplicata per la
lunghezza dell’arco di circonferenza descritto nella rotazione dal baricentro.
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Si consideri la curva «y di equazioni parametriche ~(t) : (x(t), z(t)) con
t € [a,b] e x(t) >0 Vt € (a,b), ruotando attorno all'asse z di un angolo
a € (0,27)) si ottiene una superficie di rotazione X di area:

A(X) = axgl(y) = a/xds,

con xg = ﬁ f7 xds ascissa del baricentro B della curva ~y (che é il raggio
dell'arco di circonferenza descritta da B) e L(7y) la lunghezza della curva .

Infatti la superficie di rotazione X ha equazioni parametriche:

x = x(t) cos b
y = x(t)sin@ (t,0) € D =[a,b] x [0, q]
z=2z(t

)
A(Z):/Zda://D|<pt><gag|dtd0
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Essendo
i ik
ot X g = |x' cosf x'sinf Z'| =—z'xcosbi— z'xsinbj+ x'xk
—xsinf xcosf 0

e [pr X pg| = \/(z’)2x2 cos? 0 + (2/)2x2 sin? § 4 (x')2x2
= x/(x")? + (2')? (x(t) >0 Vt e (a,b))

AT) :/Oa d9/abx(t)\/(x’(t))2+(z’(t))2dt
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Integrale superficiale

Sia ¢ : D — R3 una superficie regolare con sostegno ¥ := ¢(D). Sia
g(x,y, z) una funzione continua definita su X.

Definizione di integrale superficiale

Si definisce integrale superficiale di g esteso a X:

/zg(x’y’z)da - //D g(x(u, v), y(u, v), 2(u, v))lpu x ¢ dudv.

Se ¥ é data in forma cartesiana : z = f(x,y), (x,y) € D

g(x,y,z da://gx,y,fx,y 1+ 2+ 2 dxdy.
|etxr.2) [ el fxy) ;
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Esempi: Calcolare
/(x+2(y—2)+z) do
)X

dove ¥ := {(x,y,z) €ER3 : z=2—x—y con x> + y? <1/16}
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Calcolare

/ arcth do
bN X

dove ¥ :={(x,y,2) €R3 : z=x2+y? con1<z<4}
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Calcolare

/ do
):1+4z

dove ¥ :={(x,y,z) €R3 : z=x%>+y? con x> +y? <1}
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Applicazione: flusso del campo F attraverso X nella

direzione n

Sia ¢ : D — R3 una superficie regolare di equazioni

o(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) e sia n(u, v) il versore normale alla
superficie nel punto ¢(u, v). Sia F = Fi+ Fpj + F3k un campo vettoriale
di classe C! definito sul sostegno ¥ di ¢. L'integrale del campo vettoriale
F su ¥ si chiama flusso di F attraverso ¥ nella direzione n ed é dato dalla

formula
// < F,n> do.
¥

Altro simbolo per rappresentare il flusso di F attraverso X:

/<F,n>da.
by
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Esercizi

1) Calcolare il flusso del campo F(x,y, z) = (xy, xy, z) attraverso la
superficie ¥ = {(x,y,z) €eR3: z=1-x>—y? z>0}.

si ha

// <F,n>dcr://(2x2y—|—2xy2—|—1—X2—y2)dxdy
pN D

in quanto la superficie ha equazione cartesiana z = 1 — x> — y? e il versore

normale alla superficie é

- (2x,2y,1) o > > L . .

n=—/—"22=2_ do=,/144(x dxdy, D é il cerchio di centro
1+4(21y2) + 4(x + y?)dxdy

I'origine e raggio 1. Si ottiene

2x%y + 2xy? + 1 — x> — y?)dxdy =
D
027r do fol 2p* cos? f'sin§ + 2p* cosOsin? 0 + p(1 — p?)dp =3
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2) Calcolare il flusso del campo F =i + k attraverso la superficie ¥ di
equazione o(u, v) = u?i + v2uvj + v?k con ¢ definita in
D:{(u,v)eRz: 1<u?+v2<2, 0<u<v}
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2) Calcolare il flusso del campo F =i + k attraverso la superficie ¥ di
equazione o(u, v) = u?i + v2uvj + v?k con ¢ definita in
D:{(u,v)€R2: 1<u?+v2<2, 0<u<v}

Si ha:

// <F,n>do= //(1,0,1)(2\f2v2, —4uv,2v/2u?)dudv
> C

in quanto la superficie ha equazione parametrica dove ¢, = (2u,v/2v,0),

©,(0,v/2u,2v), il versore normale alla superficie é

ﬁ’_ PuXPy  __ (2\/§V2774UV72\/§L’2)
T lpuxev] T [puX |

della corona C circolare di raggi 1 e v/2 del primo quadrante con v > u. Si

ottiene

[[c(1,0,1)(2v2v?, —4uv, 2v2u?)dudv = [ 2v2(u? + v?)dudv=
J2 d [ 2v/2p3dp = 3f2x

4

, do = |y X py|dudv, D é una porzione
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3) Calcolare il flusso del campo F = ye™*j attraverso la porzione di
superficie ¥ : z =y > 0 che si proietta nel cerchio x? 4+ y? < 1,

Si ha
// <F,n>do= // (0, ye™,0)(0,—1, 1)dxdy
ba D

in quanto la superficie ha equazione cartesiana z = y (cioé un piano
passante per l'origine del sistema di riferimento e taglia il cilindro
x? + y? = 1) il versore normale alla superficie é

n= (0_7\/%1) do = \/2dxdy, D é il semicerchio del piano X Y di centro
(0,0) e di raggio 1 (in coordinate polari:
D := {x = pcost, y =psinf, 0 ¢c[0,7], pe[0,1]}). Si ottiene

JJp(0,ye=*,0)(0,—1,1)dxdy = [[, —ye Xdxdy = —%
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